Wiskunde B-dag 2023: Maak het verschil
Handreiking antwoorden
Niet verspreiden a.u.b. 
Deze antwoorden zijn slechts een handreiking. Niet alles is even uitgebreid uitgewerkt of beargumenteerd.  Leerlingen kunnen andere benaderingen kiezen die ook correct zijn. Attentie: deze antwoorden zijn onder enige tijdsdruk geproduceerd en niet uitgebreid gecheckt; excuus voor de eventuele foutjes. 
Probleem 1
a. Het gaat als volgt verder

b. Als je de verschilstap vaak genoeg uitvoert bij rijtjes van lengte vier, dan kom je altijd uit op het rijtje van vier nullen: 0  0  0  0
c. Bij rijtje van drie heb je twee mogelijkheden:
1. De begingetallen zijn alle gelijk:  voor een natuurlijk getal ; dan volgt direct 0  0  0.
2. De begingetallen zijn niet alle gelijk: de serie belandt in een serie van rijtjes dat zich telkens herhaalt.
d. Stel  en  zijn natuurlijke getallen. Dan krijg je de serie
	
	

	
	

	0
	0


q.e.d.
Probleem 2
a. Bijvoorbeeld: het rijtje 0  1  100. 
Als alle getallen in het rijtje ongelijk aan nul zijn dan gaat het hoogste getal minstens 1 omlaag. Als er een 1 in het rijtje voorkomt, dan is dat precies 1. Het beste dat je met getallen ongelijk nul kan doen is dus 99 stappen omlaag tot alleen nullen en enen (waarna het cyclisch wordt).
Als je met één nul begint dan is die nul de volgende stap verdwenen (als de overige twee getallen niet gelijk zijn aan elkaar). Dus je kunt de tijd tot een cyclische serie hooguit één verlengen. Dat doen we met 0 1  100.
Als je met twee nullen begint dan is de serie meteen cyclisch. Algemener: als je met twee dezelfde getallen begint , dan is de serie direct of binnen één stap cyclisch. Namelijk  enzovoorts. 
Het beste dat we dus kunnen doen is met één nul beginnen, zodanig dat daarna er een rijtje is met 100 erin. Dan is de maximale lengte tot aan een cyclisch patroon 100, vanwege de eerste opmerking. Dit maximum wordt door 0  1  100 behaald, en dit is dus een optimale mogelijkheid.
b. Een mooie manier om langzaam uitdovende rijtjes te maken is met opeenvolgende Tribonacci getallen 0, 1, 1, 2, 4, 7, 13, 24, 44, 81, 149, etc. (zie hier). Dit omdat drie keer de verschilstap toepassen weer zo’n rijtjes geeft maar dan beginnend van het getal twee plaatsen ervoor en dan alle getallen keer twee  (ga na). Onder de 100 kunnen we dus beginnen met het rijtje 13, 24, 44, 81. Dat doet er twaalf stappen over om uit te doven. 
Echter met brute force kun je berekenen dat onder de 100 bijvoorbeeld het rijtje 1, 8, 21, 45 er dertien stappen over doet en daarmee een traagste is.
Probleem 3
a. Dat volgt direct uit   als . Dit kun je in zien door gevalsonderscheiding. Stel , dan . Stel , dan .
b. Als een rijtje zich herhaalt in de serie, dan zal het vervolg hetzelfde zijn als bij het eerste voorkomen van het rijtje. Maar dat betekent dat het rijtje zich nogmaals zal herhalen. Oftewel, dat betekent dat het serie cyclisch is geworden.
c. Het aantal rijtje met grootste getal  is , waarbij  de lengte van het rijtje is. Dat betekent dat als het grootste getal in het beginrijtje  is er binnen  een herhaling moet optreden (want uiterlijk dan zijn alle mogelijke rijtjes uitgeput. In de praktijk zal dat natuurlijk vaak veel eerder zijn.
Probleem 4
a. 
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b. Als de lengte een macht van 2 is dan dooft het rijtje uit. Anders wordt het cyclisch.
c. De serie rijtjes bij  heeft in de -de  rij alleen enen. De serie rijtjes van lengte  begint op dezelfde wijze. Op de )-de  rij staat dan een 1 op de -de en op  plaats. Vanuit deze twee enen ontwikkelen zich dan twee onafhankelijke clusters/blokken identiek aan de situatie bij . Het gevolg is dat op de -de rij precies  enen staan. Daarna dooft het rijtje uit. Aangezien dit in het bijzonder waar is als , is daarmee de uitspraak bewezen (middels natuurlijke inductie). Van de leerlingen verwachten we natuurlijk eerder een informeler argument, maar wel van dezelfde strekking; waarbij de recursieve aard van de rijtjes (zoals uitgelegd met de kleuren in de tekst) wordt gebruikt.
d. Die gedragen zich precies hetzelfde, maar dan alleen met 0 en .
Probleem 5
a.  en 
b. Het vermoeden is dat alle rijtjes van fase 1 uiteindelijk overgaan naar fase 2.
Probleem 6
a. Bijvoorbeeld, 8, 14, 11, 13. Algemene beschrijving 
 of met .
b. Stel  Neem  en . Dan is  en voorganger van , want

En de redering is identiek voor iedere andere combinatie van tekens.
Andersom, stel dat voorganger  heeft. Dan geldt 

Bijvoorbeeld, stel

Dan is het duidelijk hoe je de tekens kan kiezen:  of . Deze redenering is wederom identiek voor andere combinaties van tekens.
c. Een rijtje  heeft een voorganger, precies als er een keuze van -tekens bestaat zo dat

Stel  met  of  voor alle . Definieer
 voor 
Dan geldt  voor alle .
Andersom, stel dat voorganger  heeft. Dan geldt 

en

voor geschikte tekens  of , en . Dan geldt dat

Want ga maar na:

d. Het rijtje 0, 0, 0 heeft voorgangers, namelijk rijtje van de vorm  voor . Deze rijtjes  hebben echter geen voorganger. Er bestaat immers geen keuze van tekens zo dat . Dus uiteindelijk komen alleen rijtjes van de vorm  uit op 0, 0, 0.
e. Rijtjes van oneven lengte doven niet uit, tenzij van de vorm . Het bewijs is volstrekt analoog aan het geval .
Onderzoek 1
Alle rijtjes doven uit, precies als  (een gehele macht van twee). Dat de rijtjes uitdoven als  kun je bewijzen door te kijken naar het rijtje 0, 0, …, 0, 1 en andere rijtjes met één 1. Die rijtjes doven uit na precies  stappen, als  een macht van 2 is. Ieder ander rijtje is een -som van dit soort rijtjes met één 1 (zoals . De op dat rijtje volgende serie is dan ook een som van series behorend bij rijtjes met één 1. Aangezien die rijtjes na  stappen gelijk zijn aan het nulrijtje en de -som van nulrijtjes het nulrijtje is, doven alle rijtjes uit.
Onderzoek 2
Ontbind  met  oneven. De hoogte van de nulboom is dan gelijk aan . Voor  (en dus ) volgt dat uit het vorige onderzoek. Omdat alle rijtjes uitdoven, zitten ze alle in de nulboom. Als  , dan kun je, door de rijtjes uit de nulboom voor  te herhalen  keer (zoals in het kader onder het onderzoek), de nulboom produceren tot hoogte  De vraag is: is die boom nog groter/hoger. Echter: elk niet-nul rijtje heeft nul of twee voorgangers (zie hint; dit is eenvoudig te bewijzen). Dus als de nulboom nog groter is, dan moet hij hoger zijn. Dit kan echter niet, want de rijtjes aan het uiteinde van de takken bevatten een oneven aantal enen. Je hebt namelijk de rijtjes op de uiteinden van nulboom voor   (met een oneven aantal enen )  keer (met  oneven) herhaald; en oneven keer oneven is oneven.  
Onderzoek 3
Mogelijke observaties voor leerlingen:
· Je kunt bijvoorbeeld kijken naar de serie van 0, 0, …, 0, 1 (met als opvolger 0, 0, …, 0, 1, 1). Deze serie vormt altijd de grootste sneeuwvlok. De orde van andere sneeuwvlokken deelt altijd de orde van deze grootste sneeuwvlok.
·  deelt de orde van de grootste sneeuwvlok(ken) in het stroomschema bij rijtjes van lengte .
Hieronder volgt de volledige analyse van de stroomschema’s voor  tot Ik noteer voor iedere sneeuwvlok een voortbrenger; dat wil zeggen een rijtje dat voortkomt in het circuit, bij voorkeur een “eenvoudig” rijtje met weinig enen. Ik noteer een rijtje soms korter door een aaneengesloten rij nullen weg te laten. Bij  staat 11 dus voor 00011 en bij  staat 101 voor 000101.
 32 rijtjes
· Nulboom van hoogte 2: twee rijtjes
· Sneeuwvlok van orde 15: 30 rijtjes
· 11
In het stroomdiagram van rijtjes van lengte  komt een sneeuwvlok van orde  voor voortgebracht door 11.
: 64 rijtjes
· Nulboom van hoogte 3: vier betrokken rijtjes
· Twee sneeuwvlokken van orde 6:  betrokken rijtjes 
· 101
· Eén sneeuwvlok van orde 3:  betrokken rijtjes. Komt van 
: 128 rijtjes
· En de nulboom van hoogte 2: 2 betrokken rijtjes
· Negen sneeuwvlokken van orde 7. Geeft .
· 11 (op zeven posities)
· 10111 
· 11101 (gespiegelde)
: 256 rijtjes
· Nulboom van hoogte 8
: 512 rijtjes. 
· Nulboom: 2 rijtjes. 
· Vier sneeuwvlokken van orde 63, betrokken rijtjes: 126 per stuk.
· 11 
· 1001
· 10111
· 11101 (gespiegelde) 
Dus . 
· Sneeuwvlok van orde 3: 6 betrokken rijtjes per stuk: komt van 
· 110110110
	Bij  kun je ook kijken naar het verloop 101 van. Dat is na 2+4=6 stappen twee verschoven. Na vijf keer terug bij af. Dat geeft dus twee sneeuwvlokken van orde 30. (Zelfde mechanisme als , daar geeft 101 twee sneeuwvlokken van orde 6). In het algemeen: als , dan geeft 101 twee sneeuwvlokken van orde .



:  rijtjes. 
· De nulboom heeft hoogte drie (dus 4 rijtjes). 
· Acht sneeuwvlokken van orde 30. Dus  rijtjes.
· 101 (twee naar recht in zes stappen)
· 11011 (twee naar recht in zes stappen)
· 100111 (twee naar recht in zes stappen)
· 111001 (gespiegelde)
· De sneeuwvlok van orde 15 die komt van .  rijtjes. 
:  rijtjes.
· Nulboom heeft hoogte twee (dus 2 rijtjes)
· drie sneeuwvlokken van orde 341. Dus  rijtjes
· 11 (één naar rechts in 31 stappen)
· 10111 (één naar rechts in 31 stappen)
· 11101 (gespiegelde)
:  rijtjes
· Nulboom heeft hoogte 5 (dus  rijtjes)
· De sneeuwvlok van orde 3 die komt van . Dus  rijtjes
· 110.110.110.110
· De twee sneeuwvlokken van orde 6 die komen van . Dus 
· 101000.101000 en 010100.010100
· Drie sneeuwvlokken van orde 24. Dus  rijtjes
· 10001 (vier naar links in acht stappen)
· 11011101 (vier naar links in acht stappen)
· 10111011 (gespiegelde)
· 1000100011 

