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Ten geleide

Oefeningen in algebra hebben niet zelden een reproduktief karakter. Aan de hand van
een voorbeeld moeten leetlingen de bekende rijtjes algebra-sommen maken.

Deze wijze van ocefenen kan alleen effect sorteren als zij gedurende lange tijd en met
grote regelmaat wordt uitgevoerd. De praktijk van het huidige wiskunde-onderwijs laat
dit niet toe. Het wiskunde-programma voor de leeftijdsgroep 12 - 16 is te breed en het
aantal lesuren te gering om gedurende enige jaren wekelijks aan algebra te doen.

In het kader van het project 'Langlijnige Algebra’ heb ik nagedacht of het mogslijk zou
Zijn om, in navolging van cefen-ideeén die op het Freudenthal Instituut ontwikkeld zijn
voor het reken-wiskundeonderwijs op de basisschool, een serie voorbeelden van zoge-
naamde produkiieve oefeningen te ontwerpen.

QOefeningen waarbij het niet gaat om het inslijpen van automatismen, maar waarbij de
leerling uitgedaagd wordt om na te denken. Deze bundel is een eerste proeve van zulke
opgaven. Bij vee!l van de opgaven heb ik mij beperkt tot het domein van de natuurlijke
getallen, ik noem dat 'natuurlijke algebra’. In andere opgaven staan de variabelen
steeds voor positieve (rationale dan wel reéle) getallen; negatieve getallen zijn in de
bundel vermeden.

In het bijgevoegde artikel 'Algebra kan ook natuurijk zijn’ (serder gepubliceerd als on-
derdeel van een artikel dat ik samen met Aad Goddijn schreef onder de titel Knelpunien
en toekomstmogelijkheden voor de wiskunde in het VO, Tijdschrift voor Didactiek van
de p—wetenschappen, jaargang 18, nr.1, 2001) kan de lezer een paar gedachten vinden
over een mogelijk uitstel van infiltratie van negatieve getallen in de algebra.

Sommige ideeén uit de bundel vormden mede de inspiratie tot het ontwerpen van Alge-
bra Applets op het Wisweb; ik noem daarbij: 'Stroken’, "Stroken met etiketten’, 'Stippel-
Algebra’ en 'Geometrische Algebra 2D’. In het project WELP (Wiskunde-applets en le-
spraktijk) worden deze en andere applets geintegreerd in algebra-hoofdstukken.

Martin Kindt
Utrecht, januari 2003



Algebra kan ook natuurliijk zijn

Klachten over algebraische vaardigheden zijn van alle tijden. De hevigheid en het aantal ervan zijn
de afgelopen jaren sterk toegenomen. Zorgt de tijdgeest er voor dat de doorsnee-leerling zich met te
veel dingen bezighoudt en niet meer de concentratie kan opbrengen of de accuratesse bezit om al-
gebra te leren?

Of is er wat mis met het wiskundeprogramma? Sommigen schuiven de schuld op het bezit van ge-
avanceerde rekenapparaten, zoals de grafische rekenmachine. Anderen heweren juist dat diezelfde
apparaten de algebra bijna overbodig maken.

Wij menen dat de klachten over het gebrek aan elementaire algebravaardigheden niet ongegrond
zijn. Sterker nog wij constateren regelmatig bij havo/vwo leerlingen een gebrek aan zelfvertrouwen
bij het gebruik van algebra. Dit manco is deels te wijten aan de op reproduktie gerichte algebra-di-
dactiek in de diverse methoden. Zonder te pretenderen dat wij daarvoor een kant en klare oplossing
weten, willen wij hier enkele ideeén lanceren, die de leering actiever bij het leerproces zouden kun-
nen betrekken en hern uiteindelijk meer kans zouden moeten bieden algebra op adequate wijze te
gebruiken in daartoe geéigende situaties.

Het stond zo in het boek

In het kader van het project BPS (béta-profielen in het studiehuis) legden we een groepje N&T-leer-
lingen (4 vwo) een onderzoeksopdracht voor die onder andere handelde over de vraag of je met re-
gelmatige veelhoeken van dezelfde soort een krans kunt maken en zo ja welke aantallen van veel-
hoeken daarbij nodig zijn. Albrecht Direr heeft zich met dit probleem bezig gehouden en dacht dat
dit met vijfhoeken bijvoorbeeld niet mogelijk was. Zijn tekening was blijkbaar niet nauwkeurig; hij be-
schikte echter niet over een computer waar je bijvoorbeeld met Cabri constructies kunt vitvoeren die
wel precies zijn. Met dit programma konden de leerlingen bijna in een handomdraai kransen van re-
gelmatige veelhoeken maken.
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krans van 10 vijfhoeken krans van 8 achthceken

Blijkbaar heeft Diirer, die veel affiniteit met meetkunde had, niet gezien dat rekenen en algebra soms
helpen om inzicht te krijgen in een meetkundig probleem. Bij dit onderzoek bestaat de wiskundige
kern uit hoekberekening en vaststelling van deelbaarheid. Immers, bij de vorming van een krans
wordt de veelhoek een aantal keren geroteerd om een zeker punt buiten die veelhoek totdat hij weer
terug is in de oorspronkelijke stand. Een aanloopvraag betrof het verband tussen de hoekgrootte van
een regelmatige veelhoek en zijn aantal zij[den. Een van de leerlingen vroeg de observant of dit goed
was!:

hoekgrootte = {aantal hoeken — 2) x 180
aantal hoeken

De laatste beaamde dit, maar vroeg ook om uitleg. Dat was te veel gevraagd; niet zonder enige
schroom luidde het antwoord: ‘het stond zo vorig jaar in het boek’. Op de vraag of hij de formule korter
kon opschrijven {met de bedosling om 'aantal hoeken' te vervangen door &én letter), antwoordde hij
gretig: je kan dit (= aantal hoeken) tegen dit wegstrepen. ‘Oh, ja, wat hou je dan over?' Het voorstel
werd schielijk ingetrokken. Op nader verzoek wilde hij wel "aantal hoeken door N vervangen. Mede
in verband met het vervolg stuurde de begeleider aan op de rondwandelingstrategie: als je één com-
pleet rondje om de N-hoek loopt maak je N keer dezelfde draai. Gevolg: het aantal graden van een
buitenhoek is 360/N en van een binnenhoek dus 180 - 360/N. De leerling snapte dit meteen, maar
wilde nu ook wel eens kijken of het klopte met die eerdere formule, met andere woorden of
{N-2)x180 360

N =180 -

een identiteit is.



Dat bleek onoverkomelijk moeilijk. Na terugkomst van een tochtje van de observant langs de andere
leerlingen, besloot deze hem uit zijn lijden te verlossen. Als je nou eens die N uit de noemer wilt laten
verdwijnen... Goed, hij vermenigvuldigde links en rechts met N, ging daarbij nog een keer in de fout,
kwam uit op een zeer eenvoudige identiteit, die na zeer diep nadenken ten slotte werd doorzien.
We merken op dat het hier een intelligente groep leerlingen betrof en de bedoelde leerling was zeker
niet de minste.

Automatismen exit?

Dit soort ervaringen hebben we ook opgedaan tijdens het Profi- project waarin het nieuwe wiskunde
B programma voor vwo werd uitgetest: intelligente leerlingen met een goede probleemaanpak, die
vastlopen op elementaire algebra. Een voor de hand liggende reactie is dan: ‘zie je wel, ze leren geen
algebra meer tegenwoordig, ze missen de automatismen’.

Bij de opstelling van het algebraprogramma voor de basisvorming heeft men zich sterk laten leiden
door de behoefte van de grote meerderheid van de populatie van de 12- tot 16-jarigen.

In de verantwoording van het leerplan wiskunde 12-16 staat letterlijk: Bif algebra gaat het in het leer-
plan W12-16 om het werken aan problemen, waarin verbanden tussen variabelen een rof spelen. Bijj
voorkeur gaat het om problemen die voortkomen uit realistische situaties. De verbanden kunnen wor-
den voorgesteld of beschreven met diverse middelen, te weten 'tabeller, ‘grafieken’ en 'formules’.
En even verder staat nog: In het voorgestelde leerplan vormen algebraische technigken geen doef
op zich, maar ze staan in dienst van problemen rond verbanden tussen variabelen.

In de praktijk van het onderwijs betekent dit dat er van meet af aan in de algebra-hoofdstukken veel
aandacht is voor functies van één variabele en de samenhang tussen de representatievormen daar-
van.

Wij vragen ons in alle gemoede af welk doel dit laatste precies dient en waarom dit zo belangrijk ge-
acht wordt. Hoe het ook zij, de breedte van het totale wiskundeprogramma enerziids en de hierboven
geformulearde doelstelling anderzijds hebben tot gevolg gehad, dat het aantal algebra-technische
oefeningen in de wiskundemethoden tamelijk beperkt is. Bovendien valt op dat de auteursgroepen
didactisch nauwelijks raad wisten met wat we hier badinerend 'de laatste restanten van de klassieke
algebra’ noemen. In een boek waarin voortdurend contextrijke wiskunde wordt aangeboden, passen
geen saaie rijtjes oefeningen, waarbij de leerling op commando haakjes moet wegwerken of juist in-
voeren. Die didactische stijlbreuk wreekt zich in de praktijk omdat "inoefenen’ eventueel alleen effect
kan hebben bij geduldige en langdurige toepassing en daar is in de huidige situatie absoluut geen tijd
voor. Dat de leerlingen zich geen automatismen verwerven is dan ook niet verwonderlijk.

In de nisuwe druk van sommige onderbouwmethoden, waarvan weer aparte havo/vwo-delen zijn uit-
gebracht, ziet men als reactie nu weer een zekere toename van de stereotiepe ritjes oefeningen.
De grote vraag is of dat wezenlijk helpt. Eigenlijk zijn we er zeker van dat dit niet het geval is. Ginther
Malle zegt [in Didaktische Probleme der elementaren Algebra, Vieweg 1993] dat iedere leraar vioeg
of laat merkt dat de 'oefenideclogie’ relatief weinig oplevent; {...) Ich erinnere mich an zahlreiche Kia-
gen von Lehrern, die nicht verstehen konnten, warum ihre Schiiler trotz ‘hunderter’ Ubungsaufgaben
immer noch Fehler beim Termumformen oder Gleichungldsen machen.

Toch moet men vaststellen dat heel veel vroeger de leerlingen althans tot het eindexamen over veel
meer technieken beschikten, vooral waar het ‘etterbreuken’ betrof. Oude Mulo-examens laten opga-
ven zien van een complexiteit die nu als verbijsterend wordt ervaren. Natuurlijk werden er in die 'goe-
de oude tijd’ ook idiote fouten gemaakt en ... ebden de algebra-vaardigheden na het verlaten van de
school snel weg. Bovendien waren er de vaak onoverkoemelijke problemen bij de zogenaamde inge-
klede vergelijkingen en wat heeft de leerling aan een pakket algebravaardigheden als hij die niet kan
gebruiken bij het opstellen van eenvoudige modellen? Ook de transfer naar andere schoolvakken,
zoals natuurkunde of economie, liet vaak te wensen over.

In het huidige wiskundeonderwijs wordt terecht van meet af aan meer aandacht besteed aan het bou-
wen van formules en het opstellen van algebraische modellen. Naar ons gevoel heeft dat wel degelijk
enig effecl. Leerlingen van nu zijn niet geheel hulpeloos als ze een probleemsituatie moeten omzet-
ten in algebra. Ze tonen zich wel vaak hulpeloos als het gaat om het herleiden van algebraische ex-
pressies.

We herinneren ons een voorbeeld in 5 vwo wiskunde B, waarbij leerlingen de differentie van x° over
het interval [k, k + 1] moesten berekenen: mijnheer, hoe moet je (k + 1)* doen? Dat niet onmiddellijk
de binomiumformule voor de derde macht wordt aangeroepen, deert ons absoluut niet, wij zouden
bijna zeggen, integendeel. Wat we wel erg vinden is het gebrek aan zelfredzaamheid. Merk op dat
door de aard van de vraag ('bereken de differentie’) het verleidelijke (k + 1)% = &% + 1 wel verworpen



moest worden: een derde-graadsfunctie kan cnmogelijk een constante differentie vertonen. Deze
toch 'kale’ opgave bevat blijkbaar al meer context dan de klassieke algebra-oefeningen waar Ginther
Malle op doelt en die geen controle ¢.q. refleclie oproepen.

Beginnersalgebra in drie methoden

Als men de nieuwste druk van de drie grote wiskundemethoden (Getal & Ruimte, Moderne Wiskunde,
Netwaerk} voor havo/vwo klas 1 vergelijkt, valt op dat grafieken en verhoudingstabellen aan het begin
van de algebra-lijn staan. Ook wordt er in het begin van het boek aandacht besteed aan zeg maar
voortgezet rekenen. Het 'letterrekenen’ krijgt in de eerste klas bij G&R de meeste aandacht, daarna
volgt Netwerk, daarna MW (bijna niets).

Overzicht van de algebra in klas 1 (hoofdstuktitels) in de drie methoden:

G&R MW Netwerk
getallen verhoudingen verhoudingen
grafieken breuken grafieken en tabellen
negatieve getallen grafieken rekenwerk
en formules

regels ontdekken formules
rekenen met formules

negalieve gelallen variabelen
machten en formules

formules machten

vergelijken

vergelifkingen

We richten onze aandacht op het traditionele aspect van de schoolalgebra, te weten 'rekenen met
symbolen’, 'manipuleren met expressies’, 'herleiden’, enz.

In G&R start het symbolisch rekenen in hoofdstuk B: rekenen met formules.

Het hoofdstuk begint met ‘machientjes’ die gebruikt worden om (lineaire) verbanden te beschrijven.
Vervolgens wordt de vertaling naar een formule gemaakt en worden ook bijbehorende grafieken be-
keken. Dan worden de 'levensechte’ contexten verlaten. In de marge (blz. 49 deel 2) staat de veel-
zeggende tekst: Tot nu toe kwamen formules bij verhaalljes te voorschijn. Maar je kunt ook zonder
verhaalljes formules verzinnen. Wiskundigen gebruiken dan bif voorkeur de letters x en y (sic!).

Na een paar voorbeelden van het type:

4b+7b = b+b+b+b + b+b+b+b+b+b+b = 11D
4b b

staat er: je moet zulke herleidingen zonder tussenstap opschrijven. Dit is een staaltje van dwingend
wiskundeonderwijs. Nog zo'n staaltje: bij 'haakjes wegwerken’ wordt de’papagaaienbek’ als visueel
ezelsbruggetje meteen maar geintroduceerd; het komt er op neer dat leerlingen procedures moeten
inoefenen, op een voorgeschreven manier en zonder noemenswaardige oriéntatiebasis.
Vier hoofdstukken later komen ‘machien en formules’ aan bod. De eerste drie paragrafen bevatten
aardige voorbeelden van kwadratische verbanden, daarna komt het kale rekenwerk met machten.
Geen verhaalties meer, maar rifljies sommen. Eén uitzondering is de ‘extra’ opgave: maak een zo
groot mogelijk getal met drie drigén.
Het lijkt er soms op of de auteurs niet in staat zijn, dan wel weigeren om op het terrein van de tradi-
tionele algebra didactische principes toe te passen uil de realistische wiskunde, zoals 'produktief (of
consiructief) oefenen’ en het 'opbouwen van een relatienel’, principes die in de rekendidactiek wel
vruchten hebben afgeworpen. Hel moet toch mogelijk zijn om in de cefenpraklijk van de algebra deze
principes toe te passen, ook al lijkt dat misschien lastig.
In MW omvat de algebralijst meer hoofdstukken, maar die zijn ook wat korter. Het symbolisch rekenen
is in deze methode duidelijk verder naar achter geschoven. Er wordt heel lang gewerkt met machien-
tjes en woordformules. Op bladzijde 258 deel 1a staat er in een roze kader: ‘een formule over het
verband tussen bijvoorbeeld nummer en aantal kun je korter schrijven.




Zo kun je de formule: nummerx 7 + 4 = aantal korter schrijven als: nx 7+ 4 =a.

De zeer voorzichtige opbouw gaat door in hoofdstuk 12 Vergelfjken om ten slotte te eindigen in 14
Vergelijkingen, waarbij niet verder wordt gegaan dan constante x onbekende + constante = constan-
te. Van symbolisch rekenen is in klas 1 nauwelijks sprake. Een leraar die met deze methode werkt,
verklaarde onlangs: je hebt iedere keer het gevoel dat je alleen maar heel lange aanlopen maakt. In-
derdaad is het anticiperen in MW naar ons idee veel te ver doorgevoerd.

In Netwerk worden in hoofdstuk 8 met de naam Formules uitsluitend (lineaire) woordformules behan-
deld. In hoofdstuk 11 (Variabelen) wordt voor het eerst met letters gerekend. De opbouw oogt wat
meer doordacht dan bij G&R en de paragrafen met sommen vertonen wat meer variatie. Maar ook
hier de papagaaienbek voor vermenigvuldigingen als 7 - (t+ 10). Wat opvalt is dat de vermenigvuldi-
gingspunt nergens wordt weggelaten, dus nog geen 3a. Alle termen zijn nog van de eerste graad.
Het hoofdstuk 13 Machten begint met ean betekenisvolle intro. In de derde paragraat (rekenen met
machien} wordt geoefend in het *korter schrijven’ van vormen als q4 -q- qr9 en2 - k"+9-k".

Het lettarrekenen gaat duidelijk minder ver dan in G&R; termen met meer dan één variabele komen
hier bijvoorbeeld niet voor. Hoewel het er allemaal wat vriendelijker vitziet dan in G&R, is ook hier
wainig ruimte voor flexibiliteit en ontbreken constructieve oefeningen en problemen nagenoeg.

Samenvattend kan men zeggen dat het idee om het rekenen met letters zo lang mogelijk uit te stellen
totin klas 2 in twee van de drie methoden al weer verlaten is. Dat heeft natuurlijk alles te maken met
de inmiddels ervaren aansluitingsproblematiek bij wiskunde B op havo en vwo in de bovenbouw.

Amerikaanse ailgebra

Het Freudenthal instituut heeft in samenwerking met een team van de Universiteit van Madison in het
midden van de jaren "90 een leergang {'Mathrmatics in Context’) voor de Amerikaanse Middleschool
(leeftijdscategorie 10 tot 14) ontwikkeid. Bij het opstellen van de algebralijn zijn daarbij drie hoofdlij-
nen ('strands’) onderscheiden:

—Processen

—Restricties

—Patronen

De lijn aangeduid met 'Processen’ kan min of meer worden beschouwd als de pendant van wat in het
Nederlandse programma "Verbanden' wordt genoemd. Het gaat daarbij vooral om soorten groei met
hun kenmerken en hun representatie. Daarbij gaat men, vanwege de lecftijdsgrens 14 jaar, niet zo
ver als hel Nederlandse programma, maar de geest is de zelfde.

De lijn 'Restricties’ behelst het oplossen van vergelijkingen of stelsels vergelijkingen, eerst prae-for-
meel en later meer formeel, en het gebruiken van lineaire voorwaarden bij optimaliseringsproblemen
(een aanzet tot Jineair programmeren). Dit alles zoveel mogelijk in zinvolle context.

In het Nederlandse onderwijs wordt minder aandacht besteed aan stelsels vergsfijkingen en optima-
liseringsproblemen en ontaardl, alle goede beginbedoelingen ten spijt, het oplossen van vergelijkin-
gen in het vitvoeren van allerlei (nauwelijks begrepen) kunstjes. In 'Mathematics in Context' is juist
de geleidelijke en natuurlijke opbouw, startend met stelsels vergelijkingen buitengewoon succesvol
gebleken. Jonge kinderen biijken spontaan lineaire combinaties te maken om zo naar vormen toe te
werken die tot de oplossing leiden (zie het katern 'Comparing Quantities’). Ock de lineaire optimali-
seringsmethoden blijken in de praktijk uitdagend voor de leerlingen en geven een goede introductie
van het begrip variabele (katern ‘Decision making’).

Tenslotie is er de 'Patroon-liin’, waarbij het voornamelijk gaat om de voorizetting van ontdekte regel-
maat het bouwen van formules bij getalpatronen en figurale patronen aismede het ontwikkelen van
inzicht in de structuur van algebraische expressies. Hiervan zijn zeker voorbeelden in de Nederland-
se methoden te vinden, maar naar onze mening worden die daar te weinig gebruikt bij het beoefenen
van 'letterrekenen’.

Dae ervaring met de algebra in Mathematics in Context heeft geleard dat het mogelijk is om jonge kin-
deren zelf algebraische procedures te laten uitvinden en toe te passen in situaties die door hen als
betekenisvol worden ervaren.

Algebra naar de knoppen?
In zijn inauguratie ‘Wiskundeonderwijs naar de knoppen' schetste Frans Keune de door hem waar-



genomen verloedering van de schoolwiskunde. De titel verwijst naar het gebruik van rekenmachines
op school. Zonder twijfel zijn er ook wiskundeleraren die menen dat met de komst van de grafische
rekenmachine het verdere verval van de algebra is ingeluid, iets wat als straks de met computeralge-
bra loegeruste machines worden toegestaan, nog erger zal worden.

Inmiddels is de grafische rekenmachine (GR) ingeburgerd in de bovenbouw van havo en vwo en het
valt te verwachten dat zij verder zal afdalen en bijvoorbeeld in klas 3 van beide schooltypen gemeen-
goed zal worden,

Aan de landelijke invoering van de GR is een ontwikkelingsonderzoek van het Freudenthal instituut
voorafgegaan. In het verslag van dit onderzoek wordt onder meer gesteld

{...) Het gebruik van de grafische rekenmachine roept op dat de leerling zichzelf nieuwe problemen
gaat stellen en problemen gaat generaliseren. dat betekent voor de leerling esn verruiming van het
wiskundige blikveld en een verandering van houding ten aanzien van wiskunde van een 'passief-uit-
voerende’ in een 'actief-onderzoekende’.

Of dit ideaal bereikt wordt, hangt af van vee! factoren. Zo wordt bijvoorbeeld in het ene schoolboek
veel meer expliciete inmenging van de GR gevraagd dan in het andere. Dat de schoalboeken merk-
neutraal zijn is uiteraard begrijpelijk; jammer is het dat zij daardoor moeilijk kunnen inspelen op spe-
cifieke sigenschappen van een bepaalde machine. De leraar kan veel doen om dit gemis op te van-
gen, maar de vraag is dan weer of het studiehuis hiertoe ruimte biedt. Wat dat betreft zou het naar
de derde klas halen van de GR een verbetering kunnen inluiden; de leerling raakt dan vertrouwd met
het idee om experimenteel aan wiskunde te werlken, te reflecteren op zijn uitkomsten en ten slotte het
verifigren ervan met behulp van algebra. In die zin zou de GR juist een enorme versterking van het
algebra-onderwijs kunnen betekenen, in plaats van afbreuk te doen aan algebraisch inzicht.

Een voorbeeld van didactisch gebruik van de GR is wat wel eens 'grafiekenalgebra’ wordt genoemd.
Vermenigvuldiging van twee lineaire functies levert grafisch gezien een parabool op. Een mooie
vraag is dan bijvoorbeeld of iedere paraboolgrafiek op deze manier gemaakt kan worden. Verwant
hietmee is hel ontbinden in lineaire factoren bij polynoomfuncties. Op basis van de grafiek (van bij-
voorbeeld een derde-graadsfunctie) op het scherm, worden nulpunten gezien'. Uitdeling van de bij-
passende lineaire factor levert een polynoom van lagere graad op, hetgeen weer grafisch te 'zien' is.
Als die een nulpunt heeft, kan opnieuw worden uitgedeeld en zo kan een algebraische wet (de zoge-
heten factorstelling) experimenteel worden ontdekt.

Een sterk punt van de GR is dat transformaties van grafieken snel kunnen worden uitgevoerd, waarbij
de leerling de juiste algebraische instruclie moet geven. De machine geefl direct feed-back en mis-
sers kunnen gemakkelijk worden gecorrigeerd. Zo ontdekten leerlingen van een klas 4 havo via de
GR dat omkering van het grondtal ain y = & spiegeling van de grafiek in de y-as tot gevolg heeft. Op
de vraag van de leraar om nu bijvoorbeeld cok de grafiek van y = sin x + 1 te spiegelen in de y-as
werd zoals te verwachten door sommige leerlingen eerst 1/y geprobeerd. Na deze 'error-ervaring
volgde nog wat 'trial’, ook met andere functies, totdat vastgesteld werd dat de vervanging van x door
-x steeds hel beoogde effect heeft. Terugkoppeling naar het eerste voorbeeld leverde vervolgens de
identiteit (%) =2 op, waarvoor toen een nadere algebraische verklaring werd gezocht.

In het algemeen kan worden gezegd dat enerzijds het grafisch constateren c.q. verifigren van alge-
braische equivalenties en anderzijds het gebruiken van geschikte formules om gewenste grafische
effecten te bereiken, een krachtige bijdrage kunnen leveren tot het ontwikkelen van algebraisch in-
zicht in de middenbouw van havo/vwo.

Binnen niet al te lange tijd zal ook de symbolische rekenmachine (SR) zijn intrede doen. Die maaki
dat de leerlingen herleidingen, zeker van meer gecompliceerde vormen, niet meer zelf hoaven uit te
voeren. Er zal op zijn minst moeten worden onderzocht welke vaardigheden vereist zijn om de SR
met succes te kunnen gebruiken. Het is ondenkbaar dat een leerling zonder basisvaardigheden in
algebra een SR kan hanteren, net zo als het ondenkbaar is dat iemand die zelf nooit heeft gerekend
op zinvolle wijze met een gewone rekenmachine kan omgaan. Er zal bijvoorbeeld een soort symbo-
lisch taalgevoel moeten worden ontwikkeld en daarbij zijn praktische oefeningen nodig. En zoals bij
de rekendidactiek in de loop der jaren de aandacht verschoven is van gecompliceerd cijfferwerk naar
'genvoudig hoofdrekenen en 'schattend rekenen’, zo zou men kunnen verwachten dat het leren van
vaardigheden betreffende ‘eenvoudige hoofdalgebra’ en 'schattend algebra’ belangrijke aspecten
van algebraonderwijs zullen worden. Het denken daarover en het onderzoek daarnaar begint nu op
gang te komen. Het is duidelijk dat het gebruik van de GR en eventueel in een later stadium de SR
in het voortgezet onderwijs ingrijpende gevolgen voor het algebraonderwijs zal hebben. Het 'naar de
knoppen' hosft in dit geval, bij zorgvuldige didactische afweging en bij het ten nutte maken van de
rijke mogelijkheden die de techniek ons biedt, beslist geen negatieve kwalificatie te zijn.



Start algebra met natuurlijke getalien
Laten we ons weer richten op het aanvankelijk algebraonderwijs. In het eerste jaar van het voortgezet
onderwijs kan, zeker als al gedifferentieerd is naar havo/vwo, nog wel eerder dan nu het geval is een
aanvang met voorzichtig letlerrekenen worden gemaakt. Daartoe leent de wereld van de natuurlijke
getallen zich waarschijnlijk het beste. Dit gebied is voor de leerling concreet, misschien wel concreter
dan sommige van de verhaaltjes die nu in de schoolboeken figureren.

Een paar eenvoudig voorbeelden ter toelichling. In een klas kan aan de leerlingen gevraagd worden
twee getallen te bedenken die samen 20 zijn en daarna het produkt van het gekozen tweetal uit te
rekenen. Vervoigens zal inventarisatie plaatsvinden van de resultaten gevolgd door natuurlijke vra-
gen als: wat is de laagst- en wat is de hoogst-mogelijke uitkomst. Na systematisch opschrijven van
de rij van alle mogelijke uitkomsten, kan dan een patroon van regelmaat worden ontdekt, enz. Op
eenvoudige wijze en aansluitend bij het elementaire rekenen, treedt hier het concept van 'variabele
uitkomst' naar voren. Bovendien leidt het op natuurlijke wijze tot een klassieke problesmsituatie, na-
melijk een optimaliseringsprobleem. Je kunt dit probleem ook ‘continu’ stellen (en dat moet ook zeker
gebeuren), bijvoorbeeld door te vragen naar de rechthoek met de grootste opperviakie die je met aan
gegeven stitk touw kunt afperken. Het voordeel van aanvangen met de discrete versie is dat snel een
patroon zichtbaar wordt en dat er, althans bij beperking tot de natuurlijke getallen, slechts eindig veel
mogelijkheden zijn.

Het probleem is ook rijker dan men misschien op het eerste gezicht zou denken; de volledige theotie
van de tweede-graadsvergelijking kan heel goed hieraan worden opgehangen.

Een ander eenvoudig voorbeeld is de lineaire vorm. Werkend =

[ I
in het domein van de natuurlijke getallen roept een uitdruk- | 2 | 10 | ) +15
king als 2 + 3 x n gemalkkelijk een getallenpatroon op, name- 5 25
lijk de rekenkundige rij 2, 5, 8, .... Als zo'n rij met een vast ge- T ; ),+15
tal wordt vermenigvuldig of als twee zulke rijen worden opge- — —
teld, komt er weer een rekenkundige rij, want de sprong 5x AL 55
tussen opvolgende getallen blijft constant. Op die wijze kan 14 70
bijvoorbeeld eenvoudig worden ingezien dat 5 x (2 + 3 x n) ™ ™
en 10 + 15 x n gelijkwaardig zijn en ook dat (3+ 4 x n) + (1 + . —
5xn)=(4+9xn) 20 el
Natuurlijk moet hier nog wel wat aan voorafgaan en veel /\5
hangt ook af van de presentatie. In het MIC-materiaal en het
oorspronkelijke W 12-18 materiaal is gekozen voor getalstro- 5x |2 +3x "l = |1° +15x "l

ken om rijen getallen voor te stellen. In de schoolboeken is dit

idee helaas niet overgencmen. Inmiddels wordt er op het Freudenthal Instituut gewerkt aan de ont-
wikkeling van een Java-applet ('stroken-algebra’) waarmee de leerling interactief op de computer aan
het werk kan; de eerste ervaringen hisrmee zijn veelbelovend. Zo kunnen in een vroeg stadium een-
voudige algebra-berekeningen worden uitgevoerd, waarbij de leerling naar believen kan terugvallen
op de zichtbare regelmaat in de getalstrook of de rij. Een lineaire vorm, waarbij de variabele beperkt
wordt tot natuurlijke (of desgewenst tot gehele getallen), krijgt op deze wijze als het ware een aritme-
tisch gezicht! Bij een lineaire vorm in twee variabelen is een getallentableaw nodig - er komt immers
een dimensie bij - en ook deze voorstelling heeft aantrekkelijke kanten.

Een lineaire vorm in één reéle variabele krijgt een {meetkundig) gezicht als de grafiek behandeld is,
en dan kunnen bovengencemde bewerkingen uitstekend grafisch worden geinterpreteerd en begre-
pen.

Bij een vorm in twee variabele gaat het voor jonge leeringen (waarschijnlijk) te ver om naar de grafi-
sche voorstelling te kijken.

In dit verband wiillen we ook een aardig voorbeeld noemen, ontleend aan
het werk 'Aanschouwelijk Algebra’ van W.W. Sawyer. 2x3-1x4 =2
Bekijk het rijlie sommen hiernaast: Ix4-2%5 =2
De leerling wordt dan gevraagd dit rijtje voort te zetten.
Kan hij er op rekenen dat er 2 uit blijft komen?

4x5-3x6 =2
En 20 ja, dan vraagt dit om een 'bewijs’. S5x6-4x7 =2

Een eerste idee zou kunnen zijn om de produkten voor te stellen door
een stippenpatroon (zoals Pythagoras die al gebruikt schijnt te hebben) of een vierkantjespatroon en
via een slimme kleuring het verschil zichtbaar te maken.
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Nog een paar voorbeelden en het inzicht waarom het altijd klopt, zal groeien. De generalisatie wordt
vertolkt door dit plaatje:

I R —
o n _ El
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Men moet hierbij niet de problemen onderschattendie leerlingen met die laatste voorstelling kunnen
hebben. De rin het plaatje wordt vaak als één vaste lengte geinterpreteerd, torwiil zij juist een varia-
bele moet representeren! Computeranimatie kan hier uitkomst binden. Een voorstelling waarbij n
naar believen kan worden opgerekt of ingekrompen, zonder dat de essentie van het plaatje verandert,
is veel suggestiever en kan het generalisatieaspect oproepen. Ook hiertoe is een Java-applet in ont-
wikkeling.
Ten slotte kan er naar de formule
(n+)x(n+2)-nx{n+3)=2

worden toegewerkt.
Voor wat oudere leerlingen zou hiervan ook een wat volwassener versie kunnen worden gekozen.
Kies vier opvolgende natuurlijke getallen; neem het produkt van de binnenste twee en dat van de bui-
tenste twee en let op het verschil in uitkomst. Onderzoek of dat verschil verandert als je een ander
riftie van vier opvolgende getallen neemt. Geef een verklaring voor wat je ontdek.
De leerling zal dan zelf op het idee moeten komen om de vier getallen voor te stellen door bijvoor-
beeld n, n + 1, 7+ 2, n+ 3 en met elementaire algebra zijn weq verder vinden,
Een derde mogelijkheid is om het vraagstuk te presenteren via getalstroken. De vertaling naar voor-
gaande formule gaat dan bijna automatisch goed. De strokenmethode kan ook een verklaring van het
type:

(n+in+2)-n{p+)=n(p+2)+(n+2)-n(n+2)-n=2
oproepen.
Dit soort activiteiten, waarbij de leerling de ’kracht’ van de algebra bij het doorzien van arithmetische
watmatigheden zal ervaren, komen helaas te zelden voor in de schoolboeken.
Een andere activiteit die nauwelijks in de methoden wordt gestimuleerd is het maken van zogenaam-
de 'eigen produkties’, waarbij leerlingen zelf vocrbeelden c.q. opgaven construeren. Bovenstaand
voorbeeld biedt een ideale mogelijkheid hiertoe. Vraag bijvoorbeeld of de leerling zelf een rijtje van
analoge rekensommen ontwerpt die alle dezelfde uitkomst hebben. Uiteraard moet hij dan ook de
verklaring erbij leveren.

De wereld van de natuurlijke getallen geeft prachtige mogelijkheden tot probleemgedrienteerd alge-
braonderwijs. Zeker als begrippen als deelbaarheid en priemgetal behandeld zouden worden. Helaas
zijn deze zaken in een zekere democratiseringsdrift geschrapt uit het wiskundeprogramma; wat ons
betreft zou dat met gezwinde spoed moeten worden teruggedraaid. In '33550336: Een volmaakte vol-
treffer’ beschrijft de leraar N. Brokamp in de Nieuwe Wiskrant (jaargang 14, nr.3) een werkelijk schit-
terende ervaring in een vwo B klas met een onderzoek naar wat al in de Oudheid volmaakte getallen
werd genoemd, namelijk getallen, zoals 6 en 28, die gelijk zijn aan de som van hun "echte’ delers (in-
clusief 1). Ogenschijnlijk een nutteloos onderwerp en een typisch staaltje van recreatieve wiskunde.
Dit onderwerp heeft een rijke historie en het grappige is, dat de klas in zekere zin de geschiedenis in
versneld tempo doorliep. Overigens leidt de oplossing naar zogenaamde Mersenne-getallen ofwel
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priemgetallen van de vorm 27 - 1 (p is zelf priem anders is het getal zeker deelbaar); dat zijn juist de
grote priemgetallen waar zo af en toe in de krant melding van wordt gemaakt bij het verbreken van
een record. Ze spelen een uiterst belangrijke rol in de cryptografie. Getaltheorie, jarenlang het speel-
tje van zuivere wiskundigen, heeft in deze tijd ook maatschappelijk betekenis. Dat leerlingen door ge-
taltheorelische problemen en de magie die daar soms van uit gaat, kunnen worden gegrepen, blijkt
overduidelijk uit Brokamp’s verslag, maar bijvoorbeeld ook uit de verkoopcijfersvan het bekende boek
‘de Telduivel .

Negatieve getallen en geometrische algebra

In een van de voorgaande voorbeelden, werd al gebruik gemaakt van het zogenaamde rechthoeks-
model’ bij het vermenigvuldigen van vormen. In alle schoolboeken komen deze rechthoeksmodellen
voor. Wat dan opvalt is dat na een korte introductie dit model weer gauw wordt verlaten. Het gevolg
is dat er zeer weinig leerlingen zullen zijn, voor wie het rechthoeksmodel een concrete oriénterings-
basis wordl. Waar in de methoden voortdurend wordt geanticipeerd op andere zaken, wordt hier die
fase juist in ijitempo doorlopen. Nu is dat niet geheel onbegrijpelijk, als je aan de moeilijkheden met
negatieve getallen denkt bij dit model. Juist die negatieve getallen maken dat er zoveel mis kan gaan
bij de herleiding van algebraische vormen. Bij observaties gedurende dit schooljaar in klas 3 vwo wor-
den we voortdurend gesterkt in die mening. De vraag rijst of het niet verstandiger zou zijn om serst
maar eens een poos algebra met positieve getallen te bedrijven. In toepassingen spelen negatieve
getallen nauwelijks een rol, dus erg veel last kan men daar niet van hebben. Met name de regels voor
het vermenigvuldigen van negatieve en positieve getallen, die nu al in klas 1 worden behandeld, zou-
den heel goed kunnen worden uitgesteld tot bijvoorbeeld klas 3. Het mes zou dan aan ten minste
twee kanten snijden. Het algebraische werk zou dan in een soort tweede ronde op een abstracter
niveau worden gerepeteerd (principe van telescoped reteaching) en het opperviaktemodel zou een
tijdlang kunnen worden gebruiki, waarbij de leerling zelf het moment kan bepalen waarop hij dit lang-
zaam maar zeker fos wil laten (principe van progressieve schematisering).

Een tussenstap daarbij, ooit door de al serder genoemde W.W.Sawyer bedacht, is de vermenigvul-
digings-tabel die wel overdraagbaar is naar de negatieve wereld.

n 1
A % n 1
n ﬁ _‘_1“ ..?_2_ “ﬂ. # (N+1)x(N+2) = n2+3n+2
: | 2 )2n)| 2

2 2n |2
Het idee van de tabel is in sommige schoolboeken goed opgepakt en
wordt ook gebruikt bij de omgekeerde bewerking, het ontbinden in fac- n+?2
toren. Het is echier duidelijk abstracter dan het rechthoeksmodel en n+1 "
omdat het te snel wordt ingevoerd en bovendien opgelegd, zullen de ne2
meeste leerlingen dit reproduktief hanteren en de basis ervan verge- 2+ 2n
ten. En dan is het niet meer dan een handig schema voor vermenig- - 4
vuldigen dat je even goed kan vervangen door het onder elkaar plaat- " +3n+2

sen, zoals dat vroeger wel gebeurde.

In feite is dit laatste schema nog wat handiger, want er kan direct wor-

den doorgeschakeld naar een produkt van drie of meer factoren en dat gaat bij het tabelschema min-
der rechtstreeks.

Produktief oefenen en structuren

In de eerder genoemde methode Getal & Ruimte staat de volgende opdracht in een paragraaf waarin
vrijwel alle opdrachten beginnen met de gebiedende wijs *herleid’.

Bij een toets moet een kias tien herleidingen maken. Elke herleiding heeft als uitkomst 12ab. Bedenk
lien opgaven die als uitkomst 12ab hebben. Laat een andere leerling de opgaven controleren,

Dit is een voorbeeld van wat wel 'eigen produkties’ worden genoemd. Het leereffect van dergelijke
opdrachten kan bijzonder groot zijn. Helaas komt dit type opdrachten te sporadisch voor in de metho-
den.

Een wat verdergaand voorbeeld van 'produktief oefenen’ past bij een thema dat we de 'prijs van de
algebra’ hebben genoemd..



Algebra kost tijd, en dus geld. Hier voigt een gedelaillesrde prifshijst:
Prijshijst:
bewerkingen +, —, x, ;,/ 1 punt per keer i
kwadrateren | 2 punten per keer
3-de macht nemen 3 punten per keer
4-de macht nemen 4 punten per keer
enz. enz.
variabelen aanroepen 1 punt per keer
haakjes en gewone getallen gratis
Voorbeeld 1: wat kost 3n+ m?
3 gewoon getal gratis
n aanroep variabele 1 punt
3xn vermenigvuldiging 1 punt
m aanroep 1 punt .
@+ @ optellen 1 punt

totaalprijs 4 punten

Er kan bijvoorbeeld worden vastgesteld dat (3n + m)? een prijs van 6 punten heeft; we letten er im-
mers op dat de onuitgeschreven vermenigvuldiging ook 1 punt kost. De gelijkwaardige drieterm on?
+ 6mn + m? kost maar liefst 12 punten. Na de prijs van diverse vormen te hebben vastgesteld (een
soort oefening in algebraische zinsontleding) kan worden vasigestsld dat equivalente expressies niel
dezelide waarde hoeven te hebben en kan bij gegeven expressies de goedkoopste vorm worden ge-
zocht. Een aardig spel, waarbij flexibel gedrag wordt gestimuleerd en de leerling al doende zichzelf
heel veel oefeningen in het herleiden oplegt.

Overigens is dit spel niet zonder praktische waarde, want de ‘punten’ kunnen als een maat voor ‘re-
kentijd’ worden opgevat. Bij computerprogramma'’s die zeer vaak dezelfde complexe berekeningen
moeten uitvoeren, kan het van belang zijn, welke vormen er voor de berekeningen worden gekozen.

Het economisch rekenen is al door niemand minder dan Newton in practijk gebracht (zie [26]).

Hij ontdekte bijvoorbeeld dat het berekenen van waarden van het polynoom

V-4 + 57 - 12y + 17

bij substitutitie in deze vorm veel meer tijd kost, dan bij substitutie in de gelijkwaardige vorm:
y(y(y(y—4)+5)-12) +17

{y-Dy+5) y-12)y+17

of even goed

In Newton's notatie:

y-4y+5y-12y +17

In ons puntenspe! krijgt de klassieke polynoomvorm 20 punten, terwijl de tweede vorm {thans Horner-
vorm genoemd) slechts 11 punten toebedeeld krijgt.

Terzijde: het zou niet zo'n slecht idee zijn de leerlingen voor de aardigheid eens met de schrijfwijze
van Newton te confronteren. Ten eerste is er het historisch aspect en ten tweede relativeert het onze
conventies een beetje.

De meest pregnante vorm om de structuur van een samengesteide algebraische expressie duidelijk
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te is misschien het gebruik van kringen’

@xy+5 xy -12)x y + 17

In het licht van later gebruik van grafische of symbolische rekenmachine is het bijzonder belangrijk
dat dit soort schema’s kunnen worden gehanteerd.

Andere vormen om zulke structuur te ontleden zijn ‘operatiebomen’ en *pijlenkettingen’, maar daar
gaan we hier niet verder op in .

Testen van formules

Polya schrijft in Mathematical Discovery (volume 1), over het belang van het testen van formules door
te letten op bijzondere gevallen, en waar mogelijk op dimensies. Als voorbeeld nemen we de klassie-
ke formule die aan Heron wordt toegeschreven, maar die Archimedes al gekend moet hebben. Als
een driehoek bijvoorbeeld de zijden 13, 14 en 15 heeft, kan de opperviakte als volgt worden bere-
kend: bereken eerst de helft van de omtrek, dat is hier dus 21. Trek de drie zijden beurtelings af van
de halve omtrek: dat geeft 8, 7 en 6. Vermenigvuldig deze uitkomsten en de halve omtrek met elkaar,
dat levert op: 7056. Trek de vierkantsworlel uit dit getal en je hebt de oppertvlakte: 84. Men zou de
leerling de originele tekst van Heron [21] in verialing kunnen voorleggen en vragen om zijn beschrij-
ving van dit algoritme om te zetten in een formule. De gedaante zoals die in oude schooclboeken
stond, luidt:

O = Js(s-a)s-b)s-0)

Hierin stellen dan a, b en ¢ de zijden van de driehoek voor en s de halve omtrek: s = %{a +b+0).

Vervolgens zou de formule op verschillende aspecten kunnen worden getest.

—Wat is er bijvoorbeeld aan de hand als s- a=0?

—Kan de vorm onder het worlelteken negatief zijn?

—Hoe zit het met de 'symmetrie’ in de formule?

—Wat is het effect op O als alle zijden bijvoorbeeld met 10 worden vermenigvuldigd?

—Wat levert de formule in het geval a = b = ¢? Klopt dat wel?

~En hoe zit dat voor a=b=#c?

-Bij een rechthoekige driehoek met rechthoekszijden a en b kan de opperviakte direct in 5 en b wor-
den uitgedrukt; is die vitdrukking ook in overeenstemming met Heron's formule?

Zo kan €én formule een rijkdom aan zinvolle algebra-oefeningen opleveren. We hebben hier een ta-
melijk complex voorbeeld gekozen, maar er zijn andere, meer eenvoudig opperviakte- en inhoudsfor-
mules die aanleiding geven tot dergelijke beschouwingen. Ook formules met een natuurkundige in-
slag zijn vaak heel geschikt voor dit type activiteiten. En voor leerlingen die later computeralgebra zul-
len hanteren zal het een essentiéle vaardigheid zijn om een formule op zijn merites te kunnen
beoordelen.

We merken op dat de formule ook na het hier beschreven onderzoek nog lang niet bewezen is. Het
zuiver meetkundige bewijs dat Heron geeft is fraai, maar moeilijk. Een demonstratie op basis van de
stelling van Pythagoras, waarbij redelijk stevige algebra om de hoek komt kijken, zou wel aan de leer-
lingen kunnen worden uitgelegd. Op zichzelf is de formule niet echt belangrijk, al staat die nog wel in
menig wiskunde-vademecum, maar als bron van onderzoek kan hij interessant zijn.

Aandachtspunten

Als we naar de schoolboeken kijken, valt er de komende jaren veel te doen om hel algebraonderwijs
te verbeteren. De activiteiten rondom functies van één variable zijn te eenzijdig en ook vaak nog te
microscopisch. Daarbij valt op hoe weinig probleemgeoriénteerd de methoden zijn. Om leerlingen
enige vertrouwdheid met symbolisch rekenen bij te brengen zal de opzet veel breder moeten zijn.
Het inzetten van formules om uitdagende problemen op te lossen, dat is het enige dat zin kan geven
aan de algebra. Vaardigheden om foutloos ingewikkelde herleidingen te volvoeren lijken met de
komst van de electronische hulpmiddelen overbodig te worden. Dat betekent dat de oefeningen in
algebratechniek relatief simpel kunnen zijn; het gaat niet om het verwerven van automatismen en rou-
tines, maar om het ontwikkelen van inzicht in de structuur van formules en van een zeker algebraisch
zelfvertrouwen.

Wij pleiten uitdrukkelijk voor meer aandacht voor rijen en voor getalproblemen in de havo/vwo-klas-



sen. Niet alleen vanwege de wiskundige schoonheid die daarvan kan uitgaan, maar vooral ook om
didactische reden: discrete variabelen zijn concreter dan continue variabelen. Het werken met nega-
tieve getallen is in aanvankelijk algebra-onderwijs vaak een storende factor, waardoor veel fouten
ontstaan en leerlingen onzeker worden. Als de invoering daarvan meer geleidelijk gebeurt en niet on-
middellijic een zekere volledigheid wordt nagestreefd (bijvoorbeeld bij hat oplossen van eerste-
graadsvergelijkingen, waarbij de parameters in alle mogelijke combinaties van negatief en positief
moeten worden opgelost), zou al veel gewonnen kunnen worden. Natuurlijk zal er vanwege het alge-
braisch-meetkundig permanentieprincipe bij grafieken een moment komen, waarbij het ‘manipuleren
met minnen’ onvermijdelijk is, maar dat zou niet mogen interfereren met de elementaire structuurre-
gels van de algebra.

Het hier volgende rijtie aandachtspunten is naar cnze mening van belang voor ontwikkelaars van al-
gebra-onderwijs in havo/vwo:

—oniwikkelen van symbolisch taalgevoel
~doorgronden en testen van formules
herleidingen verklaren vanuit de betekenis van standaardoperaties
—construeren en generaliseren
—gebruiken van geometrische modellen
—gebruiken van de geschiedenis van de algebra
~flexibel en produktief oefenen
~varialen in en redeneren met algebra
—didactisch gebruiken van ICT
—weerstand bieden aan de drang naar volledigheid

Men zou leerlingen moeten laten ervaren dal de potentie van de algebra verder reikt dan het concies
beschrijven van verbanden tussen variabelen en het oplossen van vergelijkingen. De behoefte aan
laatstgenoemde vaardigheid is met de komst van de modemne zakcomputer nauwelijks nog aanwe-
Zig. Algebra is ook een middel bij het oplossen van problemen en misschien vooral bij het sluitend
krijgen van redeneringen. Dit de leerling te laten ervaren en hem hierin enigszins vaardig te maken
lijkt ons de belangrijke uitdaging voor de leerplanontwikkeling op het gebied van de algebra in de ko-
mende jaren.
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Som en produkt(l)

(iR =12
P ? =

Twee hele getallen, je weet niet welke.
Maar er is wel iets van die getallen bekend!
Namelijk dit: als je ze optelt komt er 12 uit.

Nu worden die twee getallen met elkaar vermenigvuldigd.
¢+ Wat kan de uitkomst zijn ?

L
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Som en produkt (I1)

6+14=20 6x14=84

‘% h
de som het produkt
van 6 en 14 van 6 en 14

Van twee hele getallen is alleen bekend dat de som gelijk is aan 20.

Die getallen zouden bijvoorbeeld 6 en 14 kunnen zijn; in dat geval is hun pro-

dukt 84.

Maar er zijn ook andere getallen mogelijk om een som van 20 te geven.

Daarbij hoort dan een ander produkt.

+ Kleur in het 'honderdveld’ de vakjes met de mogelijk uitkomsten van het
produkt.

1123|4856 |7 |8 ]| 910

11213141516 |17 18|19 | 20

21 |22 123 |24 25|26 |27 |28 29| 30
31 13213334 |35 36|37 |38 |32 40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 80
51 | 52 | 53 | 54 | ©5 | 56 | 67 | B8 | §9 | &0
61 | 62 | 63 | 64 | 65| 66 | 67 | 68 | 69 | 70
71172 |73 |74 |75|76 77|78 |79 |80
81 | 82 | 83 E}i@é‘% 865 | 86 | 87 | 88 | 89 | 90
91 192 | 93 |94 | 95 | 96| 97 | 98| 99 | 100

+ Schrijf de uitkomsten van groot naar klein. Kun je een patroon ontdekken in
de rij getallen die je zo krijgt?



Som en produkt (Ill)

Van twee hele getallen is het produkt gelijk aan 24.
+ Welke uitkomsten kan hun som hebben?

Van drie hele getallen is de som gelijk aan 10.
+ Welke uitkomsten kan hun produkt hebben?
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Som en produkt (1V)

Cwome
|

AxB=..0of..of..of..of..of..

ez
l

A+B=..of..of..

AxBxC=12
N

'

A+B+C =..0of ..of..of..




Omtrek en opperviakte (l)

L
omitrek=L+ B+ L+ B
B 2 =2x(L+B)
L =2xL+2xB

B opperviakte=L x B

Van een rechthoek zijn lengte en breedte een geheel aantal cm.
Je weet niet hoe lang lengte en breedte zijn, maar wél dat de omtrek 18 cmiis.
+ Teken de mogelijke rechthoeken. Hoe groot kan de oppervlakte zijn?

Van een rechthoek zijn lengte en breedte een geheel aantal cm.
Je weet niet hoe lang die zijn, maar wél dat de opperviakte 18 cm?is.
+ Teken de mogelijke rechthoeken. Hoe groot kan de omtrek zijn?

Van een rechthoek is de omtrek 22 cm en de oppervlakte 28 cm?,
¢ Hoe groot is de lengte en hoe groot is de breedte?

20



Omtrek en opperviakte (1)

L : L omtrek =
B g 4xL+4xB

opperviakte =
3xL xB

L

L en B staan voor hele getallen.

Stel dat de omtrek van bovenstaande figuur 52 cm is.
+ Hoe groot kan de opperviakte zijn?

Stel dat de oppervlakte van bovenstaande figuur 42 cm? is.
¢ Hoe groot kan de omtrek zijn?
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Omtrek en opperviakte (1)

omtrek =

+ Vul de formules voor omtrek en opperviakte in.

+ Bedenk zelf een opgave over omtrek en oppervlakte bij deze figuur.
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Zoek de drie getallen

15

+ Vul passende getallen in:

15 28

24 50

Lt Ero
b o

23
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Hoe zwaar?

DA, A

o
i

S i il
\f/\y\\/’f W\ a A

%
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Hoe duur?




Letterpatronen (1)

Een V-formatie in de lucht...

V-formaties met stippen:

Op het plaatje zie je de eerste vier V-patronen. Elk patroon heeft een rangnum-
mer. Hieronder zie je een V-patroon met 17 stippen.

¢+ Welke rangnummer heeft dit V-patroon?

¢ Hoeveel stippen heeft het V-patroon met rangnummer 857?
¢ Bestaat er een V-patroon met 35778 stippen? Waarom?

+ Bedenk een regel om bij een gegeven rangnummer het aantal stippen van
het V-patroon te vinden.

+ Geef die regel ook in formulevorm; gebruik hierbij de letters nen V
(n = rangnummer, V = aantal stippen)

27




Letterpatronen (1)

Bij een vliegshow vliegt een eskader in W-formatie.

ftr trf f#
S e

Het begin van de rij W-patronen:

¢ Vul de tabel in:

rangnr ‘ 1 ‘ 2 I 3| 4 5 6
aantal \ 5 \ | 1. T.. 7.
stippen

+ Hoeveel stippen heeft het W-patroon met rangnummer 257

+ Bedenk een formule voor het aantal stippen in het W-patroon met
rangnummer n.
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Letterpatronen (lll)

+ Wat is het verband tussen een W-getal en een V-getal met rangnummer n?
Je zou zeggen W = 2 x V of toch niet?

+ Voor een lichtreclame wil de firma Willemse een grote W maken van oranje

lampjes. Zij bestellen 100 lampjes.
Hoeveel lampjes heeft de grootste W die ze nu kunnen maken?

Het onderstaande gedicht is van Marjolein Kool.

De ganzen viogen in een V.
Er werd geen tijd vermorst
en ieder die het zag benee,
riep: ‘Kijk, de V van Vorstl’

Ze viogen door tot Londen. Daar
ontwaakte het besef:

De V van vorst is simpel, maar
hoe vlieg je in een F?

+ Bedenk stippenpatronen die F-getallen voorstellen.

+ Bedenk een formule voor het aantal stippen bij jouw F-patroon met
rangnummer n

+ Kies zelf nog een ander letterpatroon en maak bijbehorende formule.

29



Rekenen met stroken (l)

S S —
4 1
9 3
14 5
19 7
24 & 9 =
29 11
34 13
DD D)
44+5n + —
...6_ .T. p——
12 10
18 14
24 18
= = 22 =
36

5]
5] 8
5

30



18

36

54

72

90

108

126

Rekenen met stroken (1)

—

3l

10

20

30

40

50

60

70

2

10

22

34

46

58

70

84




Rekenen met stroken (1)

5 x

5 x

22

28

34

40

46

N =
X
1|

32



Rekenen met stroken (1V)

T2 T+ T

3 3
4 5
5 7

3 % R + 2 X . =
7 11
8 13

3 X + 2 X =
8 3
13 5
18 7

2 X - 5x =

28 11

33 13

2 X - 5 X%

33



Stroken en borden (1)

2+3n

sz 5| 8| 11| 14| 17 20‘23‘%

+ Zoek het getal dat hoort bijm=3enn=2
¢ Ookbijm=3enn=5

¢ Bij m=4 hoort een horizontale rij in het getalienveld. Welke rij is dat?
¢ Bijn=5hoorteen ....

+ Welke getallen uit het veld horen bij m= n?
¢ Maak daar een strook van met bijbehorende formule.



Stroken en borden (I1)

+
2+n

/\2 3 4|5 6 7 a|9|%

24

28

32

36

2]

+ Vul het bord in. Welke formule past er bij het bord.

+ Welke strook past bij m = 3? Welke formule heeft die strook?
¢ Dezelfde vragen voor n=0.

¢ Ook voor m=n.

¢ Ook voor m=n+1.
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Stroken en borden (1)

¢ Welke formule past er bij het bord?

+ Uit welke twee stroken kan het bord zijn ontstaan?
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Rekenen met formules (1)

37



Rekenen met formules (I1)
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Hoekpunten, ribben, viakken(l)

Het begin van een rij piramides.
Het rangnummer geeft aan hoe veelzijdig de piramide is.
De eerste piramide is 3-zijdig, de tweede 4-zijdig, enz.

T

Tel van elke piramide het aantal hoekpunten (= H), het aantal ribben (= R),
en het aantal viakken (= V).

Voorbeeld: voor de 4-zijdige piramide geldt: H=5, R=8, V=5

e Vul verderin:

3
B
q
<

~N OO O b W

e Geef formules voor H, R en V van een n-zijdige piramide.

e Voor de hierboven getekende piramides geldt: H+ V=R + 2.
Controleer maar.

o Met de formules voor H, Ren V kan worden uitgelegd dat
deze gelijkheid voor iedere piramide waar is. Hoe?
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Hoekpunten, ribben, viakken(ll)

Nu een rij prisma’s.

Te beginnen met een 3-zijdig prisma, daarna een 4-zijdig prisma, enz.

Tmyl

3 4 5 6

Let weer op de aantallen hoekpunten, ribben en viakken.

e Vulin:

~N o 0 s~ W

e Geef nu formules voor H, Ren V van een n-zijdig prisma.

e Geldt voor ieder prisma de gelijkheid: H+ V= R+ 27
Gebruik je formules om dit uit te zoeken.
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Hoekpunten, ribben, viakken(lll)

Als je een piramide op een passend prisma zet krijg je een torentje.

S B E

S

6

3 4

(4]

Let nu op de aantallen hoekpunten, ribben en vlakken van de torentjes.

o Vulin: H R v

=

e I » > T & | IR - N ¢

o Geef formules voor H, Ren V van een n-zijdig torentje.

o Ook voor ieder torentje gelt de gelijkheid: H+ V=R + 2.
Gebruik je formules om dit uit te leggen.
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Omtrekformules(l)

(2a +2b +2c +2d +2e)

42



a
oy
Emtrek =P

Omtrekformules(|l)

© Vul passende formules in:

P=.rererencnnn

o Leg uit dat geldt:

© Vul passende formules in:

S P e—

o Leg uit dat geldt:

Q

b

-\

omtrek = Q !

Q= iriiiirneas

2 1
§P+§R

43
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Veeltermen en gewichten (1)

a+a+b+b+b+c+c+c+c=2a+3b+4c
=

= =
[negenterﬂ Ldrieterm }

2, 3 en 4 zijn de gewichten van a, benc

Met de gewichten 2, 3 en 4 en de letters a, b en ¢ kunnen ook andere
drietermen worden gemaakt, bijvoorbeeld 4a + 3b + 2c.
In totaal zijn er zes drietermen die je zo kunt maken.

o Schrijf de vier andere drietermen op.

o Teide zes drietermen bij elkaar op en je krijgt weer een drieterm.
Welke?

Als bekend is dat ¢ = b, kun je van 2a + 3b + 4c een tweeterm maken!
2a+3b+4c

L —

=
e

'2a+3b+4b
2a+7b

Dit kun je ook met de andere vijf drietermen doen.
o Hoeveel verschillende tweetermen krijg je dan? Welke?

o Als je ook nog weet dat a = b kun je er éentermen van maken.
Welke?
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Veeltermen en gewichten (ll)

W+ W+ X+yY+y+y+y+y+z+2=2w+X+5y+2z

w heeft gewicht 2, x gewicht 1, y gewicht 5 en z gewicht 2
Het gewicht 1 wordt in de formule vaak weggelaten, maar als je
dat duidelijker vindt, mag je best schrijven: 2w + 1x + 5y + 2z
De som van de gewichten in de vierterm is nu 10.

o Bedenk vijf andere viertermen met w, x, y en z, waarbij de som
van de gewichten 10 is.

o Tel die vijf viertermen op zo dat je weer een vierterm krijgt.
Wat is nu de som van de gewichten?

Als bekend is dat w= xen dat z =y, kan 2w + x + 5y + z worden
omgewerkt tot tweeterm.

2w+x+5y+22!
w=xen z=y |
= =

| 2X+ X+ 5y + 27‘

——=F

3x+7y

Werk jouw viertermen om tot tweetermen, gegeven dat w=xen z=y.
o Welke tweetermen krijg je dan?

© De som van al die tweetermen is ook gelijk aan een tweeterm.
Welke is dat?
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Veeltermen en gewichten (ll)

Op een school worden voor het vak wiskunde in het laatste periode van
het jaar drie proefwerken gegeven: twee in de 'gewone’ tijd (1 lesuur) en
één in de proefwerkweek (2 lesuren).

Bij het bepalen van het eindcijfer is het niet eerlijk om alle drie de cijfers
even zwaar te rekenen.

De leraar vertelt de klas hoe hij het cijfer uitrekent:

A+B+2C

4
in de formule is A het cijfer voor het eerste, B voor het tweede en C voor
het derde (lange) proefwerk.

Een andere formule (die precies hetzelfde resultaat geeft) is:

1 1 1
ZA+EB+§C

Tanja haalt voor het eerste proefwerk een 4, voor het tweede een 6 en
voor het laatste een 9.

o Bereken volgens beide formules haar eindcijfer.

o Bedenk zelf nog wat mogelijke resultaten en bereken het eindcijfer.

De leraar berekent een zogenaamd gewogen gemiddelde.

Een ander gewogen gemiddelde van A, B en C is bijvoorbeeld:

A+2B+3C o 1,101
Lol A JRaA ofwel: =z=A+z=B+zC
6 6 3 2

o Stel dat een leraar deze formule gebruikt, om het eindcijfer uit drie
proefwerken te bepalen. Zou dat "eerlijk’ kunnen zijn?

o Geef twee formules voor het 'gewone gemiddelde’ (waarbij elk
proefwerk even zwaar telt).
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Veeltermen en gewichten (1V)

Om een voetbalveld bespeelbaar te houden kan het zo'n 150 uren per
per jaar worden gebruikt. Het aantal teams dat op de velden speelt, mag
daarom niet te groot zijn.

Er is een formule bedacht om te berekenen, hoeveel velden er nodig zijn
om alle teams het seizoen te laten spelen.

Die formule luidt: ,o 35S+ 2J+ P
18
V = aantal velden
S = aantal seniorenteams en junioren A-teams (groep 1)
J = aantal junioren B- en C-teams (groep Il)
P = aantal pupillenteams (groep lIl)

De 'gewichten’ in de formule hebben te maken met de speeltijd
van de diverse teams. Seniorenteams spelen 90 minuten.

@ Hoe lang denk je dat de andere teams spelen?

Club 'Roodgroen’ heeft 8 teams in groep |, 12 in groep Il en 8 in groep IlI
© Hoeveel velden heeft 'Roodgroen’ nodig?

Invullen in de formule geeft lang niet altijd een gehele uitkomst.
Neem ’Blauwgeel’. Die club heeft 12 teams in groep |, 14 in Il en 16 in IIl.

© Hoeveel velden heeft die club nodig? (Rond de uitkomst naar boven af)

De clubs 'Roodgroen’ en ‘Blauwgeel’ gaan fuseren (worden samen één).
De naam van de nieuwe club wordt 'Regenboog’.
© Hoeveel velden heeft 'Regenboog’ nodig?

Stel dat er maar één veld beschikbaar is voor een voetbalclub.
De club heeft teams in alle drie de groepen.

o Welke aantallen teams in de groepen |, Il en Ill zijn dan mogelijk?
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Gelijkwaardig ()

A+B+2C 1

2 JA+3B+5C zin gelijkwaardig

4~ 2

Dat betekent: welke getallen je ook invult voor A, Ben C,
de uitkomsten van beide zullen steeds hetzelfde zijn.

Dit kan bijvoorbeeld worden uitgelegd met een plaatje.

gedeeld
door 4

T

o Gelijkwaardig of niet?

o) = (i)

EE=) = ()
6

(2x6asss+0) == (T10a+as+c )

(2xa+38+0)) (2xa+3m+ )

(2xa+38)+0) (Ttoasesic )

I~

ol
w|k
IO

|

|~
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Gelijkwaardig (1)

Tien formules.
Een groepje gelijkwaardige formules noemen we een familie.
o Verbind de leden van dezeltde familie door een lijntje.

(3 x(X+6Y+ 212)]

(3 X+3x(2Y+ 72))

[ 3X+6Y+ 212]

@x(m Y)+3x(Y+ 72)J
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Gelijkwaardig (1)

e Bedenk zoveel mogelijk formules die gelijkwaardig zijn met:

5a+ 10b + 20c

Spelregel. de letters a, b en ¢ mogen elk maar één keer
voorkomen in een formule.

e Net zo voor:
P+2Q+2R+4S
12
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Rood-wit-blauw (1)

De getallenstrook is rood-wit-blauw-rood-wit-blauw-rood-... enzovoort
+ Welke kleur heeft het veld van getal 100? En van 10007

¢+ Welke getallen tussen 1000 en 1010 staan op een rood veld?

+ Bedenk zelf een 'blauw getal’ van vijf cijfers.

+ Als je twee ’rode getallen’ optelt, het doet er niet toe welke, krijg je weer een
'rood getal'. Is dat waar, denk je?

Zo ja,probeer uit te leggen waarom dat zo is.

+ Wat weet je van de som van twee 'blauwe getallen’ ?
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Rood-wit-blauw (Il)

& ‘i O

Een rode, een witte en een blauwe strook.
¢ Geef bij elk een passende formule.

o e
1 2
4 5
7 8
10 11
13 14
16 17
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Rood-wit-blauw (lll)

&«E]qg],p‘i&

De rode, witte en blauwe getallen kunnen worden voorgesteld door 'stippenpa-
tronen’. Bijvoorbeeld:

L N O 0O 000
L O 0O 000
o e0 0O 0O © 00
00O 000

000 00O

000

Aan het stippenpatroon kun je bijvoorbeeld zien: Wit + Blauw = Rood
¢ Hoe zie je dat? Doet het er toe welk wit en welk blauw getal je neemt?

¢ Vul de opteltabel in.

4+ | Rood | Wit !Blauwi
Rood

Wit Rood_
-
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Verschillende verschillen(l)

Isabelle heeft€ 100 verdiend; zij wil een paar Nikes kopen, die
normaal €70 kosten. Ze denkt dus € 30 over te houden.
Wat een geluk! Als ze in de winkel komt blijken ze € 8 afgeprijsd.

e Hoeveel euro’s houdt ze over?

e Je kunt dat z6 vitrekenen: 100 - (70 - 8), of z6: (100-70) + 8
Welke manier heb jij gedaan?
Leg uit, zonder naar de uitkomst te kijken, dat de andere manier
ook goed is.

Stel dat Isabelle van te voren wist, dat de Nikes afgeprijsd waren, maar
dat ze niet wist hoeveel euro’s er afgingen ...

Ze wist dus dat ze meer dan 30 euro’s terug zou krijgen voor haar briefje
van honderd.

e Verklaar uit dit verhaaltje: 100 - (70 -a)=30 + a

Nog een wat algemenere formule: 100 - (p—a)=100-p + a

e Verklaar die formule met een verhaaltje.
(Je mag veronderstellen p <100 en a < p).

Een fout die vaak wordt gemaakt is: 100 - (p-a)=100-p — a

e Verzin een verhaaltje waarbij iemand 100 — p — a terugkrijgt
van 100 euro’s in plaats van 100 - p.

o Vulin:100-(.......... )=100-p —a
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Verschillende verschillen(ll)
Als je minder aftrekt, hou je meer over.

Voorbeeld: | 50 — 20 = 30 ‘
50-(20—-x) =30 + x

Als je meer aftrekt, hou je minder over.
® Geef zelf een voorbeeld:

\ .

® Vier gevolgtrekkingen. De eerste is compleet. Verklaar die.
Maak de ander drie compleet.

y=10-x
z=15-y

@ Bedenk zelf ook een paar van zulke gevolgtrekkingen.
Gebruik andere letters dan x, y,z.
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Verschillende verschillen(lll)

X 20 + x, 40 — x
N/ N/ \+/
I
trek van 100 af trek van 100 af trek van 100 af
/4 e 74\
100 X 780—? 60 + x

e INVOER en UITVOER zijn samen steeds 100. Controleer!

e Maak de ketting af : Bij de ketting van machienties hoort
X een 'ketting van verschillen:
N\
A\ V/ 30 — [80 — (150 = (100 — X))] =

!:rek van 100 af e Watis de uitkomst?

e Maak zelf een ketting van

i Jr ) machientjes en geef de uitkomst bij:
100-x 10-(9-(8-)
A i
5 16 [9- (4~ (1- &)
trek van 150 af 32-[16—[8-(4-(2- K]
: e Bedenk zelf zo'n kettingopgave.
Y v 7
T |

trek van 80 af |
/ 4\
,

_\V/

trek van 30 af

L ]
s v K\\
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Maak dat het klopt (1)

X=5
Controleer dat dit klopt.

( 204+5Xx=45 )

¢ Nu omgekeerd. X_=
Zoek een waarde voor
X waarbij dit klopt:
( 204+5x=35 )

e In de volgende schema’s moet je steeds een waarde voor
X zien te vinden, waarbij de onderste regel klopt.

Het is een kwestie van ‘raden met verstand’ en narekenen!
In alle gevallen

f: X=_._.._-j X=...
(254X = 125'}. ( 25X =125 )
'C X= :I X=...

T R
. X+1 5 | X-1 5
L R
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Maak dat het klopt (1)

A+B+C+D+E+F+G+H=60
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Maak dat het klopt (1)

a+2b+3c = 28

a+2b+3c+4d = 68

a+2b+3c+4d+5e = 93

a+2b+3c+4d+5e+6f = 123

a+2b+3c+4d+5e+6f+7g = 200

e Voor welke waarden van b, ¢, d, e, f, g kloppen alle regels
in de driehoek?

e Hoe veranderen de antwoorden als a niet 4, maar 8 is?
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Generatieproblemen

Anja, haar moeder, haar grootmoeder en haar overgrootmoeder zijn
vandaag samen 200 jaar.

Moeder was 30 jaar toen Anja geboren werd.
Grootmoeder was 25 jaar toen Anja’s moeder geboren werd.
Overgrootmoeder was 20 jaar bij de geboorte van Anja’s oma.

Stel de leeftijd van Anja, haar moeder, haar grootmoeder en haar
overgrootmoeder achtereenvolgens gelijk aan &, b, cen djaar.

e Schrijf alles wat je weet over a, b, c en din formulevorm.

® Berekena, b, cen d

Peter, zijn vader, zijn grootvader en zijn overgrootvader zijn
ook samen 200 jaar.

Vader is vier keer zo oud als Peter, grootvader is anderhalf keer zo oud als
vader, overgrootvader is anderhalf keer zo oud als grootvader.

Stel de leeftijd van Peter, zijn vader, zijnr grootvader en zijn
overgrootvader achtereenvolgens gelijk aan p, @, ren s jaar.

e Schrijf alles wat je weet over p, g, ren s in formulevorm.

® Bereken p, g, ren s.
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Op de getallenlijn (1)

Tussen 1994 en 2002 zit 8 jaar.
e Hoeveel jaar zit er tussen 2011 en 19457

In het jaar n landen er voor het eerst mensen op Mars.

Na 1 jaar landen zij weer veilig op aarde, dat is danin het jaar n + 1.
Weer 1 jaar later blijken ze een onbekende ziekte te hebben,

dat is in het jaar n + 2.

Met de bouw van de lanceringsraket werd 1 jaar tevoren begonnen,
dus in hetjaar n-1

| | | 1L | | | | |
1 ' 1 I 1 | ! ! l

n-4 n-3 n-2 n-1 n n+1 n+2 n+3 n+4

Tussen n—1en n+ 2 zit 3 jaar.
Je kunt dus schrijven:
(n+2)-(n-1)=3

e Hoeveel jaar zit er tussen n—-4 en n+ 10?

e Bereken:
(n+8)—-(n-2)=

(n+7)—-(n-3)=
(n-1)}-(n-4) =
(n+3)-(n-3)=

o Hoeveel jaar zit er tussen n— ken n+ k?
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Op de getallenlijn (1)

Even en oneven jaren

————4 4 b

1996 1998 2000 2002 2002
| i | | | | | | |

1 | | | ] | | |
1997 1999 2001 2003

Een willekeurig even jaartal kan je voorstellen door 2n.
Het even jaartal dat volgt op 2n is 2n + 2, daarop volgt 2n + 4, enz.
Het even jaartal dat voor 2n ligt, is 2n - 2, daarvoor ligt 2n- 4, enz.

| | ] | ] ! | | |

I | | [ 1 ] | I |
2n-4 2n-2 2n 2n+2 2n+4

Daar tussen liggen de oneven jaartallen.

e Schrijf passende formules bij de 'oneven getallenlijn’.

o Bereken:
(2n+8)-(2n-6) =

(2n+3)-(2n-3) =
2n+4)-(2n-3) =
Olympische jaartallen zijn deelbaar door 4.

I I [ I I I { [ I
1996 2000 2002
e Hoe kun je een willekeurig Olympisch jaartal voorstellen?
e Welk Olympisch jaartal voigt daarop en welk gaat vooraf?

Olympische winterspelen worden tegenwoordig in een jaar gehouden,
dat precies midden tussen twee Olympische jaren ligt.

e Hoe kun je een willekeurig jaartal van winterspelen voorstelien?
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Op de getallenlijn (1)

8 x 20

Het getal x is z6 gekozen dat: x-8=20- x
o Welke waarde heeft x?

e Welke waarde heeft x als geldt: x— 1971 =2001 - x ?

@ X—N=3N—X ey X= ..occverrrrenrannas

e X-5n=25n-x e . Ol TR ST ————.

formule in nen m h

® X—-N=m-X ﬁ 2. €83 onorntaooenoao0o0o0n
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Op de getallenlijn (1V)

R
8 i 4

20

Het getal yis z6 gekozen dat: y—8 =2 x (20 - y)
o Welke waarde heeft y?

o Welke waarde heeft yals: y— 1971 =2 x (2001 - y) ?

n y m

y-n=2x(m-}y)
e Welke formule (in n en m) kun je bedenken voor y ?

|
8 20

e Maak een verdeling van het stuk tussen 8 en 20 en plaats z
ergens tussenin.
® Welke gelijkheid hoort daarbij ? Welke waarde krijgt z?

e Hoe zit het als je 8 en 20 vervangt door nen m?



Stippenpatronen (I)

Nikomachos leefde omstreeks het jaar 100 na Chr in Griekenland.

Hij schreef een boek over wat hij noemde de * wonderbaarlijke en goddelijke eigen-
schappen van de natuurlijke getallen’.

Nikomachos stelde getallen soms voor door ‘stippenpatronen’, vergelijkbaar met de
bekende aanduidingen op een dobbelsteen.

Hieronder staan zijn meest bekende voorbeslden: @

@
o o
® ® oo
o o @& o o
o o o e o e & o 9 ® & o o
e o0 o o o ® o 00 o o o 0
® & O e o & O ® o o 0 e & & @
IR U U U
vlerkantsgetal‘ driehoeksgetal] |rechthoeksgetal} [vijfhoeksgetal J

Je ziet welke namen hij aan de soorten getallen gaf.
Laten we beginnen met de eerste soort, de vierkantsgetallen.

o HH
1 4

9 16

e Schrijf de volgende tien vierkantsgetallen op. De stippenpatronen
hoef je niet te tekenen (in gedachten kun je die wel ’zien’).

® Let op de sprongen tussen twee opvolgende vierkantsgetallen.
Welke regelmaat zie je? Hoe kun je dat aan de stippenpatronen zien?

® 144 is een vierkantsgetal. Hoe zit dat met 14447 En met 144447
Gebruik een rekenmachientje om dat te onderzoeken.
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Stippenpatronen(ll)

De eerste vier rechthoeksgetallen
o - H
2 6 12 20

e Schrijf de volgende tien rechthoeksgetallen op. De stippenpatronen
zet je in gedachten voort.

® Let op de sprongen tussen twee opvolgende rechthoeksgetallen.
Welke regelmaat zie je? Hoe kun je dat aan de stippenpatronen zien?

e Is 9900 een rechthoeksgetal? Licht je antwoord toe.

Neem het gemiddelde van paren opvolgende rechthoeks getallen.
Dat begint zo:

gemiddeldevan2en 6is 4
gemiddelde van6en 12is 9
gemiddelde van 12 en 20 is 16

e Ga hier nog even mee door.
Welke bijzondere getallen krijg je als gemiddelden?
Probeer dat te verklaren.



Stippenpatronen(lll)

Nikomachos is niet de eerste geweest die stippenpatronen gebruikte.

Ruim 600 jaar eerder (zo'n 500 jaar voor Chr.} leefde Pythagoras, een
geleerde die leider was van een religieuze sekte.

In de leer van Pythagoras speelden ’natuurlijke getallen’ de hoofdrol.
De lijfspreuk van hem en zijn volgelingen was: 'alles is getal".

Het favoriete getal was de som van de getallen 1, 2, 3en 4, dus 10.

[1+2+3J d [1+2+3+4W
- el T e @ TTTTTY

1 3 6 10

10 is het vierde getal in de rij van driehoeksgetallen.

g
| 1+2.|

X

e Schrijf de volgende tien driehoeksgetallen op.

De stippenpatronen van de driehoeksgetallen kun je ook z6 tekenen:

1 3 6 10

® Welke speciale getalien krijg je als elk van de driehoeksgetallen
verdubbelt? Hoe kun je dat verklaren vanuit de stippenpatronen?

e Is 4950 een driehoeksgetal? Licht je antwoord toe.

® Bereken de som van alle hele getallen onder 100.

67



Stroken bij stippen(l)

vierkantsgetallen rechthoeksgetallen
T:]"5 Tz [+

4 |7 W 6 |+ g
9 |+ g 12 |«
o ES
25 30
36 42
49 56

‘ nxn | nx (n+1)

Merk op dat de formule bij de vierkantsgetallen ook korter kan: n
Spreek uit: n kwadraat. (kwadraat betekent oorspronkelijk ’vierkant’)

2

o Vergelijk de twee stroken. Welke strook moet je bij de linker
optellen om de rechter te krijgen?

2

De formules n x {n+ 1) en n < + n zijn gelijkwaardig.

e Hoe kun je dit uitleggen met behulp van stippenpatronen?
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Stroken bij stippen(ll)

driehoeksgetallen rechthoeksgetallen
x . |48
6 12 ﬂ
15 | 30
21 42
28 56
nx(n+1)

Vergelijk de driehoeksgetallen en de rechthoeksgetallen.

e Welke formule past er bij strook van driehoeksgetallen?
e Noem een (of meer) formules die hiermee gelijkwaardig zijn.

Met behulp van de formule voor driehoeksgetallen kun je de
som van de eerste honderd getallen uitrekenen:

¢ 1+2+3+4+5+...+98+99+100=



Stroken bij stippen(lll)

driehoeksgetallen viffhoeksgetallen
-T. :
3 12
6 22
10 35
15 51
21 70
28 92

0

Vergelijk de getallen in beide stroken.
e Welk vijthoeksgetal volgt op 927?
e Bedenk een formule die past bij de strook van vijffhoeksgetallen.
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Getallenspiraal (1)

De getallenlijn kun je langer maken in de vorm van een spiraal!

100 99 98 97 9 95 94 93 92 o 90

Fy T — Sal— — R — Y 0 a .

64 63 62 61 60 59 58 57 56 |89
L) A L)

L3 i ik O

¢
65| 36 35 34 33 32 31 30 ISS ) 88

o o o— e (
| |
66 a7l 16 15 14 18 42 |a9 ls4 la7

L A I O
67, 38 171 e 3 2 i1 28 /53 86
|
|
|

oy < !

68 39ﬁIJ 18 5], 00— 10 227 o862 TBS
6

7 8 9 51 84

d ¢
l r ¥ ¥ Or - l {|} o
70 J) 41 20 21 22 23 24 25 l50 83

— — — - &
42 45 44 45 a6 47 48 49 |82

L r Cr

o o
72 73 7 75 76 77 78 79 80 81

Op de hoeken van de spiraal (bij de zwarte stippen) staan bijzondere
getallen.

Welke bijzonderheid hebben die getallen?

In de figuur zie je dat elk vierkantsgetal precies midden tussen twee
rechthoeksgetallen ligt.

Bijvoorbeeld: 49 ligt precies midden tussen 42 en 56.
Logisch,want49=7x7en 42= 6x7enb6= 8x7

Het vierkantsgetal 144 ligt precies in het midden tussen de
rechthoeksgetallen ........ en.......

Het vierkantsgetal 1444 ligt precies in het midden tussen de
rechthoeksgetallen ........ en ........

Het vierkantsgetal n? ligt precies in het midden tussen de
rechthoeksgetallen ............... L= 1 [

Ti



Getallenspiraal (1)

100 99 98 97 96 95 94 93 92 91 20
T o o £ o o O D——— o

64 63{3 32 61 60 59 58 &7 56 |89

L 2 i L i L L

65‘ 36 35 34 33 32 31 30 88

o O3

o o
A o
—

66, 37, 16, 15 14 13 12 5

[ N S S

87

3 3 2 1 (28 T'ss 86

67, 38, 17 3
. ’ T‘ 9
686 306 184 5¢ 0o o1  #10 l27 52 485
L 3 O L L]
69| 40| 18] 6 7 8 9 26 151 |84

70 | 41 20 21 22 23 24 25 I 50 83

b o _ sa =
At B @ B ds a7 s a9 le2

i- - —{— - 00—
72 73 74 75 76 77 78 79 80 81

De stippen op de verticale stukken van de getallenlijn zijn zwart,
de andere wit. Als je de "zwarte’ getallen op één stuk bij elkaar telt,
is de uitkomst gelijk aan de som van de daaropvolgende 'witte’

getallen. Controleer maar:
1+2=3

44+454+6=7+8
9+10+11+12=13+14 + 15
16 +17+18+19+20=21+22+23+24

e Wait is de volgende regel van het schema?

e Je kunt die regel controleren zonder al die getallen op te tellen.
Hint: Let op de sprongen van ‘zwart’ naar 'wit'.

De n-de regel begint met het zwarte getal n?.

e Watis het laatste zwarte getal op die regel? Hoe groot zijn de
sprongen van zwart naar wit?

@ Probeer nu te verklaren: 'zwarte som’ =’witte som’
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Oppervlakkige algebra (1)

hxa+ hxb = hx(a+b)
ha +hb = h(a+b)

S _— —_— e

Q()a +10b = j

=

— e

i
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Opperviakkige algebra (ll)




Opperviakkige algebra(lll)

3
a8

)

*-.—- =
p
4

»>
b
b
) )

——
F 3

a
>
o
v
u
- >
a

v
-

e Verzin een figuur met
opperviakte ab - 3¢2

®  (Ook één met opperviakte

P + 4q°
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Opperviakkige algebra (1V)
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Hoe merkwaardig?(l)

a en b zijn natuurlijke getallen die samen 10 zijn.

e Welke waarden kan a2 + b2 hebben? Maak een tabel.

a b a+ b ab + ba K+M

e Welke waarden kan ab + ba hebben? Gebruik de tabel hierboven.

e Telde waardenvan K= a® + b®en M= ab + ba op
en je krijgt iets merkwaardigs ....

¢ Onderzoek wat er gebeurt als a2 en b decimale getallen zijn die
samen 10 zijn, bijvoorbeeld a = 3,8 en b=6,2.
Bedenk zelf nog een paar andere mogelijkheden.

17



Hoe merkwaardig?(ll)

10

Teken het vierkant met zijde a. Ook dat met zijde b.

Teken een rechthoek met horizontale zijde a en verticale zijde b.
Ook met horizontale zijde b en verticale zijde a.

Hoe is nu te verklaren dat (& + b?) + (ab + ba) = 100?

T8
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i

Stroken en formules (1)

16

25

D

(n+1)>?

10

17

D

” +1

e Vul de ontbrekende getallen bij de stroken in.

e Gelijkwaardig of niet?

?
n? = nxn
P+ = | n?+1? |
?
(n+12 | = | nP+12
?
"+ = |nxn+1x1

79
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2(n +1)

(n+1F-!

(n+1)2

I 1=
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2n+1

nxn+1!
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'_n2+2n+1

p2+1+2n




16

25

%\/5\8

Stroken en formules (1)

80

16

25

36

49

25

36

49

64
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Vierkantsformules

.-u-—-._. — __,_ﬂ-r-—'- _-\

[n2

g | |

ﬂ_, (n+2%= n*+4n+4
n 2

3

n — (n+3P=rP+6n+9
n 3

e Hoe gaat dit verder? Schrijf de volgende drie formules op.

-

3
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Hieronder staat een tafel van

machten van 2:

n on
0 1

1 2

2 4

3 8

4 16

5 32

6 64

7 128
8 256
9 512
10 1024
11 2048
12 4096
13 8192
14 16384
15| 32768
16 | 65536
17 | 131072
18 | 262144
19 | 524288
20

1048576

Machtige tafels(l)

32 X 64
v v

25>< 26_

202222 2229272

o Lees de uitkomsten van de volgende
produkten af uit de tafel:

16 x 8192 = ...
8x16384 = ...
512x 512 =...
1024 x 1024 = ...
e Noem alle produkten van twee hele

getallen waar

1048576
uitkomt:
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Machtige tafels (lIl)

Tafel van machten van 3 1
n 31
0 1
1 3
2 9
3 27
4 81
5 243
6 729
7 2187
8 6561
9 19683
10 59049
11 177147
12 531441
13 1594323
14 4782969
15 | 14348907
16 | 43046721
17 | 129140163
18 | 387420489
19 | 1162261467
20 | 3486784401

b4
v -VUI in \
\ 243 x 81 = ..........
2 T N
'.,\ 3 % 3 - 3 /
N —~_ ._/f"" —

o Lees de uvitkomsten van de volgende
produkten af uit de tabel:

81x19683 = ...
2187 x 59049 = ...
6561 x 6561 = ...
729 %729 x729 = ...

e Lees de uitkomsten van de voigende
machten af uit de tabel:

e Watis groter: 9'0of 10% 2
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Machtige tafels ()

o Maak zelf een tafel van machten van 5 (tot en met 5-tot-de-tiende)
Bedenk een paar opgaven die je daarmee kunt maken.

5n
1

SOONONHAWN—=-O D

e De tafel van machten van 1 is wel heel gemakkelijk. Waarom?

e Eris een tafel van machten waarin de getallen snel oplopen, maar die
toch heel gemakkelijk te maken is. Welke tafel is dat, denk je?

® Als je de tafels van machten van 2 en 3 naast elkaar zet en je
vermenigvuldigt de getallen die op dezelfde regel staan, dan komt er:

1x1=1
2x3=6
4%x9=36
8x27 =216

enz,

De uitkomsten zijn dan juist de machten van 6.
Als je het niet gelooft, controleer maar met je rekenmachientje.

@ Hoe kun je zonder rekenmachientje uitleggen dat: 219 x 310 = 102
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Delers(l)

Een tablet chocola bevat 12 stukjes.

@ Bij welke aantallen personen kun je
dit tablet 'netjes’ (= eerlijk en met hele
stukjes) delen?

Als je de vraag goed beantwoord hebt, dan heb je zojuist de delers
van 12 gevonden. Misschien heb je er niet aan gedacht dat je het
tablet ook alleen op kunt eten, maar 1 is ook een deler van 12.

o Vul onderstaande deler-tabel verder in:

getal delers aantal delers

— bk emh b b

NN
'

N WRNN =

OCO~NOOOM WM

12 1,2,3,4,6,12 6




Delers(ll)

Bekijk de deler-tabel van de getallen 1 tot en met 25.
Daar zijn getallen bij met maar 2 delers.
Zulke getallen worden priemgetallen genoemd.

e Welke getallen onder 25 zijn priemgetallen?

o Welke zijn de drie volgende priemgetallen?

Misschien heb je al een handige manier ontdekt om de delers van
een getal te vinden. Als je één deler weet, kun je {meestal} meteen
een andere vinden. Zo komen de delers in paren te voorschiin.
Neem als voorbeeld het getal 108.
Het eerste paar delers is flauw: 1 en 108.
Omdat 2 een deler is, weet je meteen ook 54 (want 2 x 54 = 108).
De volgende deler is 3, daar hoort dan 36 bij (want 3 x 36 = 108).
Enzovoort.
Zokomter:1,2,3,4,6,9,12,18,27,36,54,108

‘ ‘ P ‘ ‘

De vetgedrukte getallen krijg je min of meer cadeau.

¢ Probeer te beredeneren, dat je in dit geval alleen de getallen
van 1 tot en met 10 hoeft te 'proberen’.

® Vind op deze manier de delers van: 88 ; 144 ; 210

Bij de meeste getallen is het aantal delers even.

® Bij welke soort getallen is dat niet het geval?

In de tafel van machten van 2 komt het getal 8192 voor.
e Welke delers heeft dit getal?

o Hoeveel delers heeft 3107

e Bedenk zelf een heel groot getal, waarvan je bijna zonder rekenen
kunt zeggen hoeveel delers dat getal heeft.
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Delers (Ill)

Van twee getallen is het volgende bekend:

* hun produkt is 80
* hun som is 21

e Welke twee getallen zijn dat?

+7
getallenlijn

|

|
|
9 ?

v
120

e Zoek de twee getallen,

e Zoek een waarde voor x zodat x x (x + 4) = 96

e Zoek een waarde voor nzodat nx{(n-4)=77

e Zoek een waarde voor pzodat (p+ 7)x(p+ 10) =108
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Priemgetallen

De Grickse geleerde Eratosthenes leefde omstreeks 240 voor Chr.

De man was buitengewoon veelzijdig; behalve wiskundige was hij ook historicus, aardrijks-
kundige, taalgeleerde en dichter. Hij is beroemd geworden door zijn meting van de aarde.
Verder heeft hij een slimme manier bedacht om priemgetallen te vinden ....

Bekijk het honderdveld hieronder.

1 is geen priemgetal en daarom is het veld van 1 grijs gemaakt.
2 is een priemgetal , dat veld blijft wit.
Vervolgens zijn de velden van alle andere 2-vouden grijs gemaakt.

2173 5 7 9
11 13 |14 | 15 17 1118 | 19
21 23 25 27 [F281 29
31 [F321 33 |34 35 37 P38 39
a1 a2 43 | 45 47 |[Fa8Y 49
51 528 53 55 57 68| 59
61 |62 63 65 166 67 [F68 ] 69
71 727 73 75 Rz 77 P78 79
81’%83'7 85 |86 87 |88 89
o1 |[[921| 93 94 95 [F9el] 97 |98 99 [fioo

3 is een priemgetal, dat veld blijft wit.
* Maak nu de velden van de 3-vouden die dat nog niet zijn, grijs.

5 is een priemgetal , dat veld blijft wit.
* Maak nu de velden van de 5-vouden die dat nog niet zijn, grijs.

7 is een priemgetal , dat veld blijft wit.
* Maak nu de velden van de 7-vouden die dat nog niet zijn, grijs.

Alle witte velden bevatten nu een priemgetal!

Verklaring: het eerste priemgetal na 7 is 11. De 11-vouden onder de 100 zijn
al verdwenen (22, 44, 66, 88 zijn 2-vouden, 33, 66, 99 zijn 3-vouden, 55 is 5-
voud en 77 is 7-voud). Het eerste 11-voud dat geen veelvoud is van 2, 3, 5 of
7is 121 (= 11 x 11) en dat valt buiten het honderdveld. Evenzo zijn alle 13-
vouden (behalve 13 zelf) uit het honderdveld grijs gemaakt, enz.
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Priemfactoren

Priemgetallen zijn als het ware de bouwstenen voor de natuurlijke getallen.
leder natuurlijk getal is namelijk een produkt van priemgetallen.
Voorbeeld: 540 =2 x2x 3 x 3 x 3 x5 of korter: 540 =22 x 33 x 5
Dit wordt een ontbinding in priemfactoren genoemd.
Zo’'n ontbinding kun je op allerlei manieren vinden. Je probeert het getal
te splitsen in twee factoren (groter dan 1 en kleiner dan dat getal); ditzelfde
doe je dan (als het kan) met die factoren, zo lang tot net je alleen nog maar
priemfactoren hebt. Bij 540 kan dat zo gaan:

540

AN

54 x10

/X/"III ll\

6 x 2x5

A e
" R 540 22x33><5 |
2x3 3x3 —

Maar er zijn ook allerlei ander splitsingen mogelijk; die leiden dan wel
altijd tot dezelfde ontbinding!

® Ontbind in priemfactoren:

135 704 2100

@ Bedenk drie zulke opgaven voor je buurman of buurvrouw.
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Bevriende getallen(l)

Om een hechte vriendschap tussen twee mensen te bezegelen, dragen de beide
vrienden (of vriendinnen) soms een 'talisman’ (bijvoorbeeld een ring of een oorbel)
met daarin een korte tekst gegraveerd.

In de tijd van Pythagoras werden daarbij wel de getallen 220 en 284 gebruikt.
Die getallen worden wel bevriende getallen genoemd.

Wat is het geheim van de getallen 220 en 2847

e Vind alle delers van 220.
Tel al deze delers op.

® Doe hetzelfde met 284. 9

Als je geen fouten hebt gemaakt, zijn de beide uitkomsten die je vond
aan elkaar gelijk! Anders gezegd:

de som van de delers van 220 = de som van de delers van 284

Deze eigenschap van twee getallen is heel vitzonderlijk.
Beroemde wiskundigen hebben zich in later tijden ingespannen om andere paren
van zulke bevriende getallen te vinden.

De Franse wiskundige Pierre Fermat, die eigenlijk jurist was, vond in 1636 een nieuw
paar: 17296 en 18416.

Leonard Euler, een Zwitser, wiens beeltenis nu nog op Zwitserse bankbiljetten te zien
is, gaf in 1747 een lijst met dertig paren bevriende {(en grote) getallen; een paar jaar
later breidde hij de lijst nog eens uit tot zestig paren.

Grappig is het dat al die knappe geleerden een betrekkelijk klein paar over het hoofd
hadden gezien, namelijk het paar 1184 en 1210.

Dit paar is ontdekt door een zestien jaar oude ltaliaanse jongen, Nicolo Paganini,

in het jaar 1866.

e Controleer dat 1184 en 1210 bevriende getallen zijn.



Bevriende getallen (Il)

De Arabische wiskundige Tabit ibn Qorra, die leefde van 826 tot 901, had lang voor
de Europese wiskundigen, een formule gevonden om bevriende getallen te maken.

Die formule is bar ingewikkeld. Kijk maar:
e _\f,_ ___,--""_"\_,f' 2 o _""--.._______ _ i

[ acs VN / N

' L

\
7 n
=3X2 -1 |
S £ par L
Q q =3X2”“1_1 en  zijn drieoneven  /
| _ priemgetallen )
| 1= 9x A
| AN zijn 4 =2"xpxgq
|.\ B =2"xr "
) EEVRIENDEgeialin )

e Stel n=2. Ga na dat p, g, rinderdaad priemgetallen zijn.
Gebruik de gevonden waarden voor p, g en rom A en B te berekenen.

En je ziet ...
e Stel n= 3. Welke van de drie getallen p, g, ris niet een priemgetal.

Voor n = 3 gaat de vlieger dus niet op!
Voor n = 4 wél! Als je geen lijst met grote priemgetallen hebt, is

dat lastig om te controleren. Een computer heeft bevestigd dat het

inderdaad zo is,
e Bereken A en Bvoor n = 4 en vergelijk je resultaat met de vondst

van Pierre de Fermat (vorig blad).

® De getallen van Nicolo Paganini volgen niet uit bovenstaande
formule. Ontbind die twee getallen maar in factoren en dan zie je het!

Blijkbaar geeft de formule van Tabit ibn Qorra niet alle bevriende

getallen !
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Rekenen met machten (l)

axaxaxbxbxc =axbPxc =abe

De exponenten van a, b,enc zijn 3,2en 1.
(opmerking. de exponent 1 wordt meestal niet opgeschreven)

Met de exponenten 3, 2 en 1 en de letters a, b en ¢ kunnen ook andere
produkten worden gemaakt, bijvoorbeeld ab3c?.
In totaal zijn er zes produkten die je zo kunt maken.

o Schrijf de vier andere produkten op.

o Vermenigvuldig de zes produkten met elkaar.

De uitkomst kan in de vorm a - b - ¢ - worden geschreven.
Welke exponenten krijg je dan?

Als bekend is dat b = a, kan je a*b?c worden vereenvoudigd

abec
| b=a
=
( asac

== —=

5

a

Dit kun je ook met de andere vijf produkten doen .
e Hoeveel verschillende produkten krijg je dan? Welke?

o Als je ock nog weet dat ¢ = akun je ze als machten van a
schrijven. Welke?
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Rekenen met machten (ll)

2m3x 3mP =2x3xm =6m°

2xXmxmxm 3xmxm_

o Geef zoveel mogelijk andere vermenigvuldigingen met dezelfde
uitkomst.

-------------------------------------------------
-------------------------------------------------
-------------------------------------------------
-------------------------------------------------
-------------------------------------------------
-------------------------------------------------
-------------------------------------------------
-------------------------------------------------
-------------------------------------------------

-------------------------------------------------
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Rekenen met machten (1)

42| + |82 + 22| -

L9
N
)
!

i

© Op de plaats van kunje + , — of X invullen om de
volgende regels kloppend te maken:

1
o
"o

|

RORRRR

|

I
o
Ny

&% RR R

|

SIRESREIREINLY
!

Il
A
R

N
i

ARARR

|

£



Tussen twee vierkanten

Een rechthoek tussen twee vierkanten:

opperviakie
roppervlakte ppervlakt;hl R
| = _ —
= P

o Vul passende formules in: P=.......... N o T R=........

Hieronder staan zes formules waarin P, Q en R voorkomen.
@ Onderzoek welke van die zes formules juist zijn.

2Q =P+R

(@-P=R-Q

vlo
[
Ol
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Tussen twee kubussen

a b
a :lh b

b

b
a a a

o Vul passende formules in: P=......... , Q@=......... S R= el , S=

© Ga na dat de volgende formules juist zijn:
a - JPR

© Maak nu zoveel mogelijk goede formules voor Q, Ren S.

o
I
Ql:

o Probeer ook goede formules te vinden voor P, Q, Ren S.



Daar kun je op rekenen(l)
)

e

enzovoort?

e Controleer de sommetjes op het bord. en zet het rijtje nog
beetje voort. Sterk toch?

o Bedenk ook nog een paar sommen die bij voortzetting veel
verder in de rij zouden voorkomen. Kan je er op rekenen dat
uitkomst steeds 2 is?

De verklaring: N+ x(n+2)-nx(n+3)=2




Daar kun je op rekenen(l)
N\

/

1x3-0x4=..
2x4 - 1x5=..
SEASE2 PG I,
4x6-3x7=..

5x7-4x8=..

enzovoort?

© Hoe zit het met dit rijtje sommen?

o Welke formule past bij dit rijtje?
o Maak een plaatje met een verklaring:
O

O
@
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Daar kun je op rekenen(lll)

// \\

N 7,

/8

© Ontwerp zelf nu ook een paar rijties sommen met steeds
dezelfde uitkomst.

© Geef daar ook de passende formules bij.
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Daar kun je

op rekenen(lV)

(n+1)x(nN+2)=r?+3n+2

nx(n+3)=r?+3n

(1+2) X (14 3) = rorsrsererornn
N X (N4 5)= coiisirensrsnsnaas
(M+2) X (N+.) = cocerecesinons
nX(N4..) = csernensnnnss

---------------------------------------------------------
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in woorden

de som van n en m verminderd met 5

de som van nen 8 en dat
vermenigvuldigd met n

het produkt van nen m en dat
verminderd met k

de som van de kwadraten van nen m

het kwadraat van de som van nen m

de som van het 2-voud van n en
het 3-voud van k

de som van n en 6 vermenigvuldigd
met het verschil van nen 6

het produkt van de derde machten
van nen m
het kwadraat van het 5-voud van n

het 5-voud van het kwadraat van n
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in formule
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2|3
X |
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De prijs van de algebra (1)

Algebra kost tijd, en dus geld.
Een gedetailleerde prijslijst vind je hieronder

Prijslijst:
bewerkingen +, —, %, :, / 1 punt per keer
kwadrateren 2 punten per keer
3-de macht nemen 3 punten per keer
4-de macht nemen 4 punten per keer
enz. enz,
variabelen aanroepen 1 punt per keer
haakjes en gewone getallen gratis

Voorbeeld 1: wat kost 3n+ m?

3 gewoon getal gratis
n aanroep variabele 1 punt
3xn vermenigvuldiging 1 punt
m aanroep 1 punt

@D+ optellen 1 punt
totaalprijs 4 punten
Voorbeeld 2: wat kost (3n + m)2 ?
3n + m zojuist berekend 4 punten

o 2
kwadrateren 2 punten

totaalprijs 6 punten

o Stel de prijs vast van:
m”+3n
n x(n+3)
(n+1) x(n+3)
m+4n+3
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De prijs van de algebra (1)

" +3n en n x(n+3) zijn gelijkwaardige formules.
Toch zijn ze niet even duur! (Zie vorig blad).

e Hieronder staan paren gelijkwaardige formules. Overtuig
je daarvan. Ga steeds na welk van de twee het 'goedkoopst’ is.

n+n+n+n en 4xn
nxnxnxn en nt

n+n+n+n en 4xn
(m+12 en (Mm+1)x(m+1)
(m+12 en m?+2m+1

aZxa en &

(@2 en &
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De prijs van de algebra (Il

o Vergelijk de prijzen van a*b* en (a2b?)?

De beide formules zijn gelijkwaardig, maar de tweede is 2 punten
goedkoper.

o Probeer een zo goedkoop mogelijke formule te vinden die
gelijkwaardig is met a*b*

Je kunt n'® op allerlei manieren anders schrijven {dat wil zeggen
vervangen door een gelijkwaardige formule).
Hier komen een paar mogelijkheden:

NXNXAXAXAXDXAXDXDXNXXNXAXNXnN

(nxnxnxnxn)

mo x ®

o Welk van die drie is goedkoper dan n's?

Pro?teer een gelijkwaardige formule te vinden die de laagste prijs
heetft.

o Zoek de goedkoopste formule die gelijkwaardig is met x4



Breuken splitsen(l)

Stambreuken

In het Egypte van zo’n 4000 jaar geleden kenden de rekenmeesters
met stambreuken, zoals:

1 1 1 1
2°3’4° 5
Kortom met breuken waarvan de teller gelijk is aan 1.

enz.

Een breuk met een andere teller dan 1 kan altijd worden gesplitst in
stambreuken. Dat is eigenlijk flauw, kijk maar naar het voorbeeld:

s_1.,1.1

47444
Het is niet flauw als je zo weinig mogelijk stambreuken mag gebruiken.
in dit voorbeeld:

Nog een voorbeeld:
19 _ 12+6+1 _

1
24 24 -2

D I
l
o)
il

-tk —h
CDIOD
|
|

48 s ass ann e "™ LLisss e naa

-] =
CDICO
I
|

Uoboo0CBboOo0Rsn = BOoO0BsAO0c0B00o

(o]
(o]

-

o

o
Il
i
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Breuken splitsen (1)

Bij een breuk mogen teller en noemer door hetzelfde getal worden
gedeeld; de breuk verandert dan niet van waarde.

Voorbeelden: 15 = = % (teller en noemer zijn gedeeld door 3)
£ _ 1 (teller en noemer zijn gedeeld door b)
5b
Deze regel pas je toe bu het splitsen in stambreuken.
Voorbeelden: n+1 _ n 1 _ 1 +l
3n 3n 3n 3 3n
atb_a b 1.1
ab ab ab ™ b a
o Splits zo mogelijk in stambreuken:
X+y _ k+m+n _
Xy kmn
p+1 _ p+1 _
pPq p2
© Vul een passende formule in:
O RO T ST 1+1+1+1
abed ~a b'c d



Breuken op stroken (I)

Vul de lege vakjes in

— —— .

1 il L

3 )
1 1 1
2 3 5
1 1 1
3 4 12
1 1 1
3 5 20

] [ ]

1 1 - 1
z 5 o

N5

1 1 -

n - n+ -
BT o T

1 1 3

2 3

1 1 5

2 3 6

1 1 A

3 4 12

1 1 3

3 5 | 20

1 + 1 - 1t

5 8 30
/\3 l i

1 1 -

n + n+1 - I
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i =10 |~ =R -8 %/

Breuken op stroken (1)

[ 1
—1.2 1|t |10 | -0 %/

+
|-

-

i [ i | =i | =10 %/

-|E

Vul de lege vakjes in
q—
1
7

[ |
_ O [N [ srim [ wier | @0 %/

—\1_2 i |1 - | 1o M\/

-
-]+
«

—1 iy |10 | i | —n0 _ S

Lt 1
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Breuken vermenigvuldigen (I)

2
5
3
4 BRI JesEERERRERRGANNRNENEORARARN DS
- 3,2 _3x2 _ 6 _ 3 :
- 35T 4x5 - 20 10 -
o 4.2 4x2 8
Maak een tekening bij: EX3 =553 = 18
. 3.1 _ 3.4 _
Bereken: gxgz = §Xg =
3.1 1.1 _
375 5" =

=5
£
I
win

Bereken: p? + ¢*+ 2pq voor p = % e

Ook voor: p = % enq= g

Bereken: p? — g? voor p=g en ¢1=¢1;

ol

Ook voor: p = g enqg=



Breuken vermenigvuldigen (1)

lllllllllllllllllllllllllllll




Tussenbreuken(l)

Je hebt gezien dat:

(one o m)
RN (A)

Misschien denk je nu ook dat:

& ! "“D ......... (B)

1
o Bereken op deze manier de 'som’ van 5 en z

Ga na (bijvoorbeeld met je rekenmachientje) na dat de uitkomst
tussen de twee breuken in ligt, en dus nooit de som kan zijn!

© Hoe kun je op een goede manier de som van g en % berekenen?

De formule (B) is geen goede formule om breuken op te tellen,
maar wel om 'tussenbreuken’ te vinden. Daarom noemen we die
nu een 'tussenbreuk-formule’.

m+p

o (Ga aan de hand van een paar v%)rbeelden na, dat —
steeds een breuk is, die tussen 3 en % ligt.

+P

gemiddelde is van de breuken en g

In een klas van 31 leerlingen zitten veel meer meisjes dan jongens
(19 tegen 12).

In een parallelklas (29 leerlingen) is het juist andersom (12 tegen 17)
De klassen worden samengevoegd voor gymnastiek, waarbij meisjes
en jongens apart les krijgen.

o Ga nadat die samenvoeging een meer evenwichtige verdeling
tussen meisjes en jongens oplevert.

o Wat heeft dit voorbeeld met de 'tussenbreuk-formule’ te maken?
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Tussenbreuken(ll)

Met de tussenbreukformule, kunnen stap voor stap, steeds weer

nieuwe breuken worden gemaakt.
o Vul passende breuken in bij de lege hokjes.

/!
Fl
|
i ...
f
|
\
]

e —fo=l
D

]

<

=

o)

=

[Fio] +—[io] «—[zio] «— “ «— Ed— [©]
/
+— -:'Ilﬂo I
| B B
\ h,
S "-,
),‘,l..
\
—fin] Q] e [wim] =]

(]
[
[ =
fer=]
]
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Somformule

De goede formule voor het optellen van breuken is (helaas) veel
ingewikkelder dan de tussenbreuk-formule. Daar komt ie:

mxq+nxp
nxq

ST E:

+E =
q

o Controleer deze formule voor de breuken g- en L

2

o Bedenk zelf nu ook een paar voorbeelden, waarmee je deze
formule kunt controleren.

@ Welke (eenvoudiger) formule krijgjeals m=1enp=17?

o Welke (flauwe) formule krijgjeals n=1enqg=1?

De somformule is voor veel gevallen ingewikkelder dan nodig is,
maar hij klopt wel altijd.

Hier heb je een voorbeeld, waarbij je het gemakkelijk zonder formule
af kunt:

¢ Alsjedeformule (met m=3, p=2en q=n) zou gebruiken,
komt er:
3 2 _ 3xn+nx2
n"n" nxn

5
Laat zien dat deze uitkomst overeenkomt met ~

o Maak (met of zonder formule) één breuk van:% + %

w3
NIT

o Ookvan: =+
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Bomen met breuken(l)

114



Bomen met breuken (1)
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Breukensommen

4 B

NI D
+
Wi
+
DD

+
i
+
DHIdD

LIN

2,4,8,12_
b b b b~
\- J
e B
OO PRI A AP
2°6 8 10 12 40
2 6 8 10 12 40
Sttt —+—+—= = ...
c ¢ ¢ ¢ c c
N /

o Bedenk zelf één paar sommen dat hier sprekend op lijkt.
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Kubus verven (1)

AT W L W W Wl %
Y Y Y

ny

s ——
L L W "W W L . A, "

=

N . N L . ¥

Een kubus van 12 bij 12 bij 12 cm is gelijmd uit kleine houten
kubusblokjes, elk van 1 bij 1 bij 1 cm.

o Hoeveel van die kubusblokjes zijn er in totaal gebruikt?

De kubus wordt van buiten rood geschilderd.
Er zijn kubusblokjes die 3 rode zijvlakken krijgen.

© Hoeveel kubusblokjes zijn dat?
o En hoeveel kubusblokjes krijgen 2 rode zijvlakken?
e En hoeveel slechts 1 rood zijvlak?

© En hoeveel kubusblokjes worden helemaal niet geschilderd?
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Kubus verven (Il)

Een rij geverfde kubussen:

¢

()

)
9
0.@

()
20
""oia
&)

&)
o

£
A
5

LS
T
A,

F /77l
AT
TR

R

TR

enz.

iy

o

4 .
6

De eerste kubus is 3 bij 3 bij 3 cm , de tweede 4 bij 4 bij 4 cm, enz.
Bekijk onderstaande tabel; r staat voor de lengte van de ribbe in cm.
De waarde van r bij de getekende kubussen staat op de ’etiketjes’.
Het aantal kubusblokjes met 3 gekleurde vlakjes, noemen we Ag

Evenzo staan Ay, Ajen Ap, voor het aantal kubus blokjes met 2, 1
en 0 gekleurde viakjes. Ao tenslotte staat voor het totaal aantal
kubusblokjes.

r | Az Ay A, A, Aot

o =~ O a0 h~ W

e Controleer de eerste regel van de tabel en vul de tabel verder in.
o Welke regelmatigheden merk je op?

o Verklaar de formule: A, = 12(r- 2)

© Probeer ook formules te vinden voor Ay, Agen Ay
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Driehoeksgetallen en kwadraten

I L ]
0 1 1
1 3 4
3 6 9
6 10 16
10 + 15 =
15 21
21 28
P D D
3
nin=1) | + =

@(n—ﬂ + -;-n(n +1)= nzj

o Verklaar:
1424+34+4+54+6+7+8+9+10+9+8+7+6+5+4+3+2+1 =100
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Rechthoeksgetallen en kwadraten

L I
0 1

2 9

6 25
12

4 % ]

20

30

42

2 2

4 x + 1 =




Een merkwaardig produkt (1)

Een rechthoek grasland is 31 m lang en 29 m breed.
o Geef uit het hoofd een schatting voor de opperviakte.

o Hoeveel m? wijkt die schatting af van de precieze opperviakte?

o Dezelfde twee vragen voor een grasland van 41 bij 39 meter

schatting: 50 x50 = ...........

o 51x49 < verschil = .....
precieze uitkomst =..........

© Maak net zo’n schema voor 61 x 59.

¢  Verklaar uit de figuur:

Het verschil tussen
nxnen(n+1)x(n-1)
is gelijk aan 1

of in formule:

Gn+1)x(n—1)=n2—1>
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Een merkwaardig produkt(ll)
schatting: 30 x 30 = ...........
32x28 < i| verschil = .....
precieze uitkomst = ..........
Maak net zo’n schema voor 42 x 38.

Qok voor 52 x 48,

Bedenk een algemene regel.
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Een merkwaardig produkt (I1)

_T
l

o Bekijk de getallenlijn en vul in:

(10+P)+ (10— P) = ccorrcrrimrccnncrencnsenens
(104 P) = (10 = P) = cerreeeererrrerncrerrensrns

August denkt dat dat’10 + p maal 10 - p’gelijk is aan 100.

Want zegt hi: 10 maal 10 is 100
10 — pis p minder dan 10,
maar 10 + pis p meer dan 10,
dus dat heft elkaar op.

Heeft August gelijk, denk je?

F 3
_,,l

10

10 —
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Een merkwaardig produkt (1V)

(a+ b)(a-b)

& min b?=(a+ b) maal (a- b)

voorbeeld:

542 _ 462 = (54 +46) x (54 - 46) =100 x 8 = 800

© Bereken op deze wijze zonder rekenmachientje:

o Bedenk zelf een paar van zulke vermenigvuldigingen
die je (bijna) uit je hoofd kunt doen.

o 100 maal 100is groter dan 100 + p maal 100 - p
Hoeveel groter?

o rPis groter dan n+10 maal n—10
Hoeveel groter?

124



Deelbaar door 6

T T
8 2 6
27 3 24
64 4 60
125 B 5 = 120
6
o 7
DS )
e - n = n’"— n

o Vul de ontbrekende vakjes in.

Als je goed naar de rechter strook kijkt, dan lijkt het erop of
alle getallen in die strook deelbaar zijn door 6.

o Neem nog een paar andere waarden voor n en onderzoek
of dit dan ook klopt.

In de strook met etiket i® — n zit nog een mooi patroon verstopt.
We beginnen met 6: 6=1x2x3

En dan verder: 24=2x3x4
60=3x4x5

o Gaat dat zo door? Probeer nog een paar getallen.

e Vulin (en controleer!) : - n = ... X asesasnine X suevasnaens

© Probeerte verklaren waarom n® - n deelbaar is door 6, welke
waarde je ook kiest voor n.
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Verschillen vermenigvuldigen(l)

ik

e
L

+

O
5

(a-byx(c—d=axc—axd-bxc+bxd

e Deze formule volgt uit de plaatjes. Hoe kun je dat uitleggen?

o Klopt de formule ook als a = b? Licht je antwoord toe.
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Verschillen vermenigvuldigen (1)

© Maak zelf nu ook een produkt van verschillen met een plaatje
dat daarbij past.
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Verschillen vermenigvuldigen (1)

Een vel papier, formaat A4 heeft afmetingen 210 mm bij 297 mm.
Afgerond op centimeters is dat : 21 bij 30.

o Neem een vel A4 en maak daar twee vouwen in: eentje evenwijdig
met de korte kant en eentje evenwijdig met de lange kant.
De afstanden tot de kanten doen er niet toe.

L

-+ L

5 ~

vouwlijnen

30

Noem de afstand van de 'verticale’ vouwlijn tot de linkerkant L
en de afstand van de ’horizontale’ vouwlijn tot de bovenkant B.

© Vouw het papier open; door de vouwlijnen zijn vier rechthoeken
ontstaan.
Schrijf in elk van die rechthoeken een formule voor de opperviakte
(die formule moet de letters L en B bevatten).

© Wat moet er uitkomen als je die vier opperviakten bij elkaar optelt?
Kiopt dat ook?
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Kwadraten van sommen (l)

| (a+b)= 2+ P+ 2ab

Verklaar de gelijkwaardigheid van (a + b )? en @ + b+ 2ab uit het
plaatje.

Bereken uit het hoofd: 2% + b?+ 2ab voor het geval dat a = 37 en b = 63

Stel b = a. De gelijkheid moet dan geldig blijven.
Ga zonder plaatje na dat (a + a )? en &* + &%+ 2aa inderdaad
gelijkwaardig zijn.

Stel nu b= 2a en reken na dat de formule klopt.

Stel a=2pen b=3pen vul dit in bij (a+ b)2en & + b+ 2ab
Reken na dat er hetzelfde uitkomt.
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Kwadraten van sommen (ll)

Het onderstaande gedicht komt uit de bundel "Een leeuwerik boven een weiland'
van de schrijver K. Schippers.

De titel van het gedicht is een ingewikkelde formule.

Het gedicht eindigt ook met een formule, maar die ziet er veel mooier uit.
Daarmee wil de dichter de schoonheid uitdrukken van iemand die hem lief is.

a + b2 + ¢ +2ab + 2ac +2bc

je schoonheid min je ogen noem ik a

de geest die in je dartelt b

je ogen

c

opgeteld en minstens een kwadraat gegeven:
(@a+ b+ 0P

o Die laatste mooie formule is gelijkwaardig met de ingewikkelde formule
aan het begin. Dat volgt uit onderstaand plaatje. Leg dat uit.

© Neem c=0, maar laat aen b gewoon staan in de beide formules.
Welke gelijkwaardige formules krijg je dan?

o Stel a= b= ¢. Je kunt nu beide formules met één letter schrijven.
Reken na dat ze gelijkwaardig zijn.

o Het kwadraat van 111 heeft een grappige uitkomst: 12321.
Je kunt dit met een rekenmachientje controleren, maar je kunt ook
de twee formules van het gedicht gebruiken .................
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Kwadraten van sommen(lll)

Volgende stap: het kwadraatvana+ b+ c+ d

Het zal je wel niet verbazen dat de regel zo begint:

(@a+b+c+dP?=2+P+c?+dP+2ab+

o Maak de regel af en teken een plaatje waaruit blijkt dat die
goed is!

o Verklaar uit die regel dat 11112 = 1234321

© Neem a= b= c=d. Schrijf de twee formules met één letter en
reken na dat ze gelijkwaardig zijn.
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Kwadraten van verschillen(l)

a

(a- b)y=a?>-2ab+ b

o Deze formule volgt uit de plaatjes. Hoe kun je dat uitleggen?

o Klopt de formule ook als a = b? Licht je antwoord toe.
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Kwadraten van verschillen (1)

50

=

[(50 —X)2 =2500 .oiiirrirrieereene, ]

n

F 3
v

o Maak zelf nu ook een kwadraat van een verschil en teken het
plaatje dat daarbij past.
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Meer over kwadraten

(a— b)2+ (a+ b = 2a° + 2

© Verklaar deze formule.
© Bereken uit je hoofd : 992 + 1012

o OQok: 492 + 507 + 512

S=(n-22+(n-12+ P+ (n+12%+ (n+2)?
Bewering: Sis deelbaar door 5, bij elke hele waarde voor n

© Onderzoek of de bewering klopt. Zo ja, probeer een sluitende
verklaring te geven.

T =(n-3P+(n-22+(n-12+ R+ (n+ 1P+ (n+ 2%+ (n+3)?

o Door welk getal zal T deelbaar zijn, bij elke hele waarde van n?
Geef een sluitende verklaring.
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Som, verschil, produkt

© Verklaar deze formule uit het plaatje.

© Onderzoek of de formule ook klopt voor a = b.
S-V=(S+W(SsS-V

o StelS=a+benV=a->b
Vul dit bij de vetgedrukte formule in.
Dit leidt tot de formule in het zwarte kader!

S staat voor de som, V voor het verschil en P voor het produkt van
twee getallen.

© Vuls.v.p. de tabel in: v p
13 | 3 ]
T 96
R 120

T 0 576
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Vierkantsvergelijkingen (1)

opperviakte = 441
ofwel:

{(x+6) = 441

© Bereken de waarde van x.

opperviakte = 400
ofwel:
(3 + y+3)% = 400

o Bereken de waarde van y.

opperviakte = 364
ofwel:
Z+4x3z=2364

o0 Bereken de waarde van z.
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Vierkantsvergelijkingen (1)

oppervlakie = 396
ofwel:
a2 + 60a = 396

© Bereken de waarde van a.

opperviakte = 384
ofwel;
b? + 40b = 384

o Bereken de waarde van b.
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Vierkantsvergelijkingen (1)

P

opperviakte = 425

© Bereken de waarde van p.

_  Chemiimmass B

opperviakte = 343
ofwel:
oo s =343

© Bereken de waarde van x.
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Antieke vergelijking (1)

zfvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

Het kwadraat van het met 3 verminderde
vijfde deel van een troep apen was verbor-
gen in een grot.

1 aap die in een boom geklommen was,

was zichtbaar.

Hoeveel apen waren er in totaal?

VAAAAAAARARAARAARPAPAPPPAPAPAPAPAIAPAAAANRAAARPARAPRARARRAAPAPARAAAAARAAAAA

W W W W W W W WM NN WMWY

Bhaskara, India (1114 - 1185)

139



Antieke vergelijking (1)

De zoon van Pritha, verbitterd door het
gevecht schoot een KoKer vol pijlen af
om Karna te doden:

- met de felft van zijn pijlen weerde hij
die van zijn tegenstander af;

- met 4 maal de vierkantswortel uit het
gehele aantal doodde hij diens paard;

- met 6 pijlen velde hij Salya;

- met 3 vernietigde hij zijn zonnescherm-
standaard en boog;

- met 1 pijl trof hij het hoofd van de dwaas.

Hoe talrijk waren de pijlen die Arjuna *) liet
vliegen?
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>
>
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>

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

*) Arjuna is de zoon van Pritha

Bhaskara, uit Vya Ganita (= ‘wortelrekening’)
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Ontbinden in factoren (l)

totale oppervlakte:
Xy+x+y+1
y y
X 1 | 1

Hoe kun je met de vier stukjes één rechthoek leggen?

Verklaarnu: xy + x+ y+1=(x+1){y +1)

Vulin: xy+2x+2y+4=(x+..)}y+...)
Hoe kun je dat met een plaatje uitleggen?

Vul de ontbrekende getallen in:
ab+2a+3b+6=(a+..}b+..)
pag+5p+6g+30=(p+...)}(g+..)
XY+ 11X+ 9y + ..... =(x+9)(y+..)

mn+ ... m+ ... n+200= (m+20)(n+...)

Stel b=a,qg=p, y=x en n=mdan komt er (vul in):

#+5a +6=(a+..)a+..)

PP+11p +30=(p+ ... ) (P +...)
X2 420X + v = (X + 9)(X + ....)

M+ ... m+200 = (m+20)(m+....)
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Ontbinden in factoren (Il)

kwadraat

*
+
»

in1
X2 +12x + 36 _T"'—>|x2+12x+ 35

ontbind

R ————————— N [ 6 € XD 0. € 2 4 |

Controleer bovenstaande berekening.

Voer net zo'n berekening uit met achtereenvolgens:

x+4, y+10, z +11, p+1

Bedenk zelf nog een paar andere voorbeelden.

Kun je een algemene regel geven?
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Formules onderzoeken (l)

In een oud algebraboek staat deze formule:

(a+ b = a®+3a°b+3ab’+ b

Zonder die formule te verklaren, kan je een paar eenvoudige tests
uitvoeren om te onderzoeken of de formule goed kan zijn.

© Verwissel aen b.

(a+ b)® a® + 3a’b + 3ab? + b?
1 gelijkwaardig! 1 gelijkwaardig?
(b+ay® —
¢ Stelb=0
Dan:(a+ b)® = ......... ena+3ab+3abP+ b = ...
o Stelb=a
Dan:(a+ b’ =. ........ en@+3a*b+3abP+ b = ...
o Stel b=10a
Dan:(a+ b)® =. ........ enad +3a8b+3abP+ b = ...

Dit alles is nog geen garantie dat de formule goed is, maar het geeft
wel wat vertrouwen.

© Probeer een sluitende verklaring voor de formule te vinden.
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Formules onderzoeken (1)

(a+ b)® = a8 +3ab+3ab?+ b

Voor (& + b)*, (a + b)®, enz. bestaan ook zulke formules, al worden die steeds
een beetje ingewikke!der.

© Vulin (door gebruik te maken van een of meer tests:

(a+b)= & +4ab+ ...a%bh* + ... ab*+ b

© Net zo voor:

(a+b)’ = & +5ab+10a0 + ....... = S
© Envoor:
(a+ b)° = &8+ 6a°b+152°P + ....... + wreeres + revervens R
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Vermenigvuldigen (|)
(n+1)x(n+2)=7

(n+1)xn+ (n+1)x2=

("P+n) + (2n+2) =

(N +3n+2]

Gebruik deze formule om uit het hoofd 11 x 12 te berekenen.
Ook: 101 x 102 (controleer met rekenmachientje).
Probeer ook 51 x52.

Geef een formule voor (n + 1) x (n + 3).
Bedenk een paar vermenigvuldigingsopgaven die je nu uit
het hoofd kunt berekenen.

Maak zelf een formule waarmee je moeilijk lijkende
vermenigvuldigingen uit je hoofd kunt maken.
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Vermenigvuldigen (1)

n+1 (m+1)xn+ (m+1)x1=

m+1 s (mn+n) + (m+1) =

n+1 mn+n+m+1-=

mn+ m
—

mn+m+n+

m+m+n+

© Laatziendat: (m+1)x(n+2)=mn+2m+n+2

© Werkuit: (m+2)x(n+1)=
Ook: (M+2) x(n+2)=

© Laat zien dat:
(m+1)x(n+1)

(m+1)x(n+2)
(m+2)x(n+1)
(Mm+2)x{n+2)

@m +3) x (2n + 3) '
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