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De Riemann zeta functie:

Belangrijk voor de studie van de priemgetallen, want

C(s):<1—2ls>_1 (1_315>_1...<1_pls>_1...

Integraal van Riemann:

W*S/Zr(s/z)g(s) _ 5(51_ - N /100 (ts/271 + t(lfs)/2f1) o(t)dt

waarin O(t) = > -, e Tt
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Aantal manieren om een getal n te schrijven als som van k
priemgetallen:

k

1
/ Z e27ript e—27rit dt.
0 p priem<n
Vermoeden van Goldbach
Elk even getal > 4 is te schrijven als som van twee priemgetallen. J

Elk oneven getal > 7 is te schrijven als som van drie priemgetallen.

Stelling (Vinogradov (1930's), Helfgott (2013)) J
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Stelling (Lambert, 1761)
@ Voor alle gehele getallen a # 0 geldt dat e? irrationaal is.

© Het getal 7 is irrationaal.
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Kies een geheel getal n > 0 en bekijk

1
/ e X dx
0
1
/ xe X dx
0
1
/ x2e™ dx
0
1
/ x3e™% dx
0

1
I, :/ x"e™* dx.
0

e B—1-e
1
—[xe™]3 +/ e X dx=1-2e"!
0
1
—[x*e™]s + 2/ xe X dx =2 —5e!
0

1
—[x*e™} +3/ x*e™ dx =6 — 16
0
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Waarden van

I3
Iy
5
I
l

In

1
I, :/ x"e ™ dx
0

6 — 16e~ !

24 — 65e !

120 — 326e !
720 — 1957e ¢
5040 — 13700e~?

n! — a,,e_1

met a, geheel en a, = na,—1 + 1.
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e

Er geldt voor alle n:
Q@ /,>0

Q I/, =n! —a,e”! met a, geheel
Q@ /,<1/n
Bewijs van (3):

1 1 1 1
ln—/ x"e™X dx</ xTdx = —— < ~.
0 0 n+1 n

Irrationaliteit van e (en e~ 1). Stel dat e ! rationaal is, e = p/q.
e Uit (1) en (2) volgt 1/q < I,.
e Samen met (3),

<<

Q|
S|

o Tegenspraak als n > g. Dus e~ ! irrationaal.
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Bekijk nu:

2
I, :/ x"e™* dx.
0

Eigenschappen:
e/, >0
e I, =n! —aye 2 met a, geheel.
o [, <2"/n

Werkt dus niet...maar kijk even naar /3q:

220(3952575621190533915703125—29205803000242518049708411e2).

Vermoeden

Er zijn oneindig veel n z6 dat n! en a, door 27! deelbaar zijn.
Bijvoorbeeld n = 2".
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Opgave (=te doen)

Bewijs de irrationaliteit van e?> met behulp van de integralen

2
/ (x —1)"e™™ dx.
0
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Bekijk:

2
Jn = / x"(2 — x)"e dx.
0

We verwachten J, = ¢, — d,e® met c,, d, geheel.
Een paar waarden:

S
V)
5
Ja
Js
J6
J7

De eerste kettingbreukbenaderingen van e

4

8(—7+€?)

—48(—37 + 5¢?)
768(—133 + 18€?)
—3840(—2431 + 329¢?)
46080(—27007 + 3655¢?)

—1290240(—176761 + 23922¢?)
2.

15 22 37 133 2431 12283 14719 27007 176761

727 3757

187 3297 16637 19927 36557 239227
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In

Bekijk:
S _1 2x"(2 —x)"e* dx.
ntnlJy
Een paar waarden:
/1 = 4
b2l = 4(=T7+ €
J3/31 = —8(—37+5e?)
Ja/8 = 32(—133 4 18¢€?)
Js5/5! = —32(—2431 + 329¢?)
Bewering
1 /2 2

— x"(2 = x)"e* dx = r, — spe
n: 0

met r,, s, geheel.
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a

Kies a positief geheel en bekijk voor elke n,

1 a
In(a) = / x"(a—x)"e* dx.
n! 0
Eigenschappen:
Q /h(a) >0
Q /,(a) = r, — s,e? met ry, s, geheel.
o

L aont1
I(a) < Heaa nL

Bewijs van (3):

1 [ e?
In(a) = ”!/0 x"(a—x)"e" dx < ER a*".
Laatste volgt uit x(a — x) < a°.
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ea

Kies a positief geheel en bekijk voor elke n,

1 a
In(a) = / x"(a— x)"e* dx.
n! 0
Eigenschappen:

Q@ /h(a) >0

@ /n(a) = ry — spe? met r,, s, geheel.

® 1
In(a) < —e?a®™tt,

n!

Stel e is rationaal, e = p/q. Uit (1) en (2) volgt % < I,(a).
Samen met (3),

1 1
= < Iy(a) < =€
q n!
Hieruit: n! < ge?a®"*1,
Tegenspraak als n — co. Dus e? is irrationaal.
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Van vorige slides:

Opgave (moeilijk!)
Voor elke n > 2 geldt

In(a) =

—2(2n — 1)I,_1(a) + a°l,_2(a).

NB:lp(a) = e? — 1,
Bewering

1
n!

met r,, s, geheel.

a
—/ x"(a—x)"e* dx = r, — s,€?
0

h(a)=a+2—(a—2)e%

v
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Bewijs dat /,(a) = r, — s,e? met r,, s, geheel.

Bewering

Voor elke polynoom Q(x) met gehele coefficienten zijn de

= 1d"
coefficienten van 7 77 Q(x) weer geheel.

Bewijs: Voor elke k geldt

k(k—1)---(k — 1 k
( ) ( n-+ )Xk—n+1: <n>xk—n+1.

1d"
dxn y
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1 a
Ih(a) = = [ x"(a—x)"e" dx
n! 0

= ni[x”(a—x)”ex]g— ! /a d (x"(a—x)") e dx

! nl Jo dx
1 /d, , n
= ; a(x (a—x)") e? dx
1 d n n Xa 1 adz n n X
= [dx(x (ax))e]0+m/0 @(X (a—x)") e* dx
1 ad2 n n X
= n|/0 W(X (a—X))e dx

., ai qn
0 n! dx”

= (-1) (x"(a—x)") e~ dx

Dus
In(a) = rn, — spe? met r,, s, geheel. 1621



Definitie
Een getal « heet transcendent als er geen enkel polynoom met
gehele coefficienten is die « als nulpunt heeft.

Het getal \/2 is irrationaal maar niet transcendent want nulpunt
van x2 — 2.

Het getal e is transcendent.

Stelling (Hermite, 1853) J

Voor een bewijs zie:
http://www.math.sc.edu/~filaseta/gradcourses/
Math785/Math785Notes6. pdf
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m
Kettingbreukbenaderingen van 7
22 333 355 103993
771067 1137 331027 "

22 355
L —0.00126, TR —0.000000266

Bewijs dat 7 # 22/7:

141_4 29
[y,
0

1+ x2 x 7
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Bekijk W
Sp = ’}'/0 x"(m — x)"sin(x) dx
Een paar waarden:
St = 4
S, = 24272
S3 = 240 — 247°
Sis = 3360 — 36072 + 27*

Ss 60480 — 672072 + 607+
Se = 1330560 — 15120072 + 16807* — 1127°
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Eigenschappen van

Q 5,>0
@ S, is een polynoom van graad < nin m en met gehele
coefficienten.
Q S5, < %WZ”‘H
Stel m = p/q rationaal.

(2): S, is een breuk met noemer die g” deelt. Samen met (1):
1 <'S,. Samen met (3):
1

1
S Sn < — 7T2n+1
q" n!

Dus n! < ¢"7?"*1. Leidt tot tegenspraak als n — co. Conclusie: 7
is irrationaal.
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Transcendentie van 7

Stelling (Lindemann, 1882)

Het getal 7 is transecendent.

Gevolg
De kwadratuur van de cirkel met passer en liniaal is onmogelijk.
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