Een onzinnig, leuk probleem

F. van der Blij
Bilthoven

Hoe maak je een fotokopie die precies twee keer zo groot
is als het origineel, met een machine die met stapjes van
0.01 iedere vergroting tussen 0.70 en 1.50 kan uitvoeren?
Dat was het probleem op pagina 47 van de eerste afleve-
ring van de elfde jaargang van Willem Bartjens.
Nu op pagina 47 van het volgende nummer de oplossing
1.25 * 1.25 * 1.28, maar daar er daarnaast de vraag ‘kan
tot de helft verkleinen ook?’ staat, zal ik maar eens gaan
denken en achter het toetsenbord plaatsnemen. [1]
Allereerst, de vraag is onzinnig, want twee keer 1.41, dus
1.9881, zal binnen de nauwkeurigheid van de apparatuur
wel niet van 2 te onderscheiden zijn. Overigens, wie beter
wil, doet natuurlijk niet 1.41 * 1,41, maar 1.37 * 146 =
2.0002. Met een ietsje betere machine zou zelfs 1.13*1.77
= 2.0001 gehaald kunnen worden. Helaas lukken 1.9999
en 1.9998 niet, want de ontbinding in priemfactoren:

19999 =7 2857

19998 =2*3* 3% 11* 101
laat geen produktvoorstelling met twee factoren tussen
70 en 150 toe.
We zagen al met drie factoren:

2000000:2*2*2*2*2*2*2*5*5*5*5*5*5

=128 *125*125,

Maar de vraag was of verkleinen tot de helft kan.
Vermenigvuldigen met 0.50 is de vraag om 0.50 te schrij-
ven als een produkt van getallen met twee decimalen ach-
ter de komma, alle tussen 0.70 en 1.50.
Eerst wat algemene opmerkingen. We zullen verder over
vermenigvuldigen spreken, dat kan zowel vergroten als
verkleinen zijn. Als we na n keer vermenigvuldigen een
vermenigvuldiging met factor ¢ gekregen hebben, berust
dit op:

i T I & _

100 100 100 100 =1, 70<a,<150

dus:

aaya5..a,="1. 221 52n,
De getallen a, mogen alleen 2, 5 en de priemdelers van ¢
als priemfactoren hebben. Laten we eerst zien naar getal-
len 7 die alleen priemfactoren 2 en 5 bezitten, dus bijvoor-
beeld 2, 5, 1/2,5/2, 2/5, enzovoorts.
Welke van zulke vermenigvuldigingen kunnen we ver-
krijgen en in hoeveel stappen?
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Stel 1 =27 * 59 met gehele, niet noodzakelijk positieve p
eng.
Welke getallen a; met alleen factoren 2 en 5 zijn tussen
70 en 150 beschikbaar?
80=24%*5l=[41]

100=22%52=[27)

125=20%53 =10 3]

128 =27+50=17 g,

Nu is het gebruik van [2,2] natuurlijk onzin.
Verder zien we dat [4,1] gevolgd door [0,3] ook niets te-
weegbrengt.
We proberen nu x keer [4,1], ykeer [0,3] en z keer [7,0].
de+Tz=2n+p
X+3y=2n+gq
X+y+z=n

Wat elementair rekenen levert:
Yy—x=2p+5q
z=p+2q.

Dat we alleen x — vy kunnen berekenen klopt, omdat we
willekeurig vaak paren x en Yy mogen toevoegen. We be-
handelen nu een paar voorbeelden.

p=1,4=0.
y—x=2
z=1;
duskiezen we x=0,y=2, - = |; hetgeen precies de reeds
bekende oplossing geeft.

p=-1,¢4=0.

y-x==2

z=~1;
dus er is geen oplossing; x, Y en z moeten immers niet ne-
gatieve, gehele getallen zijn. Hiermee is aangetoond dat
verkleinen tot de helft niet kan!

p=-l,g=1

y—x=3

z=1;
oplossingx=0,y=3,z=1,
Dus 1.25% 1.25 % 1.25 % 1.28 =250,
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p=0,g=1.
Duidelijk:

1.25%1.28 *1.28 =5.00.
Het is aardig dat we bij iedere mogelijke vergroting tot nu
toe bij iedere stap ook vergrootten. Het zou wat onhandig
zijn als we voor een vergroting met enkele procenten
eerst een vijftigvoudige vergroting zouden moeten ma-
ken en die dan weer vele malen verkleinen. Natuurlijk
kunnen we dan beter om en om vergroten en verkleinen.
Om een vergroting met een factor 128/125 te krijgen,
moeten we oplossen:

y—x=-1

z=1;
dus 0.80 * 1.28 = 128/125.
Maar als we met 1.099511627776 willen vergroten (wie
zou dat ooit willen?) moeten we vier keer vergroten met
1.28 en vier keer verkleinen met 0.80.
De vraag of een vermenigvuldiging al dan niet mogelijk
is, hangt alleen af van de waarde van p + 2¢. Als dit getal
negatief is, is de vermenigvuldiging niet mogelijk. Aar-
dig is dat van de vermenigvuldigingen met 7 en 1/t er
maar één mogelijk is (behalve natuurlijk voor t=1).

Omdat de lezers van Willem Bartjens niet voldoende re-
ageerden ga ik, nu ik een keer bezig ben, lekker nog een
poosje door. Vergroten met een factor 3, kan dat ook?
Voor de f moeten we nu gehele getallen met factoren 2, 3
en 5 tussen 70 en 150 zoeken. Het zijn:

70 =23%32%50=[32,0]
75=20%31%52=10,1,2]
80=24%30%51=(4,0,1]
81 =20%34%50=10,4,0]
90=21#%32%51 =[1,2,1]
96=25*31%50=5,1,0]
100=22#39%52=12,0,2]
120=23 %31 x51 =(3,1,1]
125=20+#30%53=10,0,3]
128 =27 #3050 =17,0,0]
135=20%33 %51 =103,1]
144 =24 %32%50=142,0]
150=21*31%52=11,1,2]

Zouden we de bovengeschetste procedure opnieuw toe-

passen, dan zouden we twaalf onbekenden moeten invoe-
ren met drie vergelijkingen.
Laten we ons maar beperken tot vergroten met een factor
3. We moeten dan precies één factor benutten met precies
één factor 3. We kunnen kiezen uit:

[0,1,2]

[5,1,0]

[3,1,1]

[1,1,2]
en moeten deze factor aanvullen met een combinatie van:

[4,0,1]

[0,0,3]

[7,0,0].

We moeten gewoon de vier keuzen uit het eerste viertal
na elkaar onderzoeken, gecombineerd met x keer [4,0,1],
y keer [0,0,3] en z keer [7,0,01.
Er zijn drie oplossingen, waarbij de derde een flauwe va-
riant van de eerste is:
1.50%1.28 % 1.25% 1.25
1.20%1.28*%1.25%1.25%1.25
0.75% 128 %128 *%1.25%1.25%1.25%1.25

Wie wil mag nog factoren 7, 11 of 13 erbij halen, maar de
aardigheid is er nu wel vanaf. Misschien is de vraag nog
aardig welke factoren a/100 met 0 < g < 500 onmogelijk
zijn te realiseren. We vonden al a = 50, maar er zijn er
vast gemakkelijk meer te vinden.

[1] De redactie van Willem Bartjens vond mijn overpein-
zingen beter in de Nieuwe Wiskrant dan in Willem
Bartjens passen. Misschien een poging om lezers van
de Nieuwe Wiskrant op te wekken ook Willem Bar-
tjens te lezen?

Een volgende puzzel in Willem Bartjens was: Zoek
breuken, die na ongeoorloofde vereenvoudiging toch
een juist resultaat leveren. Bijvoorbeeld:

16 _16 _ 1.

64 64

4;

Er zijn er vast veel meer te vinden, maar het wordt,
om het eens geleerd te zeggen, €en niet lineaire dio-
phantische vergelijking!
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