Pascal

C. de Jonge
Thycollege, Oldenzaal

Samenvatting

Het is bekend dat in de driehoek van Pascal direct de coéfficiénten van de termen in de ontwikkelingen van (a+b)n
met n€N zijn af te lezen. Uit het artikel blijkt dat ook het aantal verschillende termen in de ontwikkeling van
(ap+...... +ay)" met i, n €N direct uit de driehoek van Pascal is af te leiden.

De driehoek van Pascal blijft intrigeren.
Twee collega’s bezig met kansrekening in 4 atheneum
hoorde ik praten over het volgende probleem:

Hoeveel verschillende termen heeft
(a+b+c+d+e)i4?

Zij waren tot het vermoeden gekomen dat dit aantal
(g) was. Alsdit juist was, dan kon dat geen toeval zijn.
Op zoek dus in de drichoek van Pascal.

1) De driehoek van Pascal ontstaat door steeds twee
buurgetallen in een rij op te tellen. I.h.a.:

=@+ of
MH-"hH=E"T) "

Op elke rij van de driehoek van Pascal staan de
coéfficiénten van de termen in de ontwikkeling van

(a+b)" (neN)

Je kunt ook naar andere rijen in de driehoek kijken.

.. 0 1 2 3
rij Ag: 1,1,1,1,1,1, ... of: (0) , (0) , (0) , (0) -

1
1 2
1 3
1 4 6
1 5 10
1 6 15 20
1 7 21 35
1 8 28 56 70
1 9 36 84 126
1 10 45 120 210 256
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.. 1 2 3 4
1ij Ay 1,2,3,4,56, ... of: (1),(1),(1),(1),...

. 2y /3, 4, /5
rij A,:1,3,6,10,15,. . . of: (2) , (2) , (2) , (2) yee

A L of: (1), ‘“:1),(“:2

)

iha: A =( 7)) (de j+lste term in rij A
j=0,1,2...

Zo is te zien, dat de som van de eerste drie termen
uit rij A, gelijk is aan de derde term in rij As!
Lh.a. geldt: de som van de eerste k termen uit rij
A, is gelijk aan de k-de term uit rij A,,,.

Als je kijkt hoe de driehoek van Pascal is geconstru-
eerd dan is dat duidelijk.

Bijvoorbeeld geldt: ( 163) = ( 152) + ( 151) +

F (D &+ Q.

n—k-+1 .
Eniha:( )= 3 ()

i=1

27



“Bewijs”
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2) In het volgende geldt: a; # ajalsi # j (i, j € N).
a) Inrij A, staat het aantal verschillende termen in
de ontwikkelingen van aj} (n € N). Dit is duide-
lijk, steeds één term.
b) In rij A staat het aantal verschillende termen in
de ontwikkelingen van (ag+a;)" (n € N). Dus
het aantal termen van:

(ag+a))¥; (ag+ap!; (ap+ap)?;..... enz.

Dit volgt direct uit de drichoek van Pascal.
Het aantal termen op de horizontale rijenis 1, 2,
3, ..., enz.
c) Nurij Ay
Neem bijvoorbeeld:
(agta;+ay)® = ([ag+ay] +ay)®.
Dit ontwikkelen we en laten de coéfficiénten
weg. Er ontstaan de volgende vormen:

aantal verschillende

rij: vorm: termeninrij A;:

0 a8 1=(}

1 (ag+ap)t-ay 2=

2 (ag+ap)?-af 3=(})

7 (ag+ay)7-a 8=()

8 (ap+ ;)8 9=

totaal 45

Het is duidelijk dat de vormen in de rijen 0 t/m
8 allemaal verschillende termen bevatten.

De vorm (ag+ap)" - a; 50 heeft evenveel ver-
schillende termen als (ag+a;)". Maar déze aan-
tallen staan in rij A;!

Het aantal verschillende termen van

(ag+a,+ay)8 is dus:
O+ G+ D+ G+

Dit is dus de som van de eerste 9 termen van rij
A, dus de 9-de term uit rij A,. Dit aantal is

( 120 ) volgens (**).

Nu in het algemeen:
(ap+a;+ay)" = ([ag+a;] +ax)". Weer ontwikke-
len:

28

ST =

k+1

fCh-O+Eh=O

0
aantal verschillende

rij: vorm: termen in rij Ay:

0 az“ 1 - (})

1 | (ag+a;+ay)!-an-! 2=0)
n—1| (ap+a,+a)"'-a; n= (1)

n (ap+a;+ayn n+1= ("7
totaal: (IHl_l) + (11]) +.o

2 1. n+2, _ s
..... F O+ (=5 = A0

of de som van de eerste n+1 termen uit de rij A,
en dat is gelijk aan de n+1-ste term in rij A,.

Conclusie:

In rij A, staan het aantal verschillende termen in

de ontwikkelingen van (ag+a;+az)" met n € N.
d) Stel in rij A, staat het aantal verschillende

termen in de ontwikkelingen van (ay+a;+.....

+a;)"met n € N.

Neem (ag+a;+ax+ ... +a+a; )" =
( [a0+a1+ ..... +ai] +ai+1)“.

Weer ontwikkelen:

aantal verschillende
rij: vorm: termen inrij Aq:
0 al o
1| (ag+...+a)t-aty! (th
o= (agt ke an| (71
n (ag+ ... +ap)n (1™

: n+i+1
Samen is dat weer volgens (**): ( 1 )

Het is samen ook de som van de eerste n+1
termen uit de rij A;, dus de n+1-ste term uit rij
Ainr.

Dus in rij A;y; staat het aantal verschillende ter-
men in de ontwikkelingen van
(ap+a;+... +ta;, )t metn € N.
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3) Terug naar (a-+b+c+d+e)l4. 5) Eén gevolg:

Het aantal verschillende termen staat dus in rij Ay. (n+k) _ (n) dus:
Het is de 15-de term. k 7 'k :

4y 5,.,6.. . (apt...... +a,)k heeft evenveel verschillende ter-
Ay (4),(4),(4 ) HE en de 15-de term is in men als (ag+ .. .. Fan.
derdaad ( 148) = ( }i)! Dus met het beginprobleem:

(at+b+c+d+e)i* heeft evenveel verschillende ter-
4) Algemeen: men als:

Het aantalr:/irlfchlllende termen van (ag+.... +a)" (atbtct ... +m+nto)
is A= (747, 15 termen.
want Ay: (i), (k;:l); ...... en de n+1-ste term is
n+k
0.
deWageningse Methode
een wiskunde-methode voor havo/vwo {en mavo).
ontwikkeld vanuit de [0W0-visie op wiskundeonderwijs werkboekjes

de Wageningse Methode bestaat uit werkboekjes.

* gaat uit van contexten die aansluiten bij onze dagelijkse belevingswereld.  «
werkboekjes werken motiverend (elk boekje is ook weer een niguw begin);

* veelaandacht voor probleemoplossend denken; technieken worden inge- *

*

oefend door deze in allerlei situaties te laten uitvoeren.
hernieuwde aandacht voor ruimte- en viakke meetkunde {ook in de onder-
bouw).

zelfontdekken staat centraal

de leerling leidt zelf de theorie af, is minder afhankelijk van klassikale uit-
leg.

de leerfing kan (alleen of in kleine groepen) de stof zelfstandig doorwerk-
en; dieis daarop geschreven en (jarenfang!) herschreven; er zijn antwoor-
denboekjes en (diagnostische) zelftoetsen.

dit maakt de methode ons inziens ook erg bruikbaar voor bijzondere oplei-
dingen (avondscholen, open universiteit, enz.).

de leraar heeft ruimschoots gelegenheid aandacht te besteden aan indivi-
duele leerfingen.

adressenbestand
Wilt u meer weten van de Wageningse Methode en op de hoogte blijven van onze uitgaven, laat ons dat dan even weten. Een briefkaart naar Meijer en Siegers
B.V., t.av. WillHeykamp, Antwoordnummer 36,6860 VB Oosterbeek is voldoende om opgenomen te worden in ons adressenbestand. Wij houdenu dan opde
hoogte. (Als u aan een onderwijsinstelling verbonden bent, schrijf dan ook de naam en het adres van die instelfing op uw kaart}.

ze zijn tijdbesparend en niet duur.

er zijn antwoordenboekjes en docentenhandleidingen (waarin ook proef-
werken zijn opgenomen}; bovendien is er nog eenbundel met proefwerken
bij de onderbouw.

De methode is volledig voor de onderbouw havo/vwo en bovenbouw wiskun-
de A; volgend schooljaar verschijnen de eerste boekjes ruimtemeetkunde;
een analyseboek {wiskunde B) staat op stapel.

Er is ook een versie van de onderbouw in boekvorm die door Educaboek wordt
uitgegeven. Een mavo-editie van de Wageningse Methode is in ontwikkeling.

MEIJER & SIFGERS
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