Complexe getallen staan weer vaker op het ‘menu’ van de vwo-scholier, met name bij
wiskunde D. Maar hoe kunnen we ons de vermenigvuldiging ervan voorstellen? Een in-
trigerend instrument blijkt het complex analogon van de goede oude rekenliniaal te zijn.

Rik Biel licht een tip van de sluier op.

De complexe rekencilinder

Inleiding

Wiskundige ontdekkingsreisjes op internet kunnen
aardige vondsten opleveren, zoals het fraaie plaatje in
tiguur 2 en op de omslag van deze Nieuwe Wiskrant.
Het toont een schitterend instrument, in steampuntk-
stijl getekend door Robert Dawson'.

Wat is het, en hoe werkt het? Het is een rekencilinder
voor het vermenigvuldigen van complexe getallen, het
complexe analogon van de rekenliniaal voor de
‘gewone’ reéle getallen. Voordat we de werking van
deze cilindervormige rekenmachine uitleggen, zetten
we eerst een aantal bekende zaken op een rij. We
beginnen bij de rekenliniaal, die het product van twee
getallen benadert via de som van twee lijnstukken.
Vervolgens recapituleren we het rekenen met com-
plexe getallen. We beschouwen de complexe optelling
en de complexe vermenigvuldiging zowel algebraisch
(rekenregels) als meetkundig (visualisatie).

De complexe getallen worden doorgaans geidentifi-
ceerd met het platte vlak, maar ze kunnen ook als een
cilinder worden voorgesteld. De optelling heeft op het
platte vlak een eenvoudige, ‘natuurlijke’ vorm, terwijl
dat voor de vermenigvuldiging op de cilinder geldt.
Deze redenering volgend zullen we zien dat de com-
plexe getallen en hun bewerkingen in feite zijn geba-
seerd op de combinatie van deze beide structuren.

Dit artikel plaatst een aantal bekende begrippen in een
kader en brengt hun samenhang naar voren. We ver-
mijden formeel wiskundig jargon. Juist met alleen ver-
trouwde termen kunnen we met frisse blik kijken.

De rekenliniaal

We beginnen bij de reéle getallen en de bewerkingen
+ en x. Preciezer: we beschouwen reéle getallen x
met de optelling +, en positieve reé€le getallen r met
de vermenigvuldiging x. De exponenti€le functie
x—>e en de natuurlijke logaritme r— In(r), die

elkaars inverse zijn, verbinden de reéle getallen en de
positieve re€le getallen een op een: bij elk positief reéel
getal 7 is er precies één reéel getal x met ¢* = r, en
omgekeerd hoortt er bij elke x precies één r>0 met
In(r) = x. Bovendien voeren beide afbeeldingen de
optelling en de vermenigvuldiging in elkaar over,
omdat de volgende betrekkingen gelden:

X+ X
e Y =¢ xey,

In(rxs) = In(r) + In(s).

Deze relaties laten zien dat het niet uitmaakt of je eerst
de ene bewerking uitvoert en vervolgens de afbeel-
ding, of eerst de afbeelding en daarna de andere
bewerking.
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fig.1 De rekenliniaal.

Deze gelijkvormigheid van de structuren van de reéle
getallen met de optelling en de positieve reéle getallen
met de vermenigvuldiging is het principe van de ooit
door ingenieurs veelgebruikte rekenliniaal. Dit instru-
ment bestaat uit twee identieke logaritmische schalen,
die langs elkaar kunnen schuiven (zie figuur 1). Op de
liniaal, een deel van de reéle rechte, regeert de optel-
ling middels het achter elkaar leggen van lijnstukken,
maar via de logaritmische schalen kunnen we de over-
eenkomende vermenigvuldiging berekenen. Leg bij
het punt In(r) op de ene schaal het nulpunt
x =0 = In(1) van de andere schaal. Het punt In(s)
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op de tweede schaal geeft zodoende op de eerste
schaal de som In(r) + In(s) , wat gelijk is aan In(r x s).
Via de logaritmische schaal is het product rxs af te
lezen. De rekenliniaal met zijn logaritmische schalen
voert dus een vermenigvuldiging over in een optelling,
die eenvoudig is uit te voeren door lijnstukken aan
elkaar te leggen.

De complexe getallen

Het belang van de complexe getallen ligt in de eerste
plaats in de hoofdstelling van de algebra: elke n-de
graads veelterm heeft n complexe nulpunten. Deze
stelling garandeert dus het bestaan van oplossingen.
Dat is de kracht van het concept. Zo voldoen aan de
tweedegraads vergelijking Z2+1 =0 de twee getallen
z =1 en z, = —i. De betekenis van die oplossingen

1 2
hangt af van de context.

Het werken met complexe getallen is even wennen.
Gaandeweg wordt in het gebruik hun nut duidelijk,
maar de eerste stappen — voor mij drie decennia gele-
den als VWO-scholier in het toenmalige vak wiskunde
II - zijn onwennig. Zelfs met het voordeel van veel
achteratkennis zijn ze lastig op een aansprekende
manier te introduceren. De imaginaire eenheid
i = .J-1 komt in veel beschouwingen zomaar uit de
lucht vallen: voor complexe getallen z, = a+bi en
z, = c+di geldt:

2

z,+z, = (a+bi)+(ct+di) = (atc)+(b+d)i,

2,2,= (a+bi)(c+di) = ac+adi+bei+bdi” =
(ac-bd)+(ad+bo)i.
De definitie van complexe getallen als geordende
paren re€le getallen z = (a, b) is bevredigender, maar
dan nog moet je naast de natuurlijke, componentsge-
wijze optelling:

(a,b)+(c,d) = (a+c,b+d)

de minder voor de hand liggende vermenigvuldiging
aannemen:

(a,b)(c,d) = (ac—bd,ad+bc).

Meestal worden de complexe getallen zonder meer
gelijkgesteld aan de punten van het platte vlak. Het
vlak met rechthoekige coérdinaten a en b is immers
de natuurlijke weergave van de getallenparen
z = (a,b). De optelling komt dan meetkundig neer
op het kop-aan-staart leggen van twee vectoren die
een parallellogram opspannen. De resultante van de
vectoren visualiseert de complexe som.

De complexe vermenigvuldiging blijkt op het platte
vlak toch ook een betrekkelijk eenvoudige gedaante te
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hebben: die van een draaistrekking, de samenstelling
van een draaiing en een schaling. Dat is beter in te zien
door de punten in het platte vlak uit te drukken in de
poolcodrdinaten r en 6. In de vorm z = (r, 6) stelt
r>0 de lengte van de straal voor (het lijnstuk tussen
de oorsprong en het beschouwde punt), en is
0<0<2n de hoek tussen de a -as en de straal. De vol-
gende afbeelding ® en bijbehorende inverse @ leg-
gen het verband tussen (a, b) en (r,0):

d(a,b) = (,0) = (A/a2 +b° tan (a, b)) ,
@ '(r,0) = (a,b) = (rx cos(0), r x sin(0)).

-1 . .
tan (a,b) is de inverse van de tangens voor de
waarde b/a, die op basis van de tekens van a en b de
hoek 0<8 <2n in het juiste kwadrant bepaalt.

Voor complexe getallen z, = (1,8) en z, = (s, &)

geldt (met toepassing van de somformules van sinus

en cosinus):

z,z,= (rx cos(0),r x sin(0))(s x cos(§), s x sin(§)) =
((rxs) x(cos(0) x cos(&) —sin(0) x sin(§)),
(rxs)x(cosO x sin(§) +sin(0) x cos(&))) =
(rxsxcos(0+E), rxsxsin(0+§))

in rechthoekige co6rdinaten.

In poolcoérdinaten luidt de complexe vermenigvuldi-

ging dus:
(r,0)(s, &) = (rxs,(06+&modan),

waarbij de lengte van de straal het product is van de
lengtes van de afzonderlijke stralen, en (6 +&)mod2n
de hoek is die wordt bereikt door de straal eerst vanuit
de a-as over de hoek 0 te draaien en aansluitend over
de hoek & (Als de som 6 +& groter is dan 2n, wordt
er 2n van afgetrokken, zodat die uitkomst kleiner is
dan 2n). De draaiing is eenvoudig genoeg voor te stel-
len, maar de vermenigvuldiging van lengtes is minder
makkelijk. Kunnen we gebruik maken van de manier
waarop de rekenliniaal de vermenigvuldiging van
‘gewone’ getallen uitvoert en visualiseert met een
optelling van lijnstukken?

De rekencilinder

De meetkundige interpretatie van de complexe getallen
en hun bewerkingen vindt vrijwel altijd plaats op het
platte (a, b) -vlak. @ ' beeldt het (7, 0) -raster af op de
lijnen (a, b) = (r x cos(0), r x sin(P)), r vasten 6 vari-
abel (concentrische cirkels met de oorsprong als mid-
delpunt), respectievelijk 6 vast en r variabel (half-
rechten vanaf de oorsprong). Maar het kan ook
andersom. De complexe getallen in de vorm z = (r, 6)
hebben als natuurlijke weergave een halfoneindige cilin-



dermantel met als codrdinaten de lengte r en de hoek
0. Nu is het tijd de rekenliniaal erbij te halen om de ver-
menigvuldiging r x s te vereenvoudigen tot een optel-
ling. Zo komen we uit op een derde vorm z = (x, 6)
voor complexe getallen, voorgesteld als een oneindige
cilindermantel met als cotrdinaten de lengte x en de
hoek 6. De complexe vermenigvuldiging is dan terug-
gebracht tot optellen en draaien:

(x,0)(Y,&) = (x+y,(6+&modan).

Optellen van x en y komt neer op het aan elkaar leg-
gen van lijnstukken. Optellen van 6 en & komt over-
een met draaien over hoeken. Complex vermenig-
vuldigen, de samenstelling van de twee stappen, is dus
schuiven en draaien van een cilinder!

De rekencilinder voor het vermenigvuldigen van com-
plexe getallen is een vaste cilinder en daaromheen een
doorzichtige beweeglijke cilindermantel (zie figuur 2).
Het (a, b) -raster wordt erop afgebeeld met de lijnen

(x,0) = (ln(A/a2+b2), tan_l(a,b)) , a vast en b
variabel (de zwarte lijnen), respectievelijk b vasten a
variabel (de rode lijnen — hier weergegeven als grijs).
Een punt z = a+bi ligt op het snijpunt van de
(zwarte) lijn door (In(lal),0) voor a>o0 danwel
(In(lal), ) voor a<o, en de (grijze) lijn door
(In(|b]), =/2) voor b>0 danwel (In(|b]),3n/2) voor
b<o. Leg het punt (x,8) = (0,0) = (In(1),0) op de
transparante cilindermantel over één van de factoren
op de vaste cilinder. De andere factor op de transpa-
rante cilindermantel ligt dan over het punt op de vaste
cilinder dat het product van de twee factoren is. Een
meer wiskundige beschrijving van een en ander vindt
u in de bijlage bij dit artikel die online beschikbaar is?.
Daar vindt u ook figuur 2 in kleur.

Conclusie

We hebben een oud instrument bekeken, dat het ver-
menigvuldigen van complexe getallen uitvoert en
tegelijkertijd visualiseert. De onderliggende wiskunde

fig. 2 De rekencilinder.

De rekencilinder voor het vermenigvuldigen van complexe getallen is een vaste cilinder en daaromheen een doorzichtige beweeglijke ci-
lindermantel. Leg het punt (In(1),0) op de transparante cilindermantel over één van de factoren op de vaste cilinder. De andere factor op
de transparante cilindermantel ligt dan over het punt op de vaste cilinder dat het product van de twee factoren is. Illustratie gemaakt en

voor dit artikel ter beschikking gesteld door Robert Dawson.
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is interessant en zeker niet ouderwets, nu het onder-
werp van de complexe getallen steeds prominenter op
de agenda van het vak wiskunde D komt te staan. Mis-
schien inspireert het u tot het richting geven aan een
werkstuk van uw leerlingen.

Rik Biel

Noten

[1] Met dank voor de toestemming die Dawson ver-
leende voor het gebruik in dit artikel.

[2] Zie http:/ /www.fi.uu.nl/wiskrant/.
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