Het algebravraagstuk staat centraal in het onlangs verschenen boek Wat a is, dat kun
je niet weten. Als voorproefje hier een bewerking van een van de hoofdstukken. Al-
gebra staat niet op het ‘hoofdmenu’ van wiskunde in de tweede fase, terwijl algebrai-
sche vaardigheden toch op allerlei momenten onmisbaar zijn. Paul Drijvers
onderscheidt basisvaardigheden en symbol sense en licht toe hoe hieraan in de

tweede fase kan worden gewerkt.

Algebraische basisvaardigheden en symbol sense
In de tweede fase van HAVO en vwO

Algebrain een ander verband

Algebra en de tweede fase, dat is een wat tweedachtige
combinatie. Enerzijds maken leerlingen gebruik van
hulpmiddelen zoals formulekaart en grafische rekenma-
chine, anderzijds worden ze geacht in staat te zijn alge-
braische bewerkingen met de hand uit te voeren. Algebra
staat nauwelijks expliciet op het programma— dat hoofd-
zakelijk uit analyse, meetkunde en kansrekenen/statistiek
bestaat — terwijl toch op algebraische vaardigheden een
beroep wordt gedaan. Dit leidt tot een hybride en onbe-
vredigende onderwijspraktijk.

In het artikel Discrete algebra beschrijft Martin Kindt
hoe een leerling van vwo-4 in een meetkundige situatie
niet in staat is de formule

(aantal hoeken - 2) x 180
aantal hoeken

te herleiden tot 180—3%0 (Kindt, 2000). Deze observatie
geeft aan waar de problemen liggen met algebra in de
tweede fase van HAVO en vwo: leerlingen missen de al-
gebraische vaardigheid waaraan in een ander verband —
een nieuwe, geintegreerde context — behoefte is. Hier-
door vormt algebra een obstakel dat de voortgang bij de
probleemaanpak kan belemmeren. Over deze kwestie
gaat dit artikel. Laten we eerst proberen de problematiek
in kaart te brengen.

Aarzelingen bij algebraische vaardighe-
den

Op verschillende manieren komen de aarzelingen over
het algebraonderwijs in de tweede fase hv aan het licht.
Om te beginnen zijn wiskundedocenten vaak niet tevre-
den. De onvrede richt zich voornamelijk op de gebrekki-
ge beheersing van algebraische basisvaardigheden van
leerlingen, zoals die in het voorbeeld hierboven naar vo-
ren komt. Soms wordt hierbij beschuldigend naar de on-
derbouw gewezen.

Ook de examenresultaten geven stof tot nadenken. Items
waarin algebraische vaardigheden voorkomen, scoren
vaak dechter dan andere onderdelen. In een opgave van

het centraal examen HAVO-A12 (eerstetijdvak 2003) zijn
bijvoorbeeld een kostenfunctie TK en een opbrengstfunc-
tie TO gegeven. Dewinstfunctie Wis het verschil van die
twee:

TK = 0,1q3—q2+6q+6
TO = 6q
W= TK-TO

Devraag is nu om de afgel eide van W te bepalen en daar-
mee de productie te berekenen waarbij de winst maxi-
maal is. Het antwoord moet een geheel aantal zijn. De op-
lossing komt neer op de volgende stappen: de formule
van W opstellen, deze derdegraads functie differentiéren,
en de waarden van q vinden waarvoor de afgeleide gelijk
isaan 0. De te differentiéren functie is een gewone veel-
termfunctie en de vergelijking kan worden opgelost met
de grafische rekenmachine. Toch is de gemiddel de score
van dit onderdeel slechts 18% van het maximum. Hoe
komt dat? Waarschijnlijk kunnen veel leerlingen de deel-
stappen, het differentiéren en het oplossen van de verge-
lijking met de GR, afzonderlijk wel correct uitvoeren. De
slechte score zou veroorzaakt kunnen worden door ge-
brek aan overzicht op het oplossingstraject als geheel
(Zwaneveld, 2004).

Ook in de examenswiskunde B scoren algebraonderdelen
vaak niet goed. Docenten hebben de wens geuit om met
name bij de HAVO-B examens meer algebra te vragen.
Ook Boertien (2005) wijt de matige resultaten bij alge-
bra-items aan de stapeling van stappen, en noemt de in-
voering van het studiehuis met een teruglopend aantal
contacturen als een van de mogelijke oorzaken. Hij stelt
dat meer algebra, in elk geval op het CE van HAVO-B, tot
slechtere resultaten zou leiden.

In het vervolgonderwijs is men niet tevreden over de al-
gebraische vaardigheden van de instromende studenten.
Met name de technische universiteiten roeren zich op dit
punt, onder andere door ingangstoetsen in te voeren om
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deficiénties van studenten op te sporen. Een voorbeeld-
item uit een dergelijke toets is de vraag om de volgende
uitdrukking als één breuk te schrijven:

3a a+?2

3a-2 a

De score is niet bemoedigend: 27 van de 86 eerstejaars-
studenten werktuigbouwkunde van de Technische Uni-
versiteit Eindhoven zijn in staat deze bewerking correct
uit tevoeren®. Dergelijke ervaringen leidden tot noodkre-
ten uit het vervolgonderwijs.

Basisvaardigheden en symbol sense

Bij het analyseren van de problemen rond algebra in de
tweede fase is het goed onderscheid te maken tussen al-
gebraische basisvaardigheid en symbol sense. Neem bij-
voorbeeld het oplossen van eenvoudige vergelijkingen en
het vereenvoudigen van uitdrukkingen. Kemme (2002)
noemt dit specifieke algebraische vaardigheden, alge-
braisch rekenen. Hoe ver de beheersing van deze alge-
braische basisvaardigheid moet gaan, is onderwerp van
discussie, maar het lijkt wel duidelijk dat het belangrijk is
om een aantal basisbewerkingen geroutineerd en zonder
veel fouten te kunnen uitvoeren.

Maar algebrais meer dan het beheersen van basisvaardig-
heden; het gaat ook om het kiezen van een verstandige
strategie om een probleem aan te pakken, het opstellen
van een model, het houden van overzicht op het oplos-
singsproces, het verstandig kiezen van vervolgstappen,
het globaal kijken naar expressies, het onderscheiden van
relevante en minder relevante kenmerken, het zinvol in-
terpreteren van resultaten, enzovoorts. Kemme noemt dit
algebraisch redeneren. In de vakliteratuur wordt dit wel
symbol sense genoemd (Arcavi, 1994; Drijvers, 2003).
Symbol senseisvoor algebrawat ‘ number sense’ isvoor
rekenen: een soort algebraische expertise die vaak op de
achtergrond een rol speelt bij het plannen en uitvoeren
van basi sbewerkingen. Deze ‘ algebraische gel etterdheid’
behelst dus kennis van achterliggende concepten en stra-
tegische vaardigheden die de uitvoering van de basisrou-
tines overstijgt en stuurt.

Algebraische vaardigheid

o T

basisvaardigheid symbol sense
« algebraisch rekenen « algebraisch redeneren
e procedurele routine « strategische vaardigheid

fig. 1 tweedeling binnen algebraische vaardigheid

Figuur 1 geeft het onderscheid tussen basisvaardigheid
en symbol sense schematisch weer. Natuurlijk is een
scherpe grens niet goed te trekken en kan het een niet
zonder het ander bestaan. Bij algebraisch redeneren zal
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op de achtergrond ook rekenvaardigheid een rol spelen,
omdat redeneren pas goed mogelijk isals je de bewerkin-
gen enigszins ‘in de vingers hebt’. Andersom zal bij het
algebraisch rekenen ook enig redeneren nodig zijn, zeker
als de ‘automatische piloot’ hapert of als de situatie af-
wijkt van de gebruikelijke.

Deze tweedeling kan helpen de moeilijkheden met alge-
brain de tweede fase te lokaliseren. De klachten uit het
veld en uit het vervolgonderwijslijken zich toe te spitsen
op delinkerkolom, die van de basisvaardigheid. De vraag
is echter of het probleem niet minstens voor een dedl in
het ontbreken van symbol sense ligt. In de volgende pa-
ragrafen gaan we na wat basisvaardigheden en symbol
sense in de tweede fase kunnen inhouden.

De ontwikkeling van algebraische basis-
vaardigheid

De ontwikkeling van algebraische basisvaardigheid be-
treft de linkerkolom van figuur 1. Welke basisroutines
moet een leerling in de tweede fase vlot beheersen? De
twee belangrijkste zijn het herschrijven van algebraische
uitdrukkingen en het oplossen van vergelijkingen.

Het herschrijven van algebrai'sche uitdrukkingen (expres-
sies, vormen) ishet lastigst. Dit omvat technieken als ont-
binden in factoren, haakjes uitwerken, werken met mach-
ten en wortels, breuken onder én noemer brengen,
breuksplitsen en algebraisch substitueren. Het oplossen
van vergelijkingen is wat overzichtelijker, a blijven go-
niometrische vergelijkingen lastig en moet een vergelij-
king vaak eerst worden herschreven voor één van de stan-
daardalgoritmen kan worden toegepast.

In de onderbouw hebben de leerlingen a kennis gemaakt
met deze basisvaardigheden, maar in de tweede fase ver-
andert er een en ander. Dikwijls moeten tijdens het oplos-
singsproces bijvoorbeeld meerdere stappen worden ‘ ge-
stapeld’ . Ook doet de algebra zich regelmatig in een ande-
re context voor, zoals analyse, meetkunde, kansrekenen/
statistiek, natuurkunde of economie. Verder wordt het re-
pertoire aan functies uitgebreid met goniometrische, ex-
ponentiéle en logaritmische functies, net zoals het arse-
naal aan agebraische technieken wordt uitgebreid, onder
andere met het toepassen van regels voor differentiéren.

Het uitbouwen en onderhouden van deze basisroutines
vraagt expliciete aandacht. We pleiten er dan ook voor
ook in de tweede fase tijd in te ruimen voor agebraoefe-
ningen. Dergelijke oefeningen kunnen uit een context af-
komstig zijn, of een puur algebraisch karakter hebben.
Overigens is onderhouden niet synoniem met veel oefe-
nen, maar omvat dat ook het onderhoud van de onderlig-
gende inzichten.

Ontwikkelen, oefenen en onderhouden van basisvaardig-
heden kan in de tweede op verschillende manieren gebeu-
ren. Een eerste invalshoek is het uitbuiten van veel voor-



komende fouten of misverstanden. Confronteer leerlin-
gen bijvoorbeeld met veelgemaakte algebraische fouten
of laat hen zelf een foutieve algebraische aanpak beden-

ken. 2
Mogelijk worden dan voorbeelden als LI ] of

/\2_g = x_3 haar voren gebracht. In dezxelfde sfeer ligt

het herkennen en verklaren van e%uivalenties Denk bij-
voorbeeld aan (1-x)° = (x-1)°, 3P =1.1p of
m+l_ . _1 2 "~ 22

m+2 m+2°

Gegeven de functies A en B met A(x) = x—1 en
B(x) = x3+x2+x+1.

a. Bereken de afgeleide van de productfunctie A-B
met behulp van de productregel.

b. Je kunt de afgeleide van A - B ook op een handi-
ger manier berekenen. Hoe?

c. Ga na of de antwoorden bij de onderdelen a en b
op hetzelfde neerkomen.

fig. 2 twee manieren van differentiéren

Ook nieuwe onderwerpen kunnen aanleiding zijn tot het
oefenen van algebraische routines. Figuur 2 toont een oe-
fening in het differentiéren, afkomstig uit Kindt ea
(1997). Onderdeel ais een toepassing van de productre-
gel, waarbij het antwoord nog verder moet V\Z/orden ver-
eenvoudigd: (X" +X"+x+ 1)+ (x—=1)-(3x"+2x+ 1)
is een nogal onoverzichtelijk resultaat. Bij onderdeel bis
de suggestie om eerst het product uit te werken. Dat geeft
een eenvoudig te differentiéren functie. Bij onderdeel ¢
wordt gevraagd de equivalentie van de twee antwoorden
na te gaan. In deze opgave is sprake van een samenspel
tussen uitwerken en differentiéren. Het kiezen van een
handige volgorde vraagt om een algebraische expertise
die onderdedl isvan symbol sense.

Het afleiden van de productregel voor differentiéren uit
de kettingregel is eveneens een algebraisch kunststukje,
dat behalve oefening ook inzicht in de samenhang tussen
de regels voor differentiéren biedt. We korten f(x) en
g(x) af totfeng.

(f+9)° = £ +2f. g+ g
Links en rechts differentiéren met de kettingregel geeft:
2(f+g)-(f'+g) = 2f-f'+2(f-g)" +29- ¢

Nadeling door 2 en uitwerken van haakjes valt er een en
ander weg. Wat overblijft is:

g-f'+f-g" = (f-9)

Ook analytische meetkunde kan aanleiding zijn tot het
werken aan algebraische routine. Hoe bewijs je bijvoor-
beeld dat de Lissajouskromme met parametervoorstelling
[cos(t), cos(2t)] een parabool is? Dat gaat als volgt:

y = cos(2t) = 2-(cost)2—1 = 2x2—1

Een wat interessantere vervolgvraag is om andere waar-
de(n) voor a te vinden, waarvoor de kromme
[cos(t), cos(2t + a)] eveneens een parabool is. Parameter-
krommen zoal sfiguren van Lissgjous, dieleerlingen met de
grafische rekenmachine kunnen tekenen, vormen eenrijke
bron voor het ontwikkelen en oefenen van algebraroutine.

De laatste twee voorbeelden laten zien dat de analyse
aanleiding kan zijn tot het oefenen van a gebra; daarnaast
kan ook losvan het onderwerp dat aan de orde is aandacht
worden besteed aan algebrai'sche basi svaardigheden.

De ontwikkeling van symbol sense

Behalve basisvaardigheid verdient ook de ontwikkeling
van symbol sense, aangeduid in de rechterkolom in fi-
guur 1, meer aandacht in de tweede fase. Symbol sense
speelt vaak op de achtergrond een rol bij het plannen,
coordineren en interpreteren van basisbewerkingen.
Meer specifiek denken we bij symbol sense aan:

» Heuristieken om tot een probleemaanpak of strategie
te komen, het vermogen om daarop overzicht te hou-
den, om daarbinnen handige keuzes te maken of, als
een dtrategie vastloopt, om een andere invalshoek te
zoeken.

* Het vermogen om globaal naar expressies en formu-
leste kijken, om de structuur van expressies en subex-
pressies te herkennen, om de betekenis van symbolen
in de context te zien en om expressies op een andere
manier weer te geven.

» Het vermogen tot algebraisch redeneren. Denk hier-
bij aan kwalitatieve beschouwingen over termen en
factoren in expressies, aan symmetrieoverwegingen
of redeneringen met randgevallen.

Voor elk van deze drie punten schetsen we hieronder op

welke manier er in de klas aandacht aan kan worden be-

steed.

Heuristieken

Het isvan belang dat leerlingen een repertoire aan heuris-

tieken ontwikkelen voor het oplossen van algebraische

problemen (Freudenthal, 1983; Polya, 1945; Sawyer,

1969; van Streun, 1989). Een docent kan hieraan aan-

dacht te besteden door een aantal overstijgende vragen

aan de ordete stellen, zoals:

*  Waar wil je op uitkomen, waar moeten we heen?

» Wat kan een verstandige eerste stap zijn?

* Hoe kun je de complexiteit terugbrengen?

* Kunjehet probleem in verband brengen met iets waar
we wel raad mee weten?

e Zijnerrandgevallen die je kunt controleren?

e Hoekwam het dat je dit niet zelf zag?

* Welk idee maakte dat je hiermee verder kon?

Door op deze manier op de algebraische werkwijze te re-

flecteren, wordt het repertoire aan heuristieken voor stra-
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tegieén en probleemaanpak uitgebreid. Laten we twee
voorbeelden geven.

De productregel voor differentiéren kan worden nage-
gaan voor het eenvoudige geval dat één van de twee func-
ties constant is. Dat levert een controlemogelijkheid op,
die vertrouwen geeft in de formule. In stenonotatie:
(3-f) =3 -f+3.-f'=3-f".

Bij het oplossen van vergelijkingen is een goede oefening
om in vrij ingewikkelde situaties te bedenken wat een
verstandige eerste stap is. Uitwerken van de haakjes in
(x=1)- (x2 + 1) = 0 isgeen efficiénte weg naar de op-
lossing. Bij het oplossen van cos(2x) +2- sin(x) = 0
kan cos(2x) beter worden vervangen door
1-2. (sinx)2 dandoor 2 - (cosx)” —1. In het verleng-
de hiervan kan het geen kwaad enkele standaardtypen
van vergelijkingen te herhalen zoals:

A-B=0sA=00B=0

g =0sA=0enB=0
Hierin staan A en B voor algebraische expressies, wat
voor leerlingen mogelijk even wennen is. Let ook op het
gebruik van en en of.
Het kiezen van een handige manier van herschrijven
speelt niet aleen bij vergelijkingen. Ook bij functies is
het van belang een geschikte vorm te vinden. Zo zijn bij-
voorbeeld f(x)2: X —4x+3, f(x) = (x=1)-(x=-3),
f(x) = (x=2)"=1 en f(x) = x-(x—4)+3 equiva-
lente gedaanten, die echter verschillende aspecten bena-
drukken. De eerste vorm is handig bij differentiéren, de
tweede laat de nulpunten zien, in de derde is de top af te
lezen en de vierde is de zogeheten Hornervorm. Flexibel
omgaan met dergelijke vormen maakt deel uit van sym-
bol sense en verdient aandacht.

Globaal kijken naar expressies en formules

Het vermogen om formules en expressieste‘lezen’ iseen
belangrijke algebraische deskundigheid. Onderdeel daar-
van is het ontwikkelen van een ‘totaalblik’ op expressies
en formules.

In de vergelijking v- J/u = 1+2v- J/1+u is bijvoor-
beeld de clou dat leerlingen deze kunnen zien als
v.[1=1+2-v-O,waarbij deinhoudvan[J] en O
er nu even niet toe doet (Gravemeijer, 1990). Leerlingen
kunnen zo'n globale kijk op formules ontwikkelen door
met contexten te werken waarin deelexpressies een eigen
betekenis en naam hebben. Een voorbeeld hiervan is het
probleem van de snelste route voor James Bond (Kindt,
1993). James Bond bevindt zich in een bootje drie kilo-
meter van de kust en wil strandpaal S38 bereiken (zie fi-
guur 3). De roeisnelheid is 6 km/u en op het strand rent
hij met een snelheid van 12 km/u. De vraag is op welk
punt op het strand hij moet afkoersen om zo snel mogelijk
het doel te bereiken.
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fig. 3 de missie van James Bond

Om dit probleem met algebra aan te pakken moet eerst

een variabele worden gekozen. Daar zijn verschillende

mogelijkheden voor. Alswe de afstand van A tot de lan-

dingsplaats x noemen, isde totale tijd T gelijk aan:
2.2

NX +3  4-X

T =5 12

Het isgoed om de betekenis van de degl expressies aan de
context en de figuur te koppelen: /x2+ 32 stelt de te va-
ren afstand voor, 4 —x is de loopafstand waarbij de 4 de
afstand tussen A en Sis, en de twee noemers staan voor
de twee snelheden.

Nu komt de algebraische routine van pas: de tijdfunctie
met de kettingregel differentiéren, de afgeleide gelijk aan
0 stellen en de vergelijking oplossen. V anwege de wortel
en de kwadraten is dit niet heel eenvoudig, maar globaal
kijken levert in elk geval op dat het kwadraat in 32 aleen
maar een afleider is.

De vergelijking van de afgeleide is:

x 1
6x2+32 12
Alsde afgeleide gelijk is aan O geldt dat

X 6

:1—2’
x2+32

T'(x) =

ofwel de verhouding tussen de roeiafstand en het ‘ com-
plement’ van de loopafstand is gelijk aan de verhouding
van de snelheden. Deze verhouding is overigens gelijk
aan de sinus van de hoek die de vaarroute moet maken
met de ‘loodlijn’ naar het strand.
Terugkijkend in defiguur blijkt verder dat de afstand AS,
in het voorbeeld gelijk aan 4, in de afgeleide niet voor-
komt. Dat betekent dus dat de koers van het bootje niet
afhangt van de plaats van de strandpaal, zo lang die maar
ver genoeg weg staat. Verrassend resultaat! Dat kan ook
. . . . L A=X
algebraisch worden ingezien: indeformulevan Tis =5~
gelijk aan 1i2-1—X2 en de constante term valt weg bij dif-
ferentiéren.
Door de strandpaal nu landinwaarts te verplaatsen, kan
deze situatie worden uitgebouwd naar die van de breking
van licht bij de overgang van twee mediamet verschillen-
de voortplantingssnelheden. Het algebraische rekenwerk
wordt dan iets gecompliceerder. Het nagaan op welke
plaatsen in de berekening er iets verandert draagt bij aan
het doorzien van de structuur van de formules.



Alsleerlingen door deze stijl van werken leren globaal te
kijken naar expressies en formules, helpt hen dat irrele-
vanteinformatie te negeren en zich te concentreren op es-
sentiéle kenmerken. Daardoor zijn ze beter bestand tegen
complexere algebraische situaties.

Bij het leren herkennen van de structuur in een alge-
braisch verband is het soms goed om boven de situatie uit
te stijgen. Neem bijvoorbeeld de regel s voor verwachting
en variantie in de kansrekening. Voor de verwachting
geldt:

E(a-X+b) = a-E(X)+b

In woorden: de verwachting van delineaire combinatieis
de lineaire combinatie van de verwachting. Dat lijkt van-
zelfsprekend, maar voor variantie en standaardafwijking
gaat het niet op:

Var(a- X+b)
c(a-X+b)

a2-Var(X)
la - 5(X)

Deze gelegenheid kan worden aangegrepen voor op-

drachten die de kansrekening ontstijgen, zoals:

* Geef voorbeelden van lineaire en niet-lineaire ver-
banden.

*  Vermenigvuldigen van een som komt op hetzelfde
neer as optellen van twee vermenigvuldigingen.
Schrijf dit op in formuletaal.

e ‘De...vande___ isgelijkaande____ vande...’
Vul zelf ietsin voor .... en ___ zodat de bewering
waar wordt, maar ook iets dat de bewering onjuist
maakt. Denk bijvoorbeeld aan machten, wortels en
goniometrische functies.

Op deze manier krijgen leerlingen gevoel voor lineariteit

als algemeen structureel algebraisch idee, dat uitstijgt bo-

ven specifieke situaties.

Algebraisch redeneren

Bij algebraisch redeneren neemt deleerling af stand tot de
basisroutines. Naast of in plaats van algebraische proce-
dures zijn ook kwalitatieve algebraische redeneringen
manieren om tot resultaat te komen. In zulke redenerin-
gen spelen bijvoorbeeld symmetrieoverwegingen een rol,
het globaal kijken naar expressies, of het identificeren
van ‘winnendefactoren’ in een a gebraisch krachtenspel.

Een opgave die uitnodigt tot algebraisch redeneren staat
in figuur 4 (Doorman e.a.,, 1994). De grafieken die met
een grafische rekenmachine kunnen worden getekend (fi-
guur 5), suggereren dat elk van de functies voor x = 1
een extreme waarde bereikt. Dat moet algebraisch wor-
den geverifieerd, wat neerkomt op het differentiéren van
de vier functies en het substitueren van de x-waarde. Bij
onderdeel ¢ volgt dan de generalisatie: is het zo dat elke
differentieerbare functie met deze agebraische eigen-
schap ook een extreme waarde heeft voor x = 17? Dat
blijkt zo te zijn. De leerlingen kunnen dat aantonen door

f(1/x) in het algemeen met de kettingregel te differentié-
ren en dan de gegeven eigenschap te gebruiken.

Een redenering is hier misschien zeker zo verhelderend.
Als je x door 1/x vervangt, blijft x = 1 op zijn plaats.
Alle getallen groter dan 1 verplaatsen zich naar het ge-
bied tussen 0 en 1, en andersom. Alsde grafiek rechtsvan
1 stijgt, dan zal dielinksvan 1 dusdalen. Dat betekent dat
erbij x = 1 een minimum optreedt. Op dezelfde manier:
als de grafiek rechts van 1 daalt, dan zal die links van 1
stijgeneniser een maximumbij x = 1.

Voor alle X> 0 zijn de volgende functies gedefinieerd:

_ 1 _y3. 1
f00 = x+7 fo(x) = x v

— 1 _ 4x
f3(x)_ﬁ<+7x+2 f4(x)-X2+1

Deze vier functies hebben een eigenschap gemeen,
narpelijk dat voor elke x uit het domein geldt:
1(3)=100.

a. Toon aan dat fq, f,, f3 en f, aan deze eigenschap
voldoen.

b. Bekijk de grafieken van deze vier functies. Welke
overeenkomsten vertonen ze in de punten met x-
coordinaat 1? Verifieer deze overeenkomst alge-
braisch.

c. Toon aan dat de bij b gevonden eigenschap geldt
voor elke differentieerbare functie waarvoor geldt
dat f(%) = f(x) voor alle x uit het domein.

fig. 4 functies met eenzelfde eigenschap

4

fig. 5 degrafieken van de vier functies

Gedifferentieerde conclusies

Dit artikel is een pleidooi voor een grotere plaats voor al-
gebra in de tweede fase, waarbij aandacht wordt besteed
aan de ontwikkeling van routine om basi sbewerkingen te
kunnen uitvoeren, en van symbol sense om deze basisbe-
werkingen handig te kiezen, te evalueren en te beredene-
ren. Basisvaardigheden en symbol sense, in feite uitein-
den van een continu glijdende schaal, zijn aspecten van
algebraische vaardigheid die elkaar beinvlioeden. Basis-
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vaardigheden staan letterlijk aan de basis van symbol
sense en symbol sense is van belang bij het plannen en
doorzien van basisvaardigheden.

Meer aandacht dus voor algebraische basisvaardigheden
en symbol sensein detweede fase, maar voor alleleerlin-
gen op dezelfde manier? Op welke manier eigenlijk? En
welke rol speelt de grafische rekenmachine daarbij?
Schetsmatige antwoorden op deze vragen vormen het
slotvan dit artikel.

Welke basisvaardigheden en op welke manier?
Devoorbeeldenin dit artikel zijn niet voor alleleerlingen
van de tweede fase even relevant. Het niveau en het type
basi sroutines verschilt per schooltype en profiel.

Voor HAVO M is de benodigde basi sroutine beperkt. V oor
zover de basisvaardigheden een rol spelen, kunnen ze
voor een aanzienlijk deel worden uitgevoerd met de gra-
fische rekenmachine. De nadruk ligt eerder op algemene
symbol-sensevaardigheden zoals het kiezen van een op-
lossingsstrategie en het interpreteren van resultaten. Het
voorbeeld van de winstfunctie (CE HAVO A12, 2003)
geeft de bovengrens aan voor EM, en gaat misschien te
Ver voor CM.

Voor HAVO N en VWO M wordt meer gevraagd op het ge-
bied van a gebraische basisroutines. Met name de HAvVO-
leerling die een technische vervolgopleiding kiest, heeft
een behoorlijke formulevaardigheid nodig. Het voor-
beeld van de productregel geeft aan waar de grensligt. Si-
tuaties die meer algebraische basisroutine vereisen kun-
nen beter met de grafi sche rekenmachine of ander 1ICT-ge-
reedschap worden aangepakt.

Voor vwo N vraagt het vervolgonderwijs de meeste
handmatige vaardigheden. Voor deze groep leerlingen
zal 1cT-gebruik dus eerder het werk met pen en papier
aanvullen dan vervangen. Het vergelijken van de traditio-
nele aanpak met de IcT-methode kan hierbij waardevol
zijn. Als meer tijd wordt besteed aan ontwikkeling, on-
derhoud en oefening van algebraische vaardigheden, zou
een opgave die van defiguren van Lissgjousvoor dit type
leerling geen probleem mogen zijn.

Een precieze afbakening van het repertoire aan algebrai-
sche basisvaardigheden dat een leerling moet ontwikke-
len zou in de nabije toekomst verder moeten worden uit-
gewerkt, zodat docenten, uitgevers en examenmakers
weten waar het algebraonderwijs op aanstuurt.

Op welke manier kan in de klas aan het ontwikkelen en
het onderhouden van algebrai'sche vaardigheden worden
gewerkt? Het ontwikkelen van nieuwe vaardigheden, zo-
als het toepassen van regels voor differentiéren of het op-
lossen van exponentiéle vergelijkingen, komt in het pro-
grammavanzelf aan de orde. Het is dan zaak om voldoen-
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detijd uit te trekken voor het opbouwen van een stabiele
techniek.

Bij het onderhouden van algebraische basisvaardigheden
kunnen ten eerste de kansen die zich in het programma
voordoen worden benut. Dat betekent dat het gebruik van
een procedure in de context van een analytisch, meetkun-
dig of datistisch probleem wordt uitgebuit om deze weer
op te frissen en te oefenen. Daarnaast is het mogelijk om
apart, aan het begin van elke les, of elke week een half
lesuur, aandacht aan algebraische vaardigheden te beste-
den. Het voordeel van deze laatste aanpak is dat deze vaar-
digheden centraal staan; het nadeel kan zijn dat algebralos
staat van de toepassingen, waardoor de transfer in gevaar
kan komen. Verder ishet aan te houden om bij de te onder-
houden vaardigheden ook verband te leggen met het waar-
om van de methode en met de achterliggende inzichten.

Welke symbol sense en op welke manier?

De voorbeelden diein dit hoofdstuk het belang van sym-
bol senseillustreren zijn evenmin voor alleleerlingen van
de tweede fase belangrijk.

Voor HAVO M ligt de nadruk op algemene symbol-sense-
vaardigheden zoals het doorzien van een eenvoudig alge-
braisch model, het kiezen van een oplossingsstrategie en
het interpreteren van resultaten. Het voorbeeld van het her-
kennen van typen vergelijkingen geeft aan dat het bij het
kiezen van strategieén om vrij elementaire gevallen gaat.

Voor HAVO N en VWO M gaat de benodigde symbol sense
wat verder. Denk aan vertaal- en modell eervaardigheden,
aan inzicht in structuur en betekenis van formules en ex-
pressies, en aan kwalitatieve redeneringen met formules.
Het voorbeeld van James Bond geeft aan waar hier de
grensligt.

Voor vwO N zijn modelleren, interpreteren en redeneren
natuurlijk eveneens van belang, maar is het ook goed om
van een hoger standpunt tegen algebra aan te kijken. Het
gaat dan om een kijk op overstijgende idéeen zoals li-
neariteit, equivalentie en structuur van formules en ex-
pressies. Denk aan het voorbeeld over de functies met de
eigenschap dat f (x) =f (1/x). Deagebrazal vaak ingebed
zijn in een breder kader, bijvoorbeeld van analytische of
meetkundige aard. Ook verdient de transfer naar andere
exacte vakken aandacht.

Op welke manier kan in de klas aan de ontwikkeling van
symbol sense worden gewerkt? Dat is geen eenvoudige
vraag. De eerste ‘leergang symbol sense’ moet nog ge-
schreven worden. Een belangrijkeingang is het reflecteren
op de gevolgde methode, het stilstaan bij de gevolgde of te
volgen aanpak, waarbij af stand wordt genomen van de uit-
voering zelf. Waarom een procedure werkt, hoe je dat van
tevoren a kunt zien, waar een goed idee vandaan komt, en
welke verbanden met andere problemen en methoden zich



voordoen, dergelijke vragen zouden regel matig onderwerp
van gesprek moeten zijn. Het isvoor de docent een kwestie
van het herkennen en benutten van aanknopingspunten, die
zich niet altijd van tevoren laten plannen.

Welke rol voor de grafische rekenmachine?

Tot bedluit nog enkele opmerkingen over de rol van de
grafische rekenmachine. Niet zelden wordt de invoering
van de GR als één van de oorzaken genoemd van de afne-
mende algebraische vaardigheden. Hoewel sommige do-
centen enthousiast zijn over de machine, zijn ook kriti-
sche geluiden hoorbaar.

Technologie isiets van deze tijd; het onderwijs zou zich
wereldvreemd opstellen als het dat probeert te ontkennen.
Dat neemt natuurlijk niet weg dat de inpassing van een
apparaat a's de grafische rekenmachine op een overwo-
gen en zinvolle manier moet plaatsvinden.

Voor de M-profielen van HAVO en vwo is de GR geschikt
gereedschap om modellen te verkennen en door te reke-
nen. De handmatige algebra speelt daarbij een minder
grote rol dan bij de N-profielen. Dat neemt niet weg dat
bepaal de el ementaire basi svaardigheden ook met de hand
gedaan kunnen worden.

Voor de N-profielen moeten procedures die door de GR
kunnen worden uitgevoerd niet automatisch uit het reper-
toire van pen-en-papiervaardigheden worden verwijderd.
Het iswensdlijk dat leerlingen een aantal situaties op ver-
schillende manieren kunnen aanpakken en de resultaten
met elkaar in overeenstemming kunnen brengen. Denk bij-
voorbeeld aan het grafisch controleren van een algebraisch
gevonden antwoord. Daarnaast kan het werken met de GR
aanleiding zijn tot het verkennen van situaties en het ont-
dekken van verbanden, die vervolgens vragen om een a-
gebraische verificatie of redenering. De docent kan in het
onderwijsde nadruk leggen op a gebraische oplossingsme-
thoden, en deze ook bij bepaal de typen opgaven eisen.
Als de GR op deze manier weloverwogen wordt ingezet,
isdit een aanvulling op en een aanwinst voor het algebra-
onderwijs in de tweede fase, zowel in de M- asin de N-
profielen.

Paul Drijvers, Freudenthal Instituut, Utrecht
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Noten

[1] Deze gegevens zijn door F. Martens gepresenteerd op
het symposium ‘Leerlijn algebra en ICT, van onder-
bouw Vo tot universiteit’, 25 juni 2004, Amersfoort.
Het gaat hier om een ingangstoets diein oktober 2003
is afgenomen. Zie www.dlo.nl.

Dit artikel is een ingekorte bewerking van het hoofdstuk
‘ Algebra in de tweede fase van HAVO en vwo' uit het boek
‘Wat a is, dat kun je niet weten’ (Paul Drijvers (red.),
2006, Freudenthal Instituut).
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