som-som puzzels

meer dan zomaar leuk
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NWD, februari 2006
Deze tekst hoort bij de workshop ‘Magische Figuren’, gehouden tijdens de Nationale Wiskunde Dagen 2006. De workshop is een uitvloeisel van een spontaan project-in-wording over Magische Figuren.

Bij dat soort figuren wordt de magie van  meetkundige figuren en de magie van getallen gecombineerd.

Het project richt zich op de leeftijdsgroep van 7 tot 15 jaar.

Mogelijke onderwerpen zijn:

1) Magische vierkanten.

2) Latijnse vierkanten met de sudoku natuurlijk als absolute topper.

3) Magische grammen zoals het hexagram en de Homas Telpuzzle.

4) Magische boogfiguren.

5) Magische driehoeken.

6) Puzzels die te karakteriseren zijn met ‘ van-buiten-naar-binnen’ .

Daartoe behoren het Zweeds Getallenraadsel (sinds kort in opmars onder de Japanse naam ‘Kakuro’ !)

en de som-som puzzel.

De volgende drie aspecten vormen de gezamenlijke noemer van het project:

1) Onderwijs waarbij de begrippen speels, spel en onderzoek centraal staan.

2) Rekenen & Wiskunde als vertrekpunt.

3) Combinatie met Taal, Techniek, Beeldende Vorming en ICT .

In de tekst wordt de som-som puzzel doorgelicht vanuit Rekenen & Wiskunde.
De workshopkaarten met som-som puzzels zijn in word-formaat en pdf-formaat te downloaden via www.fi.uu.nl/nwd/ kies: vorige edities, 2006.

Som-som puzzels worden in Nederland voor het basisonderwijs als houten bordspel uitgegeven door Bekius Schoolmaterialen onder de naam Magico. Er zijn twee versies: Magico 4 voor jongere kinderen en Magico 9 voor oudere kinderen.

Leon van den Broek, kangoeroe-goeroe
Fokke Munk, docent Rekenen-wiskunde aan de Hogeschool IPABO te Amsterdam.

Leo Prinsen, liefhebber en promotor van speels en onderzoekend leren (www.speleon.nl),
Som-som puzzels behoren tot de categorie waarbij een raamwerk is omgeven door getallen. Die getallen vormen letterlijk en figuurlijk de randvoorwaarden voor de vulling van het raamwerk. Het meest bekende voorbeeld uit deze categorie is waarschijnlijk Zeeslag.
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Bij deze puzzelsoorten staat logisch denken voorop. Daar waar sprake is van rekenen, blijft dat rekenaspect beperkt. Bij som-som puzzels speelt logisch denken een rol en ze hebben op rekengebied veel mogelijkheden. Zelfs rekenen met variabelen kan erbij worden ingezet. En wat misschien het belangrijkste is: spelen en puzzelen kan gecombineerd worden met onderzoeken.

De rest van het verhaal gaat over som-som puzzels en wel over de waarde ervan voor rekenen & wiskunde. Het verhaal wordt toegelicht met voorbeelden van de 2x2 variant en de 3x3 variant.

Een eerste voorbeeld van de 2x2 variant:
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Rekenen met negatieve getallen

Uiteraard kunnen alle getalgebieden ingezet worden. Maar we denken dat som-som puzzels zich vooral heel goed lenen voor het rekenen met negatieve getallen. Dat gebeurt dan op een toegankelijke en speelse manier.

Hierna volgen twee voorbeelden van puzzels waarbij negatieve getallen een rol spelen.

	?

			?


		?

	?

	12


		?

	?

	6


		10

	8

	

	      som-som magie                  

      Bedenk drie oplossingen waarin

      één of meer negatieve getallen

      voorkomen.

         


	2

			2


		?

	?

	-2


		?

	?

	6


		-8

	12

	

	      som-som magie                  

      Los de som-som puzzel op.

         


Probleemoplossen

Som-som puzzels kunnen een bijdrage leveren aan houding en vaardigheden op het ge-bied van probleemoplossen. We lichten dat toe met voorbeelden van de 2x2 variant.

Er zijn globaal gezien vier niveau’s van oplossen:

1) Wat proberen en zonder bewust aanpakgedrag bij de oplossing uitkomen.

2) Stap voor stap en bewust in de goede richting gaan.

Voor het voorbeeld op blz. 3 kan dat er als volgt uitzien:  Ik begin met 10 in het gele hokje links boven en vul de andere hokjes in. Daarbij laat ik me leiden door de horizontale en verticale somgetallen. De diagonale somgetallen komen dan uit op 18 en 26. Ik verander 10 in 11, enz.
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	26 ?
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	24 ?
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3) Beginnen met een willekeurig getal, bijvoorbeeld 8 links boven en van daaruit beredeneren dat 12 het juiste getal is op die plek.

Deze aanpak ligt in het verlengde van de aanpak bij 2).

4) Formuletaal gebruiken.

Dat kan mondeling door de aanpak bij 3) in procedurevorm te verwoorden.

En het kan door het invoeren van een letter (variabele).

	25
	
	
	3

	
	p
	18 - p
	18

	
	7 - p
	-
	10

	
	7
	21
	


	25
	
	
	3

	
	11
	7
	18

	
	-4
	14
	10

	
	7
	21
	


 (18-p) + (7-p) = 3

    25 – 2p = 3

      25 – 3 = 2p

 22 = 2p

  11 = p

Gebruik van variabelen


	25
	
	
	3

	
	p
	18 - p
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	-
	10

	
	7
	21
	


	10
	
	
	
	9

	
	
	6
	
	8

	
	
	c
	5
	10

	
	a
	
	
	12

	
	5
	10
	15
	


Som-som puzzels en verhoudingen

Voor het oplossen van som-som puzzels is het soms interessant om de getallen te  vergroten of te verkleinen. De drie voorbeelden hieronder kunnen via vermenigvuldigen/delen met de factoren 10, 5 en 2 in elkaar overgaan. Deze verhoudingsgewijze benadering biedt mogelijkheden om de getallen naar je hand te 

zetten en daarmee het oplossen van de puzzel makkelijker te maken.
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Eigen productie en vormgeven

Zelf som-som puzzels bedenken en die op elkaar loslaten is natuurlijk een zinvolle activiteit.

	?

			?


		?

	?

	?


		?

	?

	?


		?

	?

	

	      som-som magie                  

      Maak zelf een som-som puzzel.

      Laat de puzzel oplossen door een ander.

      Gebruik hele getallen.

         


Daarbij kan gebruik worden gemaakt van de vormgeving die door de leraar wordt gepresenteerd.  Maar leerlingen kunnen ook zelf hun puzzel vormgeven. Dat kan digitaal zelfs al met ‘Word’. En misschien vinden leerlingen het leuk om hun eigen speelbord te maken. Dan komt Techniek om de hoek kijken.

Onderzoek van structuur en eigenschappen van de puzzel 

Door onderzoek van de wiskundige structuur en de wiskundige eigenschappen van de som-som puzzel krijg je er pas echt greep op. Het gaat daarbij vooral om de randgetallen die als randvoorwaarden dienen voor de oplossing.

Uit de voorbeelden tot nu toe blijkt bijvoorbeeld dat bij de 2x2 variant bepaalde sets van zes randgetallen leiden tot één en niet meer dan één oplossing. Maar geldt dat ook voor een willekeurige serie van zes randgetallen? En wat gebeurt er als één of enkele randgetallen ontbreken? Die vragen kunnen op verschillende niveau’s aan de orde gesteld worden. Zie de voorbeelden hierna.

	15

			13


		6

	12

	18


		1

	9

	10


		7

	21

	

	    som-som magie                  

      De som van de vier getallen in het

      midden is gelijk aan 28.

      Wat hebben de zes getallen in de

      rand te maken met 28 ?

        


	d1
			d2

		?

	?

	r1

		?

	?

	r2

		k1
	k2
	

	    som-som magie                  

     Er zijn zes sommen gegeven:

     twee rijsommen r1 en r2 , twee kolomsommen
     k1 en k2  en twee diagonaalsommen d1 en d2 .

     Je kunt niet de zes getallen willekeurig
     kiezen.

     Wat is de samenhang tussen de zes sommen?

     Hoeveel sommen kun je vrij kiezen?
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		?

	?

	12


		?

	?

	6


		10

	8

	

	      som-som magie                  

      Deze som-som puzzel heeft vijf

      oplossingen met hele getallen die

      groter zijn dan nul.

      Welke oplossingen zijn dat ?

         


	d1
			d2

		?

	?

	r1

		?

	?

	r2

		k1
	k2
	

	    som-som magie                  

     Als vier van de zes sommen gegeven zijn,

     kun je de hokjes invullen. Soms is er maar

     één oplossing, soms zijn er meer. Dat hangt

     ervan af welke vier sommen gegeven zijn.
     Bij welke keuzes is er precies één oplossing?
     


Onderliggende wiskundige structuur

Er zijn concrete situaties te bedenken waarbij de som-som puzzel als onderliggende wiskundige structuur gebruikt kan worden. Enkele voorbeelden hiervan:



De som-som puzzels als object van onderzoek

Daarbij worden de leerlingen niet gestuurd door een serie opdrachten maar starten vanuit een bepaalde onderzoeksvraag. Een introductie van de puzzels en enkele uitgekiende startpuzzels zijn dan voldoende om het onderzoek op gang te helpen.

Hierna staan voorbeelden van onderzoeksvragen:

Voor de 2x2 variant:

	9
	
	
	19
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1) De zes sommen kunnen niet willekeurig worden gekozen.
In het voorbeeld hiernaast is er een oplossing.

Hoe zit dat in het algemeen? Met andere woorden:

bij welke sommen is er precies één oplossing?

2) Zoek uit op welke manieren je som-som puzzels kunt oplossen.
3) Bedenk een trucje om zo snel mogelijk aan de oplossing te komen.
4) Bestaat de oplossing altijd uit hele getallen ?

Voor de 3x3 variant:

	10
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1) De acht sommen kunnen niet willekeurig
worden gekozen. In het voorbeeld hiernaast

is er een oplossing.

Bij welke sommen is er een oplossing?

Als er een oplossing is, zijn er meteen een

heleboel.

Beschrijf alle oplossingen.

2) Som-som puzzels hebben geen, één of veel oplossingen. Waar hangt dat vanaf ?
3) Het centrumgetal c vormt de kern van de figuur en van de oplossing.
Hoe krijg je dat getal te pakken, uitgaande van de gegeven randgetallen ?

4) Bedenk makkelijke en moeilijke som-som puzzels die maar één oplossing hebben.
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Naast logisch denken komt rekenen een beetje in beeld bij een soort puzzel onder de namen: Zweeds Getallenraadsel, Kruisende Getallen  of Kakuro.


Zie � HYPERLINK "http://www.dokakuro.com" ��www.dokakuro.com� .








In de vier omkaderde hokjes met de vraagtekens horen vier getallen thuis. Die kunnen twee aan twee opgeteld worden, zowel horizontaal, verticaal als diagonaal. De getallen rondom vormen daarvan de uitkomsten oftewel de sommen.


Vanuit die sommen kun je met rekenen en redeneren de getallen achter de vraagtekens op het spoor komen.


Probeer het maar!








Een voorbeeld van de 3x3 variant.


Het centrumgetal c is de spil waar de variant om draait.


In dit specifieke geval ligt de oplossing vast en is het zaak om de juiste waarde van c te achterhalen. Daarna rollen de andere getallen met eenvoudig rekenwerk van de band.





Het gebruik van variabelen kwam al naar voren bij probleemoplossen. Voor leerlingen is het vaak vanzelfsprekend om één van de onbekende getallen te voorzien van een letternaam. En als er nog een letter nodig is, gooi je die natuurlijk ook in de strijd. Dat kan gebeuren bij de 3x3 variant en leidt tot letterrekenen met en zonder haakjes.





Het oplossen van eerstegraads vergelijkingen met één of twee onbekenden wordt zo gekoppeld aan het oplossen van de puzzel. Afhankelijke en strijdige stelsels van vergelijkingen doemen op.





tulpen en rozen





Er staan twee vazen op tafel, beide met tulpen en rozen. De ene vaas telt 12 bloemen, de andere 8. In totaal zijn er 11 tulpen en 9 rozen.


(  Het aantal tulpen in de ene vaas is groter dan het aantal rozen in de andere vaas. Hoeveel groter?


(	Het aantal rozen in de ene vaas is groter dan het aantal tulpen in de andere vaas. Hoeveel groter?





Als de rozen uit de ene vaas worden samengevoegd bij de tulpen uit de ander vaas, ontstaat er een ruiker van 17 bloemen.


(   Hoeveel rozen en  hoeveel tulpen zitten er in die vaas.





Vier bollen – met middelpunten A, B, C en D raken


twee aan twee aan elkaar. 


Afstand AB is 20 cm,


afstand AC is 14 cm, 


afstand CD is 10 cm,


afstand BC is 16 cm.





Hoe groot zijn de afstanden AD en BD?  [14,16]





viervlak
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schulden





Vier mensen - A, B, C en D – hebben schulden. 


A en B moeten samen 19 euro betalen, 


A en C moeten samen 21 euro betalen, 


A en D moeten samen 10 euro betalen, 


B en C moeten samen 20 euro betalen. 





Welke bedragen moeten de mensen afzonderlijk betalen?


[6,13,15,4]	 
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