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moeilijker vorm. bijvoorbeeld a + . = b of . + a = b, dan zien veel kinderen daar g geen enkel

probleem in en vinden de uitkomst langs dezelfde korte weg!

-4 = 5 "dus dat wordt 1”

34 . =5, "samen §”,

E;; gaan daarbij zorgvuldig te werk, omdat voor hen de gegeven cijfers en het operatie-teken
hi?ﬁ%ﬁéc%’éﬁ d zijn en (de plaats van) het is- gelifk-teken niet van betekenis is.

Sﬁzs operatieve opvatting van het is-gelijk-teken is pover en zeer beperkt geldig, maar - wat veel

erger is - zij blokkeert het inzicht in de essentiéle kenmerken van de ge 1;1?1@;@3?5%3{35 Meerdere

Gz}ébrmﬁgsm hebben dit probleem gs%éffﬁék&{ﬁ {van Eerde, Verhoef; de Corie, Verschaffel;

Ginsburg, Kieran). Kieran meldt: ”... the concept of equivalence is an elusive one not only for
eleme f}i&i’} school students but for high schoolers as well. That the equal sign is a "do mmst%’zmg
signal” is a thread which seems to run through the interpretation of equality sentences through

E%m%ﬂ%&“‘%ﬁ school, high school and even »i}i%égc

Dat we dit probleem inderdaad niet licht op moeten vatten, blijkt ook uit de orthodida ctiek,
waar we veelvuldig een kloof aantreffen tussen de - vaak mt%tev@é begrepen - reéle situaties en
materiéle izaﬁ%ﬁimﬁeﬁ enerzijds en de symbolische weergave daarvan anderzi tids.

Voor we overgaan tot de bespreking van een alternatief model moet %’5{35 even opgemerkt worden
dat het &g“gghé?faszz van de f@gsf&iamé@ puntsommen voor het gesignaleerde probleem uiteraard
geen oplossing biedt. Dat zou alleen sfm eens extra de operatieve opvatting van het %%gf’ii“i@»
teken versterken. Het is een geluk dat we dankzij die puntsommen al zo vroeg merken hoe
weinig kinderen weten waar het is-gelijk-teken nu precies voor staat.

Het werken vanuit betekenisvolle contexten als mogelijke oplossing stellen we in de discussie aan
de orde.

2 nasr een nicuwe materille basis

Gefnspireerd door Davydov kwam het idee bij ons op een nieuwe materiéle basis te kiezen voor
het beginnend rekenen, de balans, aantrekkel elij %e; door de {}ﬁf‘igsad";%ji& aansluitin ervaringen
met de wip. De daarbij passende materitle basishande elingen zijn “vergelijken”, waarmee veel
kinderen vertrouwd, maar waarop veel kinderen ook onvoldoende geori€nteerd zijn, zoals blijkt
uit de bekende Piaget-proeven.

Het programma “Vergelijken”, waarvan we hieronder de grote lijnen weergeven, biedt ons
inziens veel meer dan een goed inzicht in het is- gelijk-teken. We hebben met normaal begaafde,
met LOM-kinderen, maar vooral ook met ML-kinderen ervaren. wat ?%Eﬁ@?@%@%?ﬁ als volgt
formuleert: “"Comparative behavior is a sm& qua non for the establishment of relationships and
is thus one of the basic ¢ cognitive elements.” {Fwarate;m 19793,

C o

3 overzicht van het programma " Vergelijken”

Voor er over het vergelijken van aantallen gesproken wordt, vergelijken we dingen op allerlei
kenmerken zoals lengte, hoogte, dikte, gewicht. inhoud, opperviakie (grootte) e.d. waarbij we de
teckens =, > en < %f}mik@ﬂ Zo ontdekken we dat dingen bijvoorbeeld gelijk kunnen zijn qua
hoogte, maar toch verschillend qua inhoud {fig.4):
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Zo wordt het duidelijk dat we voor we gaan vergelijken eerst moeten weten op welk kenmerk we
tetten. On deze manier voorkomen we é t we de hoogte van vieeistof verwarren met het volume
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of - nadat “aantal” als kenmerk gﬁ?nifo&wx&ré is - de lengte van een rij met het

slementen waaruil deze is n?ﬁsbaua&d (fig.

coco000600000 (A}
COO0DO0D000 (B}
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Gelet op de lengte is de bovenste rij groter: A>B.

selet op aantal zijn de rijen gelitk: A=B.

Voor de flessen A en B, met glazen knikkers in A en pindanootjes in B geldt:

Gelet op gewicht is A>B

Geler op aantal is A<<B.

Dit soort oefeningen leert de kinderen analytisch kijken en geeft hen - als gevolg daarvan - een
helder beeld van waar het bij “"aantal” om gaat en - even belangrijk - waar het nier om gaat.

Als het vergelijken goed gaat op allerlet wisselende kenmerken, introduceren we ee {é} namisch
element en komen de operaties aan de orde, die leiden tot de overgang van gelijk naar ongelijk
en vice versa, opnieuw gelet op allerlel kenmerken {fig. 7).

Als A zwaarder is dan B, aan welke kant moet ik dan wat erwten afhalen om evenwicht te

krijgen? Of waar moet ik erwien bij doen?

e operaties gaan niet via "trial and error”. maar via nauwkeurig voorspellen, g

controle met i‘}ﬁﬁi? van het feitelijk uitvoeren.

fi n de hand van @de%;mﬁa in het precies bepalen van verschillen is de weg nu vrij naar

{onjgelijk maken. Door %;f*{ ergelij sselende i{mmaz’mn leren de kinderen stap

voor stap dat de principes die ge éaj" voor d; E‘m? ans glgemeen 7in en van toepassing op alle

specifieke gevallen van ge e;k eid en ongelijkheid.

Deze twee streepjes

A en B kunnen we opvatien als een visueel model. waarop alle mo

waar ongelitk en terug kunnen steunen:

— Za staan mode!l voor alle meetbare kenmerken, bijvoorbeeld

eller dan B, enz.

777777 fie, helpen operaties

ongelitkheid of tot een ong
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ikheid in tegenovergesielde zin.
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— Ze kunnen dynamisch geTnterpreteerd worden: alle mogelijke waarden kunnen aan A en B
toegekend worden,
En in dit algemene denkmodel passen de eerste sommen, opgevat als echte vergelijkingen (fig.8).
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Belangrijk in dit hele programma is de directe koppeling van alle vergelijkingshandelingen niet
alleen aan het verwoorden ervan, maar vooral ook aan het vastleggen van de relaties (en
operaties) in een formule. Juist dit symboliseren bevordert ons inziens het inzicht in de algemene
geldigheid van de principes die het “spelen rond het evenwicht” beheersen.

4 discussie

We willen enkele - van de vele! - discussiepunten aan de orde stellen en onze visie daarop
toelichten.
We kiezen voor de volgende drie punten:

1. Zijn er meerdere modellen nodig als basis voor het aanvankelijk rekenen?

2. Wat zijn de belangrijkste verschillen tussen het vergelijkingsmodel en het model van decl-
geheel-relaties en wat zijn de implicaties daarvan voor de te kiezen volgorde?

3. Op welk moment in het “mathematiseren” van probleemgebieden moeten we de rekentaal en
de notatie in formules introduceren?

5 zijn er meerdere modellen nodig als basis voor het aanvankeliik rekenen?

Deze vraag is gemakkelifk te beantwoorden: lang nier alle situaties passen in het
vergelifkingsmodel, dus we hebben so wie so meerdere modellen nodig.  Bijvoorbeeld het
probleem “In een zwembad zwemmen zes meisjes en zeven Jjongens; hoeveel kinderen zwemmen
er in totaal?” past niet in het vergelijkingsmodel, maar in het model van deel-geheel- refaties.

In dit laatste model passen opvallend veel “redactiesommen” uit de rekenboeken en situaties uit
het dagelijks leven. Dat is waarschijnlifk ook de reden waarom dit deel-gehesl model
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voor het aanvankelijk rekenen.
shown 1o fie at ?‘r base of

vitverkoren is tot - je ma

]

Resnick z g r het xu?g“ﬁéiz o ’ ¢ scheme has been
the 3%"521%1‘% to perform story 3 > addition and subtraction with

regrouping.”

Als derde model is algemeen gebruikelijk het model van de getallenlijn, waarop je heen en weer

kunt springen en dat uiltermat i% geschikt is voor allerlei gecombineerde eraf- g;"b;jw situaties, met

de autocbus als bekend en geliefd actiecentrum. Op de getallenliyn kun je ook heen en weer

springen vanaf een willekeurig punt, béjwmr‘%}afeéé te beginnen bij 163, en dan 2 verder. naar 165

Het verschil met de deel-geheel-relaties is ons inziens van praktische aard:

— bij het zojuist genoemde voorbeeld is het stuk van 0 tot en met 163 natuurlijk ook een deel .
dat weliswaar niet expliciet maar impliciet wel degelijk cen rol speelt;

-~ een probleem als "In een haven liggen A boten, ’s Morgens varen er B boten weg. s |
komen er ¢ boten bij. Hoeveel %}a}igg liggen er ’
geheel-schema voor e stellen (fig 9):
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s avonds in de haven?”, is in een deel
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b X fis.9

Hoewel dit probleem in principe wel in zo'n deel-geheel-schema is onder te bre f}gsm verbaast het
ons niet dat veel kinderen daarbij in moeilijkheden raken (Wolters, 1978} . Ook hier is de
etallenlijn veel praktischer, doordat deze de X’Fi}hﬁid biedt het nulpunt (althans excpliciet) los te
aten en naar believen heen en weer te springen.
Geheel anders liggen de zaken bij de gebakjes uit het volgende probleem:
"Bakker Top verkocht 69 gebakjes. Bakker Molenbeek verkocht 15 gebakjes minder dan bakker
?i}p Hoeveel gebakies verkochten beide bakkers samen? {(Woliers, 1978).

fi}‘i%@,h*\’{% van de situatie leert ons al gauw dat hier een deel-geheel schema echt helemaal
niet meer werkt als basis voor t,fgc}%}*ieﬁm%m&d@%ﬂg (fig.10):

o

(Top) bg

late

ﬁ§$z§ﬂ£§§i ig fig 10

Voor de oplossing moet het deel "Molenbeek” namelijk dubbel gebruikt wefésa
Een situatie die ons inziens absoluut een vafgeﬁéjkmgyﬁ{*éc% vereist, waarin de twee gehelen (T en

M} probleemloos tot een groot geheel samengevoegd kunnen worden: T + M g’fig‘i [

T
T M

Tenzij we aanuemen dat kinderen zonder vooroefening zo verkort kunnen denken dat ze een

el



(getallem)lijn in twee functies tegelijk benuiten.

&?Eégg {1987y constateert dan ook bij nadere analyse ns dat training

t het deel-geheel schema interfereert met het oplossen van vergelijkingsopgaven en dat de -

g@ ainde - ﬁmﬁf;mégiaie groep op dit soort opgaven aanzienlijk minder voorui itgaat dan de
Qgﬁzz'{éﬁgfgﬁg {lees: door de training relatiel achterwt gaat).
We besluiten dit discussiepunt met een veel moeilijker vraag dan die w
waarom kiest - voor zover ons bekend - miemand principieel voor een ve
en los van het model van deel-geheel refaties en de getallenlijn? Matourlijk, a};;; zizizaf; z;‘g; Van
Mikulina wordt er inderdaad hier en daar een paar uur besteed aan het vergelijken, maar steeds
om direct daarna over te gaan op deel-geheel relaties (De Corte, Verschaffel; sm%, ¥i§1£\a}§§
Ons is in het geheel niet duidelijk hoe vergelijkingsvraagstukken ooit zonder een i]
aangeleerd vergelijkingsmodel kunnen worden opgelost. Noch hoe ooit het vergelijki
het deel *Gsﬁsséwmf}{zﬁ% ingevoegd zou kunnen worden. We komen op dit pu
aanl gaém} van ég {wé@aﬁ vraag:

2 ﬁ”ﬁ"

m

f'ei‘aasw en wal zngz de ;mpsga,;éféﬁ‘; daarvan voor de te éze*% y{;f,gé}?afg

60 0O g:}g nooo
oo

3 < 7
000 1 |Dooo
gooo = nnoo

3+4 = 7
00 0O =] Agpgg
N = o000
3 = 7-4

fig.12

Er zijn drie belangrijke verschillen:

f. In het vergelijkingsmodel hebben we ¢
ongelijkheidsrelaties en de overgangen daartus
de confrontatie met het niet gelifk zijn. De
betekenis door de asymmetrie van &a on z,{@kzzaﬁézdwsmi%

Bii deel-geheel relaties, toegepast in sommen, speelt de ongelijkheid {(vrijwel} geen rol.

i

met g%i%%?‘z"éé& en
. wordt verhelderd door
idsrelatie krijgt

2. In het vergelifkingsmodel wordt de materifle handel i‘% onmiddel *%*% en volledig gekoppeld
aan de formule, terwijl deze koppeling in het deel-geheel model minder duidelijk is: bij het
vergelijken zien de matenéle handelingen en de formules er uit E% aangegeven mn fig 12,
Beide kanten van de vergelijking worden g&?ﬁ*‘}fﬁ\kf‘%iﬁféﬁ,

Dreel-peheel relaties zien we in fg 13 uitgebeeld. Slechis een kant van de vergelijking wordt
gerepresenteerd.
Zozeer zijn we gefndoctrineerd met deel-geheel relaties dat n de  tweezijdige

representatie als “niet goed te g}fai@ bestempelen (G
door hen toch zo voorgestane - confext is die bepa
danwel met 16 voorwerpen t¢ maken hebben. Niemand »

de vergelijking 7 <C & met behulp van 15 voor *@’tf;w van de hand?
Het is wellicht de onzekerheld ten aanzien van dit punt die velen doet besiuiten om na een

ilissen, Kliep i Alsof het niet de -
of we bij é{’f som :

J
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oorspronkelijk aangebrachte scheiding:
- een g}%}% voor de “uitkomst”: 3 + 2

el weer over te gaan op de
of in het geheel
weer rond en zijn

3. , e : relaties betreft de

g . onze ervaring s het vergelijxen van ¢ "%*;:3%:% en zijn delen

moeilijker dan het vergelijken van tv i t nog sterker voor het
noteren van deze vergehijkingen (fig.14)

st e stellen wat het verschil is

Het ligi ook voor de hand dat het semakkeliiker is om {links)
o ) - .. > .
i i dat s A - O dan

tussen A en et en e
om (rechts) vast te stellen dat het deel b gelijk is aan het geheel min het an éegi in formule

i}ai‘é;déﬁ( ¢en extra probleem: de dubbel
oelijk (1) als deel vao a.

il X

\}i‘}‘ de u;?gzofdfi aé‘s

lik

randert Jm roeen
§a£é¢ sprake is. Als
wpaven worden veelal



aangeduid als "joining-separating problems”.

We eindigen de discussie met het moeilijkste punt:

Op welk moment in het "mathematiseren” van probleemgebieden moerten we de rekentaal en de
notatie in formules introduceren?

In het algemeen gesproken delen we het Wiskobas-ideaal van een late introductie van rekentaal
en formules na een langdurig en breed opgezet verkennen en ordenen van probleemgebieden.

In ons orthodidactisch werk met kinderen die door LOM- en MLK-scholen als meest
problematisch voor training worden geselecteerd, blijft van de verwerkelijking van dit ideaal in
feite echter niets over. Deze kinderen kunnen niet creatief een probleemsituatie ordenen en zijn
daarvoor aangewezen op door ons aangereikte structuren.

Laten we het Wiskobas-ideaal om vanuit vele contexten en in een late fase tot formalisering te
komen, even voorstellen als in fig 15

En het traditionele met sommen beginnen en de toepassingen pas later introduceren, voorstellen
als in fig.16.

fig.16

Welnu, dan nemen wij - principieel - voor onze specificke populatie een tussenpositie in,
uitgebeeld in fig.17.
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e te ontdekken in enkele ecenvoudige. sterk hrgestructure.
@i%};gs«:mr%s e%é vergelijkings-)situaues:
»»»»»»»» de ordening, maar voOra il het Gféé"ﬁé?‘ bezig zijn zelf bewust maken door de ordening hardop
ey orden, te tekenen en uiteindelijk in abstracte symbolen weer te geven!

»»»»»» - pas vanuit de eersie positieve ervaringen het terrein v erbreden en verlengen.

Na veel “trial and error” van onze kant is de keuze gevallen op de balans als een soort
basismodel.

Het programina ”‘Jesgéé}%w* leidt niet alleen tot sommen, maar allere
benadering van een probleem, tot anticiperen, ém ook leren voorstellen
wetmatigheden kunt begrijpen en actief hanteren.

Het programma leidt ook tot sommen. Gelukkig, want het is onze opdracht te bestuderen of
rekenproblemen zijn op te lossen.

De vergelijkingen die we aan het verge jken koppelen hghﬁmi’s naar onze mening een belangrijke
functie. Z;J oor veel kinderen de eerste kennismaking met de eenvoud van een formule: er
staat gewoon wat je zojuist gedaan hebt en wat je elk moment weer waar kunt maken.
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