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2 De uitlijning van het onderwijsleerproces voor verhouding 

2.1 Voora f 
Het verdient de voorkeur om het onderwijsproces en het leerproces in samen- 
hang te beschouwen. Dit betekent bijgevolg, dat het nemen van curriculum- 
maatregelen voor verhouding, analyse van de (beoogde, individuele) 
leerprocessen impliceert en omgekeerd. 
Het onderwijzen en leren van verhouding (of welke wiskunde ook) zijn 
onscheidbare Siamese tweelingen. Deze opmerking lijkt een gemeenplaats. 
doch is dat geenszins, omdat op grond van indelingsdrang 'onderwijzen' en 
'leren' in algemeen onderwijskundige zin te dikwijls afzonderlijk, en dus 10s 
van elkaar, beschouwd zijn. Een uit te lijnen (deel-)curriculum zou men 
moeten afstemmen op en laten aansluiten bij de (informele en frag- 
mentarische) kennis en inzichten van de leerlingen. Aan deze kern- 
problematiek kunnen de volgende aspecten als onderwijsprincipes 
onderscheiden worden. 
Ten eerste: Het rekening houden met de ervaringen van leerlingen met ver- 
houdingen in de werkelijkheid en met hun intuitieve noties van meetkundige 
verhoudingen. Op grond daarvan uitgaan van in reele contexten ingebedde 
problemen, het kwalitatief instappen in problemen en toepassen van het 
schatten als methodische instap tot numerieke verwerking in de diverse sta- 
dia van het leerproces (par.l.l).' 
Ten tweede: Het ondersteunen van het proces van numerieke precisering en 
algoritmisering van verhouding met visuele modellen, afgeleid van paradig- 
matische voorbeelden uit de kijkwereld van kinderen (par.l.l en 2.2). 
Ten derde: Het respecteren van de neiging van leerlingen om gegeven ver- 
houdingen in vergelijkingsproblemen te variiren, teneinde de gevraagde ver- 
gelijking te vereenvoudigen (par.l.2) en bedoelde neiging benutten door 
hierop in de benadering van verhouding methodisch aan te sluiten (par.2.3). 
Ten vierde: Het erkennen en respecteren van de moeilijkheden die leerlingen 
bij het numeriek verwerken en algoritmiseren van verhouding ondervinden 
(par.l.3) en bijgevolg deze processen door schematiseringsmiddelen 
ondersteunen, waardoor standaardprocedures als de regel van drie of de 
kruisproduktmethode naar het eind van het leerproces verwezen worden en 
niet aan het begin ervan staan (par.2.3). 
Ten vijfde: Samenvattend komen voorgaande kernpunten voor het leren van 
verhouding op het volgende neer. Het maken van een mathematisch- 
didactische analyse met het oog op een hechte verankering van verhouding in 
het curriculum, en het nastreven van samenhangen, die dieper ingrijpen dan 

1. De paragraafaanduidingen beginnend met 1, verwijzen naar het eerste deel van dit artikel (zie 
Panamapost jrg 4 nr 2). 



voor de hand liggende onderwerpen als gelijkwaardige breuken en procenten 
(par.2.4). 

2.2 Visuele modellen 
Voor visuele ondersteuning van verhouding en evenredigheid is verscheidene 
malen gepleit (vgl. Suydam. 1978). In dit verband kan speciaal de grafische 
weergave van afbeeldingen genoemd worden, die verhoudingen intact laten 
(vgl. Vergnaud et al, 1979). Een recent opgeworpen kwestie is de ontwik- 
keling van visuele modellen in het leerproces zelf, waarbij verschijnselen met 
paradigmatische kracht in de waarnemings-werkelijkheid van kinderen het 
uitgangspunt vormen. Modellen, die slecht passen bij de noties van kinderen 
zouden door de onderwijzer vermeden moeten worden. Het verschijnsel 
'stok-schaduw' kan als voorbeeld dienen (vgl. Freudenthal et al. 1976; 
Streefland. 1978; Karplus. 1981). Enige stadia in het onderwijsleerproces 
over lange termijn werden door ons voorgesteld. 
- bewuste exploratie van de loop van zonnestralen als 'viseerlijnen' (zeven 

tot acht jaar); 

- exploratie van het verschijnsel 'stok-schaduw' gericht op ontdekking en 
bewustmaking van de betrokken verhoudingsconstantie (negen tot tien 
jaar): 

- het meten van onbereikbare hoogten door toepassing van voorgaande wet- 
matigheden (elf tot twaalf jaar); 

- toepassing van het stok-schaduwmodel, bijvoorbeeld bij hellingen (elf tot 
twaalf jaar); 

- stok-schaduw als alg emeen model voor verhoudingsconstantie (twaalf tot 
...) ; 

- verbinding met lineaire grafieken, die vanzelfsprekend vanuit andere 
gezichtspunten a1 eerder geintroduceerd kunnen zijn (twaalf tot ... 1. 
(Streefland. 1983.1984. 1985a). 

Kenmerkend in deze sequentie is de stapsgewijze overgang van het verschijn- 
sel zelf naar de structuur die erin vervat is en die als model voor verhouding 



dienst kan doen. Men start met een verkenning van de verschijnselen (ver- 
tikaal object-schaduw) en het is de bedoeling dat de leerlingen zelf, de 
beoogde abstracties voltrekken. Op deze wijze voorkomt men invoering van 
modellen, die niet bij het (intuitieve) niveau van de leerlingen passen en 
daarom later niet door hen kunnen worden toegepast. 
De voorgestelde sequentie komt dus neer op het voortschrijdend abstraheren 
van het beoogde model voor verhoudingsconstantie. vanuit genoemde 
verschijnselen. Het is denkbaar dat een passende uitlijning trekken van een 
'spiral curriculum' vertoont. 

2.3 Schematiseren met de verhoudingstabel 
Diverse auteurs deden suggesties tot ondersteuning van het leerproces van 
leerlingen door ze hulpmiddelen te bieden om de gegevens in een ver- 
houdingsprobleem te organiseren en uit te voeren berekeningen te schematise- 
ren. De verhoudingstabel is bij herhaling genoemd als werktuig met die 
functies, zowel in rij- als in kolomvorm (Vergnaud et al. 1979; De Jong. 
1982; Vergnaud. 1982; Streefland. 1982. 1983). In een verhoudingstabel wor- 
den de grootheden gescheiden en dus onderscheiden. De tabel bevordert het 
toepassen in het oplossingsproces van interne en externe verhoudingen (Verg- 
naud, 1982)~ tot uitdrukking komend in allerlei samenhangen. In verband 
hiermee is het van belang te vermelden, dat Kirsch (1969) het koop- 
mansrekenen analyseerde met het oog op de eigenschappen van ver- 
houdingsgetrouwe afbeeldingen. Deze eigenschappen blijken een beslissende 
rol te spelen in het oplossingsgedrag van leerlingen, ongeacht of ze nu we1 of 
niet met de verhoudingstabel hebben leren werken (vgl. Hart. 1980. 1981; 
Streefland. 1982. 1983. 1985; Vergnaud. 1979, 1982). 
Een verhoudingstabel als in figuur 9 organiseert op een doeltreffende manier 
het spontane en gedifferentieerde oplossingsgedrag van leerlingen. 

Bovendien snijdt de tabel geen oplossingsmogelijkheden af en schept ruimte 
tot het varieren van de gegeven verhoudingen waartoe kinderen 'van nature' 
geneigd blijken. 
De door Vergnaud genoemde functies van de tabel, het scheiden en 
onderscheiden van de gegeven grootheden, zijn met het oog op het leerproces 
over langere termijn verder gespecificeerd, namelijk de tabel: 
- ondersteunt de begripsverwerving (verhouding als equivalentierelatie en - 

in verband daarmee - het begrip variabele); 
- draagt bij aan het loskomen van de contexten. waarin de problemen gege- 

ven zi jn (de verhoudingstabel als unif icerend model); 
- draagt bij aan het ontdekken, bewust maken en toepassen van alle 

eigenschappen, die gezamenlijk verhoudingsgetrouwe afbeeldingen ken- 
merken en aan hun toepassing bij het oplossen van getalproblemen; 

- is dienstbaar aan het algoritmiseringsproces van verhouding (en 

2. Overigens spreekt Vergnaud niet van interne en externe verhoudingen, doch respectievelijk 
van scalaire en functierelaties. 
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bewerkingen met breuken en procenten. ... 1. (Streefland. 1982. 1983). 
De laatste kwestie zullen we met een voorbeeld toelichten. 

Probleem: Koolstof (C) en zuurstof (0) reageren op elkaar in de massaver- 
houding drie tot acht. Als er 8 gram C en 23 gram 0 worden samengevoegd 
van welke stof blijft er dan iets over? En hoeveel? 
Leerlingen, gewend aan het werken met verhoudingstabellen. kunnen met 
uiteenlopende oplossingen komen. Bijvoorbeeld: 
Leerling A stelt eerst de volgende tabellen samen: 

Figuur 10 en 11 dienen om figuur 12 en 13 gemakkelijk vergelijkbaar te 
maken. Figuur 14 en 15 worden er vervolgens 'uitgepikt' om de conclusie te 
kunnen trekken, dat er 69 - 64 = 5 gram 0 zou overblijven ingeval met 24 
gram C en een naar rat0 grotere hoeveelheid 0 begonnen was. Beginnen met 
acht gram C betekent dus, dat er 5/3 =12/3 gram 0 'onaangeroerd' blijft. 
Leerling B start met figuur 16, daarbij steeds vergelijkend met figuur 17 tij- 
dens de opbouw van de tabel. 

De vergelijkende activiteit leidt tot de samenstelling van figuur 18, waarbij 
tussenliggende waarden (kunnen) worden overgeslagen. 

Leerling C gaat te werk als leerling B, maar direkter via figuur 19 en 20, en 
trekt daarna dezelfde conclusie als leerling A. 



Leerling D gebruikt slechts &n tabel en redeneert als volgt in figuur 21. 

Dus er blijft 12/3 gram 0 over. 
Leerling E bepaalt op grond van globale schatting, dat er (vermoedelijk) wat 
0 over zal blijven en berekent dan in figuur 22 als volgt. 

23 - 211/3 = 1213 gram 0 blijft er over, daarmee het na de gedane schatting 
geuite vermoeden bevestigend. 
De voorbeelden laten zien, dat de verhoudingstabel aan de berekeningen kan 
worden aangepast, waarbij de toenemende efficientie en de mogelijkheid tot 
het toepassen van verkortingen opvalt. In dit opzicht zijn er duidelijke 
overeenkomsten met het door Treffers (1983) beschreven geintegreerd cijferen 
volgens progressieve schematisering. Dit geldt vooral ook de stan- 
daardprocedures, die niet aan het begin, doch aan het einde van het leerpmces 
gerealiseerd (kunnen) worden. 
In de verhoudingstabel kunnen actiestrategieEn van leerlingen zowel bij ver- 
houdingen als bij breuken (de exploratie van verdeelsituaties) worden toege- 
past. (Streefland. 1985a). 



2.4 De rnuthematisch-didactische analyse van verhouding en evenredigheid 
Verscheidene auteurs beschouwden verhouding in relatie met wiskundige 
'verwanten', zoals breuken, percentage enz. Kirsch (1969) merkte in dit ver- 
band op: 'Why should we teach fractions, if we would not use them in this 
context?' (Dat wil zeggen, in de context van aantal-prijs en gewicht-prijs 
relaties, of - zoals Kirsch het noemde - het koopmansrekenen.) 
Noelting en Gag& (1980a) legden eveneens verband tussen verhoudingen en 
breuken. In leerboeken is dit verband dikwijls - zo niet altijd - te zwak 
vanwege het abstractie-niveau en het vergevorderde stadium van algorit- 
misering waarop dergelijke relaties pas gelegd worden. Daaraan zijn de 
meeste leerlingen dan nog niet toe (vgl. Freudenthal. 1984). Teneinde ver- 
houding hecht in het curriculum te kunnen verankeren, is een diepgaande 
mathematisch-didactische analyse een vereiste (vgl. Freudenthal. 1984). 
Voorzover mij bekend, bestaan er behalve Freudenthals didactische 
fenomenologie van wiskundige structuren slechts enkele studies waarin dit 
probleem onderkend is of waarin er rekening mee gehouden ~ o r d t . ~  
Een dergelijke analyse richt zich op het betrokken stukje wiskunde, dus het 
begrip, de operatie, het idee, de structuur, beschouwd als gedachteding - dat 
wil zeggen als cognitieve verworvenheid, als deel uitmakend van de 
geformaliseerde wiskunde - in relatie tot de verschijnselen, waartoe bedoelde 
wiskundige gedachtedingen als ordenende instrumenten kunnen dienen, en 
verder: ...' aan te geven voor welke phainomena het als ordeningsmiddel is 
geschapen en tot welke het als zodanig kan worden uitgebreid, hoe het op de 
phainomena als ordeningsmiddel werkt, welke macht het ons over deze 
phainomena en andere geeft'. (Freudenthal. 1984, p.38. Zie ook Kieren, 1976 
in verband met breuken.) 

In het voorgaande ligt de nadruk op de didactische component in de 
beschrijving met het oog op de cognitieve verwerving van de betrokken wis- 
kunde in het onderwijsleerproces dat men uiteindelijk wil organiseren (zie 
ook Streefland. 1985c, p.62. 63). Wat verhoudingen aangaat, komt het erop 
neer dat reEle problemen, realistische verschijnselen, waarin verhouding ver- 
vat is, de bron van het onderwijs zullen moeten vormen. 
Laten we de kwestie van de verankering van verhouding in het curriculum 
nog wat nader beschouwen aan een voorbeeld. In de 'samengestelde 
grootheid' bevolkingsdichtheid wordt een resultaat van tellen 
(bevolkingsaantal) in verband gebracht met een resultaat van meten 
(oppervlakte leefgebied). Het beargumenteerd relateren van beide grootheden 
voert tot een gelijkverdeling van inwoners per oppervlakte-eenheid. teneinde 
het vergelijken van een situatie met andere of andere situaties te vereen- 
voudigen: grotere, gelijke of kleinere bevolkingsdichtheid. In het algemeen 
heeft het zich op het standpunt van verhoudingen stellen tot gevolg dat 

3. In Lesh en Landau (1983) wordt de methode van de 'Idee-analyse' bepleit, een methode, die 
met die van de mathematisch-didactische analyse verwant is doch die het psychologische 
element iets meer benadrukt. Dergelijke analysen zijn meer omvattend dan de tot dusver in 
de psychologische literatuur onderscheiden methoden van rationele en empirische analyse 
(Resnick) of logische en psychologische analyse ( ~ a v y d o v )  e.d. Tenzij men rationele analyse 
uitbreidt tot realistisch wiskundeonderwijs. (zie Treffers en Goffree, 1985). 



uitkomsten gerelativeerd worden van wat men elementair wiskundige of 
fysische operaties zou kunnen noemen, zoals meten, tellen, schatten, rekenen 
en hun samenstellingen. 
De logische status van verhouding is complexer dan die van elementaire 
begrippen als lengte, massa, volume, aantal, optellen, aftrekken, vermenig- 
vuldigen, delen (vgl. Freudenthal, 1983; Streefland. 1982). Het 'tellen van 
grote hoeveelheden' en 'het meten van oppervlakte' zijn - hier - samen de 
cognitieve en numerieke bronnen voor verhouding. Een kernvraag is nu, in 
welke stadia van voortschrijding in die afzonderlijke leerlijnen deze 
verstrengeld zouden moeten worden met het oog op het in gang zetten van 
het leerproces voor verhouding. Of - bekeken vanuit het gezichtspunt van 
verhouding - hoe vroeg moeten informele toegangen tot functionele samen- 
hangen tussen grootheden verkend worden om in een later stadium van het 
leerproces herkend te worden als gelijkvormigheden, lineaire afbeeldingen, 
lineaire functies, enz. Bezwaren tegen te late verbindingen en geforceerde 
formaliseringen kunnen afgeleid worden uit onderzoeksresultaten 
(ongerijmde abstractie, voorbarige algoritmiseringen; vgl. Hart. 1980, 1981). 
Wat hier door ons wordt voorgesteld is het verweven van dergelijke leer- 
lijnen in een heel vroeg stadium van het leerproces, waarbij dan aangesloten 
wordt bij de intuitieve, informele probleembenadering van kinderen en zon- 
der hen te forceren tot algoritmen en slechtpassende modellen. Verstren- 
geling van leerlijnen zou moeten bijdragen aan de constitutie van de beoogde 
mentale objecten binnen de afzonderlijke leerlijnen zowel als aan verhouding. 
We noemen dit anticiperend leren. (Streefland. 1985b) 
Een dergelijke keuze vereist ingewikkelde probleemsituaties voor de kin- 
deren. Wat verhouding aangaat, valt aan conceptuele complexiteit overigens 
niet te ontkomen (vgl. Vergnaud, 1982). Als het leerproces voortschrijdt zal 
het doe1 van de anticiperende activiteiten vanzelfsprekend ook 'opschuiven'. 
Het door ons geraadpleegde panel van internationale deskundigen bevestigde 
de noodzaak van een lange termijn-leerproces voor verhouding (Streefland. 
1984). Vergnaud kwam in verband met zijn onderzoek en analyse van mul- 
tiplicatieve structuren tot dezelfde slotsom (vgl. Vergnaud. 1983). Gebaseerd 
op voorgaande literatuurraadpleging en beschouwing, kan men tot de 
volgende conclusie - of beter - aankeveling voor het reken- 
wiskundeonderwijs en het onderzoek daarvan komen. 

Het leren van verhouding zou gebaseerd moeten worden op levensechte pro- 
blemen en verschijnselen in de realiteit van en voor kinderen als bron (voor 
de begripsverwerving) en als toepassingsgebied. In het begin zoekt men 
aansluiting bij de kijkwereld van kinderen (1.1). Er dient recht gedaan te 
worden aan verhouding in a1 zijn aspecten en verschijningsvormen (1.4; 2.1 
en2.4). Het beoogde leerproces zou moeten worden uitgelijnd met 
anticiperende activiteiten, rekening houdend met samenhangen met andere 
leersequenties (2.4). Om dit doe1 te bereiken, zouden schematiseringen en 
visuele modellen ontwikkeld moeten worden om het lange termijn leerproces 
te ondersteunen en daarbinnen algemene cognitieve operaties als abstraheren, 
generaliseren en unificeren te bevorderen (2.2 en 2.3). De nadruk dient 
gelegd te worden op de wiskundige activiteit, waarin schema's, modellen en 
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procedures voor probleemoplossing door de kinderen zelf geconstrueerd wor- 
den met het oog op de opbouw van operationeel begrip, dat wil zeggen begrip, 
dat toepsbaar is (2.2. 2.3; zie ook Streefland, 1984b). Een kwalitatieve 
instap tot problemen en het schatten als toegang tot het rekenen, zouden op 
alle onderscheiden niveaus methodisch in het programma verankerd moeten 
zijn (1.1). 
Abstracties, generalisaties en modellen moeten voortkomen uit de spontane, 
informele oplossingsstrategieen van de leerlingen, in plaats van door de 
leerkracht opgelegd te worden, teneinde het geleerde toepasbaar te maken. 
Dit zijn naar onze opvatting de kiemen voor een 'ideale' benadering van ver- 
houding in een leerproces over langere termijn. 
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