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Afgeleide aanbrengen

* Contexten:
— Helling van een berg (skilatten)

— Raaklijn aan een cirkel
— Snelheid
* Gemeenschappelijk aspect;

van snijlijn naar raaklijn



afgeleide def.ggb
afgeleide def.ggb

Afgeleide aanbrengen

De afgeleide van een functie f in a is de helling
van de raaklijn van f in het punt P(a, f(a)).

Notatie: f '(a)
Geen ‘meetkundige

interpretatie’ maar
de DEFINITIE!



Afgeleide berekenen

P(a f(a))
Q(a+ h,f(a+ h))

helling PQ =
fla+h)—f(a)

h

// a o \ > Dan h >0




Afgeleide berekenen

* met formule:

(a+h) - fla)
h

e differentiequotiént
“h 5 0”

e gemiddelde toename
“limiet”

e helling van de snijlijn



Afgeleide berekenen

* Functies met een knik | ¢ Functies met een
verticale raaklijn

y
3 p
x-cobrd van Q = 1.32
rico van PQ = 0.83 2]
1 Q
x-codrd van Q = 2.02 0
rico van PQ = 3.49 4 3 2 -'1 0 1 2
T _1 1
4 -3 2 1 f



niet afleidbaar.ggb
niet afleidbaar.ggb
niet afleidbaar verticale rkl.ggb
niet afleidbaar verticale rkl.ggb

Integraal

* De integraal van fvan a
tot b is de georiénteerde
oppervlakte tussen de
grafiek van fen de x-as.

* Notatie: f:f(x)dx

DEFINITIE!




Integraal berekenen

Ondersommen

Bovensommen

Riemannsommen

., BEREKENINGS-
WIJZE!




* Hoofdstelling

De hoofdstelling

* Integraalfunctie /

Fy () = f Fode y

Fo(x) = f(x)

F. ()




Vervolg integralen

Primitieve functies
Integralen berekenen met een primitieve functie

Rekentechnieken om primitieve functies te vinden
(onbepaalde integralen)

Toepassingen: oppervlakteberekeningen, volume,
manteloppervlakte, toepassingen uit de fysica en
economie...



Gemeenschappelijk aspect




Problemen met visuele definities

Vreemde functies

.1
y=sin—  (en 0—0)
2 X
Al AN e
03  -0.2 \]tm\ju W \cy1 0.2 3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

-2

Augustin-Louis Cauchy

" (199 eeuw)


osc const.ggb
osc const.ggb

Problemen met visuele definities

Karl Weierstrass
(199 eeuw)



osc eerstegr.ggb
osc eerstegr.ggb

Problemen met visuele definities



osc parab.ggb
osc parab.ggb

Problemen met visuele definities

=N =g

Teiji Takagi
(20% eeuw)




Problemen met visuele definities

3- d(x)z{

1 (xrationaal)

0 (xirrationaal)

Johann Dirichlet
(19¢ siecle)



Verfijnde definities

* Rare functies: problemen met begrippen raaklijn
en oppervlakte, ononderbroken grafiek.

* Afgeleide, integraal, continu definiéren met
limieten. Hiermee raaklijn en oppervlakte
definiéren.

* Dus: verfijnde definitie van limiet nodig!



Verfijnde definities: limiet

We gaan op zoek naar een definitie van limiet die
(in principe) niet steunt op het visuele.

Bij dit zoeken naar’ gebruiken we nog wel visuele
Inspiratie.

Gevallen:

Limiet in een punt Limiet is getal
Limiet in oneindig ><Limiet is oneindig

Linker-, rechterlimiet
B




Verfijnde definities: limiet

Idee:
je kunt zo f(x)|zo dicht bij b brengen als je wilt,
door x dicht genoeg bij a te nemen.




1

/ -
lim f(x)=b

X—d

betekent:

Ve>0: 36>0: a—5<3cﬂ<a+5 = b—e<f(x)<b+e

Fa



Verfijnde definities: limiet

Analoog voor lim f(x) en voor limiet van een rij.

251

X—00
£=0.15
.
lim f(x) = b betekent:
X—>+00

Ve>0: 3k: x>k = b—e<f(x)<b+c¢

A /’“\V AVAVA Va2 VNN
\/

0 50 100 150 200 250 300 350 400
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Verfijnde definities: continuiteit

f is continu in a

betekent
de limiet van fin a bestaat
en is gelijk aan f{a).



Verfijnde definities: continuiteit

2 y=sin1 (en 0—0)
N A e N ——
03 -02 \jfmUU UU W1 0.2 3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9




Verfijnde definities: afgeleide

Als }lir% ! (a+hlz_f @ Yestaat en gelijk is aan een getal,

dan noemen we dit getal de afgeleide van fin a.

Notatie: f'(a).

De raaklijn in (a, f (a)) is per definitie de rechte

y = fla) = f(a)(x — a),



Verfijnde definities: afgeleide
1

2 y=sin— (en0~0)
N Ay N
03 -02 \fﬂ\}” W \l}l/1 0.2 3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9
g(x)=xsin1 (en 0—0) Q(X)szsin% (en 0—0)

X



osc parab.ggb
osc parab.ggb

Verfijnde definities: integraal

* fbegrensd; [a, b] in het domein.
* Verdeel [a, b] in n gelijke stukjes (breedte Ax).

n n
* Ondersom s, =kaAx; bovensom S, =ZMkAx
k=1 k=1

met m, =inf f[x,_1,x,] en M, =sup]f

* fisintegreerbaaralslims_enlim$S, geli

hetzelfde getal. Dit getal is de integraal

o~ Berhard Riemann
(199 eeuw)



Verfijnde definities: integraal

1 (xrationaal)
d(x)= L
0 (xirrationaal)

Neem [0, 1].

s,=0

0 1 2 3 4 5 Sn=1

lims, =0
limS,=1 4

Niet integreerbaar.




Bewijzen in deze nieuwe wereld

Wat blijft er nog overeind van de visuele fase?
Strikt genomen: alles opnieuw doen
Exemplarisch uitwerken

Niet voor iedereen!



Voorbeeld bewijs nieuwe wereld

Limiet van een som
Stel lim f(x)=»b en 11m g(x) =

X—a

Dan: chl_r)rcll(f(x) + g(x)) =b+c

Te bewijzen:
Ve > 0:36 > 0:voorx # a:

—V<x—a<o=
—e<(f(x)+g(x))—(b+c)<e



Bewijzen met de verfijnde definities

TB: 5>Ovoorx
—5<x—a<5 =< f(x)+glx)—b—c<c¢ (*)

We zoeken d zo
dat (*) waar is.

Neem ¢ willekeurig,
We weten:

Ve:A0:Vx #a:—01 <x—a < d;
Vey:d0:Vx #a: =6, <x—a<d, =

VERBAND?



Bewijzen met de verfijnde definities

ongelijkheden optellen:
—& < f(x) —b <¢g
—& < glx)—c<e,

+

—& —&<fx)+gx)—b—c<e& +e&

W_/
Verdeel & Het zou goed zijn
/\ als dit gelijk was
aan ¢ ...

5 5
2 2



Bewijzen met de verfijnde definities

Hoe krijgen we —§ < f(x)—0>b <§ ?

Ve :36:Vx + a: —6; g <flx)—b<g

)
Neem &; = E dan

' £ £
161:Vx #a:—8; < x 01 = §<f(x)—b<§

En analoog:
£ £
16,:Vx Fa: -6, <x—a<§, =>——<g(x)—c<§



Bewijzen met de verfijnde definities

x moet ‘dicht genoeg bij a’ liggen voor beide
functies, dus:

—min{51, 52} <x—a< min{51, 62}

Neem bijgevolg
0 = min{51, 52}



Bewijzen met de verfijnde definities

Dan geldtalsx #a en —6 <x —a < é:
g g
—§<f(x)—b<—

2
g g
—E<g(x)—c<§

+

—e<f(x)+glx)—b—c<c¢

Wat we wilden bewijzen!



Problemen met visuele definities

1
— (x= E, vereenvoudigd)
t(x)=<9 aq
|0 (xirrationaal)
0.5

0.4

0.3

0.2

Karl Johannes Thomae
(199 en 209 eeuw)




l (X:E,vereenvoudigd) £ (Z) =1
t(x)=<9 aq 3 3
|0 (xirrationaal) T
t (5) =0
t(1) =1
0.5
4 t(—0,03) = —
- , , ( ) 100
0.3
N A |
' 50
Periodiek? Ja; periode = 1.
0 0.2 04 0.6 0.8 1




0.5

0.4

0.31

0.21

Verfijnde definities: limieten




0.5

0.4

0.31

Verfijnde definities: limieten

%

=

e

lim(x) =0

X—a

Punten boven lijn:

328

q
eindig qgl
aantal &

Neem o = hor.
afstand tot het

) dichtste punt.

a—o0<x<a+d
=>tlx) <c¢



Verfijnde definities: limieten

0.51
0.4

0.31

* Dus: limiet in elk getal is nul.

0 0.2 04 0.6 0.8 1

* Voor irrationale getallen is dat ook de
functiewaarde. Voor rationale niet.

* Dus: de functie is continu in elk irrationaal getal en
discontinu in elk rationaal getal.



Verfijnde definities: integraal

(1
— (x= B, vereenvoudigd)
t(x)=<9 aq
05 0 (xirrationaal)
0.4 1
jt(x)dx ?
0.3
0




Verfijnde definities: integraal

1
We willen bewijzen: It(x)dx =0
0 ondersom
Er geldt: lims, =0.
We moeten dus aantonen: lim S, =0,
wat betekent:
Ve>0:dk: n>k=S5,<¢

bovensom



Verfijnde definities: integraal

1.21
n=10
»
1 @—— — @
081
05 1

0.4

~0.1




t(0) =1

Verfijnde definities: integraal

\

t(1) =1



thomae.ggb
thomae.ggb

Verfijnde definities: integraal

1
We willen bewijzen: j t(x)dx =0
0
Er geldt: lims, = 0.
We moeten dus aantonen: lim S, =0,
wat betekent:
Ve>0:3dk: n>k=S, <¢



?Ve>0:dkn>k= S5, <¢

* Beschouw ¢ > 0, willekeurig klein.

* Teken de rechtey = §

* Totale opp. (rechthoeken onder de rechte) < ;

0.5

0.4 -

0.3




Eindig aantal rechthoeken (m) steken boven de rechte uit.

Totale opp. (rechthoeken die uitsteken) < m - %

1 2
Neem dus n zo datm-—<§, of nog: n >0

n . &
—~
k
y
1

Dan: n>k:>Sn££+m-—<E+£=e
2 n o2 2



Historisch Fasen

4. Bewijzen met de
verfijnde definities

3. Verfijnde definities

wwmm 2. Problemen met
=<t de visuele definities

1. Visueel
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Wist je dat...
Ook Nederlanders een abonnement mogen nemen op

UITWISKELING?




