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Optellen en vermenigvuldigen

Beschouw de natuurlijke getallen

N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . .}.

Twee basisoperatie op N: optellen en vermenigvuldigen.
Atoom t.a.v. optellen is het getal 1:

1 = 1, 2 = 1 + 1, 3 = 1 + 1 + 1, 4 = 1 + 1 + 1 + 1, . . .

Atomen t.a.v. vermenigvuldigen zijn priemgetallen {2, 3, 5, 7, . . .}:

6 = 2 · 3, 12 = 2 · 2 · 3 = 22 · 3, 2013 = 3 · 11 · 61,

2016 = 25 · 32 · 7, 19 = 19, 1 = ‘leeg product’

Stelling (Hoofdstelling van de rekenkunde)

Elk natuurlijk getal kan geschreven worden als het product van
priemgetallen. Deze schrijfwijze is uniek (op volgorde na).
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Samenspel tussen de basisoparaties

Vermoeden (Goldbach 1742)

Elk even n ∈ N≥4 is te schrijven als som van twee priemgetallen.

b.v.: 4 = 2 + 2, 6 = 3 + 3, 8 = 3 + 5, 10 = 3 + 7 = 5 + 5.

Stelling (Laatste Stelling van Fermat 1637; Wiles 1994)

Voor alle n, x , y , z ∈ N met n > 2 geldt: xn + yn 6= zn.

Voor n = 2 zijn er wel oplossingen, b.v.: 32 + 42 = 52.
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Radicaal en abc-drietal

Definitie (radicaal)

Het radicaal van een n ∈ N is het product van zijn priemdelers:

rad(n) :=
∏

p|n, p priem

p.

b.v.: rad(2016) = rad(25 · 32 · 7) = 2 · 3 · 7 = 42
rad(2013) = rad(3 · 11 · 61) = 3 · 11 · 61 = 2013

Definitie (abc-drietal)

Een abc-drietal is een drietal (a, b, c) ∈ N3 met

a + b = c en ggd(a, b, c) = 1.

b.v.: (1, 8, 9) is een abc-drietal, want 1 + 8 = 9 en ggd(1, 8, 9) = 1
(34, 52 ·7, 28) ook, want 81 + 175 = 256 en ggd(34, 52 ·7, 28) = 1
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Kwaliteit

Voor een abc-drietal (a, b, c) beschouwen we het getal q met

c = rad(abc)q.

Definitie (Kwaliteit)

De kwaliteit van een abc-drietal (a, b, c) is

q(a, b, c) :=
log(c)

log(rad(abc))
.

a b c rad(abc) q(a, b, c)

34 52 · 7 28 = 256 2 · 3 · 5 · 7 = 210 log(256)
log(210) = 1, 03704 . . .

32 26 73 2 · 3 · 73 = 438 log(73)
log(438) = 0, 70541 . . .

1 1 2 2 log(2)
log(2) = 1
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Aan de slag met abc-drietallen

Beschouw het drietal (a, b, c) := (1, 48, 49).

Ontbind 48 en 49 in priemfactoren.

Stel vast dat (a, b, c) een abc-drietal is.

Bepaal rad(abc).

Bepaal de kwaliteit q(a, b, c).

Probeer een abc-drietal te vinden met zo hoog mogelijke kwaliteit.
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Aan de slag met abc-drietallen: antwoorden

Beschouw het drietal (a, b, c) := (1, 48, 49).

Ontbind 48 en 49 in priemfactoren.

48 = 24 · 3, 49 = 72

Stel vast dat (a, b, c) een abc-drietal is.

1 + 48 = 49, ggd(1, 48, 49) = 1

Bepaal rad(abc).

rad(1 · 48 · 49) = rad(24 · 3 · 72) = 2 · 3 · 7 = 42

Bepaal de kwaliteit q(a, b, c).

q(1, 48, 49) =
log(49)

log(42)
= 1, 04124 . . .

Probeer een abc-drietal te vinden met zo hoog mogelijke kwaliteit.
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Het vermoeden

Vermoeden (abc-vermoeden, Oesterlé en Masser 1985)

Voor elke α > 1 zijn er slechts eindig veel abc-drietallen (a, b, c)
met kwaliteit q(a, b, c) > α.

Als het vermoeden waar is, dan bestaat er een grootse kwaliteit
van alle abc-drietallen. Dit levert het volgende gevolg op.

Vermoeden (zwak abc-vermoeden)

Er bestaat een α > 1 zodat voor alle abc-drietallen (a, b, c) geldt
dat de kwaliteit q(a, b, c) ≤ α.
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met kwaliteit q(a, b, c) > α.

Als het vermoeden waar is, dan bestaat er een grootse kwaliteit
van alle abc-drietallen. Dit levert het volgende gevolg op.

Vermoeden (zwak abc-vermoeden)

Er bestaat een α > 1 zodat voor alle abc-drietallen (a, b, c) geldt
dat de kwaliteit q(a, b, c) ≤ α.
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Voorbeelden

Er zijn 234 abc-drietallen met kwaliteit > 1, 4 bekend.

plek a b c q(a, b, c)

1 2 310 · 109 235 1, 6299
2 112 32 · 56 · 73 221 · 23 1, 6260
3 19 · 1307 7 · 292 · 318 28 · 322 · 54 1, 6235
4 283 511 · 132 28 · 38 · 173 1, 5808
5 1 2 · 37 54 · 7 1, 5679

Eerste plek: Eric Reyssat, 1987.
21e plek: Frank Rubin, november 2010, kwaliteit ≈ 1.4805,

522 · 79 · 45949 + 32 · 1318 · 613 = 223 · 174 · 2512 · 17333.

Er bestaan oneindig veel abc-drietallen met kwaliteit > 1, b.v.:

(an, bn, cn) := (1, 9n − 1, 9n).

Voor het bewijs, gebruik dat 9n − 1 deelbaar is door 8.
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Fermat

Stelling (abc impliceert asymptotisch Fermat)

Neem aan: alle abc-drietallen hebben kwaliteit ≤ α. Dan geldt
voor alle x , y , z , n ∈ N met n ≥ 3α dat

xn + yn 6= zn.

Bewijs. Laat x , y , z , n ∈ N met xn + yn = zn.
Door ggd weg te delen, kunnen we aannemen dat ggd(x , y , z) = 1.
Dit geeft een abc-drietal (a, b, c) = (xn, yn, zn) met

rad(abc) = rad(xnynzn) = rad(xyz) ≤ xyz < z3,

q(a, b, c) =
log(c)

log(rad(abc))
>

log(zn)

log(z3)
=

n

3
.

Aanname geeft q(a, b, c) ≤ α, dus n/3 < α, oftewel

n < 3α. QED
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Gegeneraliseerd Fermat

Vermoeden (gegeneraliseerd Fermat, Beal US$100000 prijs)

Voor alle p, q, r , x , y , z ∈ N met p, q, r > 2 en ggd(x , y , z) = 1:

xp + yq 6= z r .

f (p, q, r) :=
1

1
p + 1

q + 1
r

− 1.

Voor een tegenvoorbeeld geeft Henri Darmon CA$300f (p, q, r).

Stelling (abc impliceert asymptotisch gegeneraliseerd Fermat)

Neem aan: alle abc-drietallen hebben kwaliteit ≤ 1 + ε. Dan geldt
voor alle x , y , z , p, q, r ∈ N met f (p, q, r) ≥ ε en ggd(x , y , z) = 1:

xp + yq 6= z r .

Bewijs. Opgave . . .
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Aanwijzingen

Meeste getaltheoreten denken dat het abc-vermoeden waar is.

Aanwijzingen:

abc-drietallen met grote kwaliteit vinden is lastig

Impliceert veel ware en aannemelijke uitspraken

Speciale gevallen

Heuristiek

Waar in analoge getalsystemen (polynoomringen)
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Mochizuki

30 augustus 2012: Shinichi Mochizuki publiceert 4 artikelen
‘Inter-universal Teichmuller Theory I,II,II,IV’ op eigen website

Ruim 500 pagina’s exotische wiskunde

abc-vermoeden zou direct gevolg van de algemene theorie zijn

Meer dan 10 jaar aan gewerkt

Berust op nog eens honderden pagina’s eigen werk

Duidelijk overzicht van bewijs ontbreekt

Onbekend of er nog experts over zijn die veel moeite nemen
het bewijs te begrijpen
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Bedankt voor de aandacht!
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