HANDOUT BIJ DE VOORDRACHT ‘HET ABC-VERMOEDEN’

1. RADICAAL, ABC-DRIETAL EN KWALITEIT
We noteren met N de positieve gehele getallen:
N=1{1,2,3,4,5,6,7,...}.
Definitie (radicaal). Het radicaal van n € N is het product van zijn priemdelers:
rad(n) := H .
pln, p priem
Definitie (abc-drietal). Een abe-drietal is een drietal (a,b,c) € N3 met
a+b=c en ggd(a,bc)=1.

Definitie (Kwaliteit). De kwaliteit van een abe-drietal (a,b,c) is
log(c)
b,c) = .
a(a,b,c) log(rad(abc))

Opmerking (terminologie). In sommige texten wordt bij de definitie van abc-drietal
nog de extra eis gesteld dat rad(abc) < c¢. Een abce-drietal (met onze definitie) dat
aan deze extra eis voldoet, wordt soms ook wel abc-hit genoemd.

Opgave 1. Beschouw het drietal (a,b,c) := (1,48,49).

e Ontbind 48 en 49 in priemfactoren.

e Stel vast dat (a,b,c) een abc-drietal is.
e Bepaal rad(abc).

e Bepaal de kwaliteit g(a, b, c).

Opgave 2. Probeer een abc-drietal te vinden met zo hoog mogelijke kwaliteit.

2. VERMOEDENS

Vermoeden (abc-vermoeden). Voor alle o > 1 zijn er ten hoogste eindig veel
abe-drietallen (a, b, c¢) met g(a, b, c) > a.
Als het abc-vermoeden waar is, dan bestaat er een grootste kwaliteit van alle abc-

drietallen en verkrijgen we het volgende.

Vermoeden (zwak abc-vermoeden). Er is een o > 1 zodat voor alle abe-drietallen
(a,b,c) geldt dat q(a,b,c) < a.

Opmerking (equivalente formuleringen). Het is soms handig om bovenstaande twee
vermoedens te formuleren zonder gebruik te maken van het begrip kwaliteit. Dit is
eenvoudig door op te merken dat we natuurlijk hebben

q(a,b,c) > a <= c¢>rad(abc)?,
q(a,b,¢) <a < c<rad(abc)®.
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Verder schrijft men meestal 1+ ¢ i.p.v. « en krijgen we dan dus ¢ > 0 i.p.v. a > 1.
Tot slot wordt er vaak een constante C(e) (of eventueel C(«)) ingevoerd om een
ongelijkheid voor alle abc-drietallen te krijgen in het abc-vermoeden.

Vermoeden (Beal $100000 prijs). Voor alle p,q,r,xz,y,z € N met p,q,r > 2 en
ged(z,y,2) =1 geldt
P +y? £ 2"

Dit vermoeden is een generalisatie van de volgende beroemde stelling.

Stelling (Laatste stelling van Fermat). Voor alle n,x,y,z € N met n > 2 geldt
" +y" £ 2"
3. GEVOLGEN

We nemen vanaf nu aan dat het zwakke abc-vermoeden geldt. Oftewel, alle abc-
drietallen hebben kwaliteit < « (voor een zekere v > 1).

Gevolg 1 (asymptotisch Fermat). Voor alle z,y,z,n € N met n > 3a geldt
" +y" £ 2"
Bewijs:
e Stel dat z,y,z,n € N met " + y" = 2™

e We kunnen aannemen dat ggd(z,y,z) = 1 (schrijf g := ggd(z,y,z) en

vervang (z,y, z) door (2/9,y/9,2/9))-
e Dit geeft een abe-drietal (a,b,c) := (2™, y", z") met:
rad(abc) = rad(z"y"z") = rad(xyz) <ayz < 25
e Voor de kwaliteit krijgen we

log(e) log(z™) n
b, =_.
4(a,b:¢) = o rad(abe)) ~ Tog(%) 3
e Volgens de aanname hebben we
q(a,b,c) < .

e De afschattingen voor ¢(a, b, c) geven nu n/3 < «, oftewel n < 3a. ~ QED

Gevolg 2 (asymptotisch gegeneraliseerd Fermat). Voor alle z,y, z,p,q,7 € N met
1/p+1/q+1/r <1/a en ggd(z,y,z) =1 geldt

aP +y? # 2
Opgave 3. Geef een bewijs voor Gevolg 2.

Opgave 4. Neem aan dat het volledige abc-vermoeden geldt. Kun je nu ook iets
zeggen over n < 3a in Gevolg 1 en over 1/p+1/¢+ 1/r > 1/a in Gevolg 2?

4. ToT SLOT

Een zeer uitdagende opgave (misschien zonder oplossing. .. ) zou zijn om een nieuw
abc-drietal te vinden met kwaliteit > 1,4. Voor een lijst met zulke abc-drietallen,
zie ‘the high quality triples list’ op www.math.leidenuniv.nl/"desmit/abc .

Voor lesbrieven en nog veel mee, zie www.rekenmeemetabc.nl .



