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Complexe Stromen Sommige sheets staan achterin nogmaals
[T 77777777777711 AN\ \\\\\ afgedrukt in groter formaat.
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1956: Herman luistert naar het weerbericht Kristalonvanger
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+  Wikipedia
http://www.qgsl.net/pd2acw/nummer012002/kristalontvanger.html
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Amplitudo (de-)Modulatie

Alle
energie
kwam v
" | "” MOLTRR L uit de
i T —— antenne,
gl”\l \hul M!\“Mhnl il \
W
mijn
vlieger
hing!

Na gelijkrichting door de diode heeft
het signaal wél een trage component

L |uswons xeiduioy
" Juswons oxeidwop
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0: Feiten Complexe Stromen

« Samenontwikkeling en uitvoering van
module natuur+wiskunde
» Joost van Hoof (Julius Instituut, UU)
+ Aad Goddijn (Fi, JCU)

« JCU:

* pittig exact gemotiveerde leerlingen omgeving Utrecht
* NLT en Wis-D
* 8 keer 2 x 75 minuten
» 2 keer op JCU gedaan (19 11.)
+ experimenten elders aan de gang
« certificatie NLT beoogd zomer 2009
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Motivaties keuze voor deze module

* T. Ik heb een film gezien over complexe getallen en ik wil wel
eens zien hoe je die kunt gebruiken.

* J. Ik hoop dat ik, door deze module te kiezen, de vorige
hoofdstukken van natuurkunde wat beter ga begrijpen.

* 8. 'Complexe stromen' vind ik mysterieus klinken. Vooral de
complexe getallen lijken mij erg interessant. Ik ben erg benieuwd
hoe zoiets vreemds als het getal i kan helpen bij het beschrijven van
een realistisch natuurkundige situatie.

* A. Ik ben al lange tijd anti-fan van aardrijkskunde. En ook al zit er
ontzettend veel beta bij, het blijft aardrijkskunde voor mij. Wiskunde
en natuurkunde zijn gewoon ontzettend tof!

* T. Ik heb altijd al willen weten wat nou niet reele getallen zijn. Het
lijkt me ook leuk weer les te krijgen van A.

NWD 2009 — Aad Goddijn 1
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Verschillen in aanpak mogelijk

natuurkundig

. |uswons exsdwog

TH jor 1P | Lior | jod ||
—f—|e +|'| —il Complexe Stromen JCU ‘
g g™ A, JWV\_l |J—v‘vl:|;:_n JYIVL]
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Wiskundige opzet

* Vaak:
— Sterk algebraische aanzet
— Start met oploswens bij de vergelijking x2 = -1
— Vliegende start met i.
* (“Een complex getal is een uitdrukking van de vorm a + bi *)
— (start met Cartesische representatie)

+ Soms:
— Meer meetkundig vanuit draaien en gelijkvormigheid. (Argand)
— (start met polaire representatie)

NWD 2009 - Aad Goddijn 13
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Complexe Stromen JCU; Wi+Na

* Wis en Na-deel samen/afwisselend opgebouwd

* Argand-aanpak, uitgelokt door gebruik in
natuurkunde

» Taal- en activiteiten: overlap en verschil
— Schakelingen: R, C,L,U, I, oent
— Complexe getallen: i en e?
— Wiskunde: soms signaal i.p.v. functie
— Natuurkunde: bevat de meeste oefeningen in algebra

» Vak-visieverschillen:
— interessante confrontatie, ook voor de leerlingen

INWD 2009 — Aad Goddijn 14
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7 hoofdstukken

1: Componenten in complexe schakelingen
2: De sinus en cosinus onder de loep
3: Een condensator in een wisselstroomnetwerk
4: Constructie van de complexe getallen

5: Complexe stromen en impedanties in netwerken met
een spoel

6: Complexe getallen en transformaties

7: Netwerken met zowel condensatoren als spoelen

NWD 2009 — Aad Goddijn 15
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Uit hfst 1:
Componenten in de schakeling

* Voorkennis:
—Wetvan Ohm: U=/R

— Parallelschakeling en serie schakeling weerstanden

» Condensator en spoel

* Herhalingsoefening rekenen in netwerken

7 [NWD 2009 - Aad Goddin

Netwerken en Overdracht

u, ‘mr NETWERK uIT U,

» Schakeling met een ingang (input) en een
uitgang (output)
» De overdracht H van het netwerk (voorlopig!)

o U
U.

n

uswons axelduioy

JuCo 2008 17

"INWD 2009 - Aad Goddin

De algebra "]
van de
spanningsdeler:
met de wet van Ohm

- Stroom door R, en Ry [ Un
R +R,
. Uitgangsspanning berekenen: (U, =/-R, =—%_.u,
R +R,
. H= Uuit — RZ
- De overdracht is dus: U R+R,

axeidwon

58
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Vervangingsweerstand;
serie en parallelschakeling

R,=R. +R,

u, - U, 1

R

1
_+_
Rl R2

Ry +R,
R, ‘R,

RRe \r+R
R+R, ot

s1

= Ry
Rs1 + Rsz

II! Belangrijk !!!
1. Reductie en rekenwerk berusten op
de WET van OHM: U=IR
2. Bij weerstanden: tijdsonafhankelijk!

 "/NWD 2009 — Aad Goddin

Vervangingsweerstand

)7@‘\
0?‘
OQ

S/A:

Bereken de vervangingsweerstand

Bedenk een netwerk dat zich zo niet laat
reduceren ....

luswons exeidwon

JuCo 2008
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De condensator

» Twee geleiders met een isolerende tussenstof.
« Als er lading op een condensator staat is er ook
een spanning:

@U,-C

Q
U,=—
°c c

+ Cis de capaciteit. Eenheid: de farad (F).

luswons axelduioy
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De condensator: op- en ontladen

o g

ol pernreeee e

. |uswons exeidwon

* Hoe ziet U, er uit?

INWD 2009 - Aad Goddijn
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Veranderende lading, spanning en stroom bij de

Condensator
+ Weweten: @=u,.c , Uc=g
» Stroom is verandering van lading:
AQ
===
At
« Op een ‘moment geldt:
. AQ  dQ
[=Ilim—=—
At-0 At dat
aQ au,
. . |.=——C_Cc—¢<
Dus: °T Tt dt
NWD 2009 - Aad Goddijn 25
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De Spoel in een notedop

* Een opgerolde draad.

- Constante stroom door spoel
levert een magnetisch veld B;
evenredig met de stroom /.
De spoel omvat flux @.

INWD 2009 - Aad Goddijn
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Stroom en spanning bij de spoel

Als de omvatte flux verandert, verzet de spoel
zich daartegen (wet van Lenz) door een
spanning te genereren: de inductiespanning.

N windingen tellen de spanning op.

U, -N.A2

At
Uiteindelijk vind je: dl
e

L heet de coéfficient van zelfinductie. Eenheid van
L is de henry (H).

NWD 2009 - Aad Goddijn 27
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Demonstratie:
Wiszelspanning op een Schakeling

INWD 2009 — Aad Goddijn
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Sinusoiden(?) optellen: klopt wel

Uin UL, U

Uin

2L

NWD 2009 — Aad Goddijn 29
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Van Teleurstelling naar Toekomstmuziek

* Bij wisselstroom op C en L (nog) geen
eenvoudige rekenregels voor schakelingen

* Maar de sinussignalen lijken kansrijk!

* Kunnen we ‘eenvoudig’ leren rekenen met die
signalen?

» Bestaat er een ‘betere’ Wet van Ohm?

INWD 2009 - Aad Goddijn 30

| Hoofdstuk 2: Rekenen met Sinusoiden |

- Deels bekend, deels uitbreiding
— sin?x+ cos?x= 1 - O N I B ‘

— radialen en graden ',
» Het gedraai van het duo sin&cos

— boog/straal

» Vektoriele blik op de afgeleide

* Optellen sinusoiden? Ja, we kunnen.

NWD 2009 — Aad Goddijn 31
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* Vergelijk daarna 2 oplossingen (z.0.z)

INWD 2009 — Aad Goddijn 34

De wind steekt op! | Twee beelden; algemene formule |
o T, | T |IIIII|IIIIIII_
II_J." }\ \\'. A Il 1 1 Yoo
o { 1 .-Ir g’ o m“ Py
N Vi i 1
.--_‘---’ : " ) ot _II X,
\ o .0
. y(f) = Rsin(ot+ )|
[z
- g Amplitudo — Hoeksnelheid — fasehoek
. - " . . - % (periode, frequentie)
: Véor- en zijaanzicht van de cirkelbeweging ¢!
INWD 2009 — Aad Goddijn 32 NWD 2009 — Aad Goddijn 33
N
Qe@\@ Opgave (uit de thuistoets) ’F Twee oplossingen (bis)
- - Rosalinde Jeroen
[)'_ D@ | ¢ T=5x-2n=37
—A 1. T=13n %:T'.rhu
] R=04 el
os T T T T T T T T [ T o=-n i
0 T 2n in 4 h}id om ® =" R=0.4-0=04 g
D(t) = R-sin( @t + @) 1
' é——;ﬁ
» Bepaal R, m en ¢ DO =R-@t-9)
, ‘ D) =R sin( ot + @) ‘ Dcr:=[L-1.~'.int§{.r—[}.5,r}]

36




R sin(at+ ¢

ﬁ_\
)

R cos(ot+ )

/

straal: R

X = R-cos(ont+d¢)

woxs exelduioy

De optelmanoeuvre zelf

(gelijke hoeksnelheden)

* Op te tellen:
A -sin(at + @)

o A -sin(ot +@,) \

» Verrijk met
horizontale component:

‘A-oos(wtﬂq) en A, - cos(at +@,) ‘

» Tel draaiende vektoren op:
a@l  + a0 =al -

+ Kies component van Q;

straal Ay |
/  straal Ay

* Gekozen moment t is niet belangrijk!!!

. |uswons exeiduiog

QD .
i yi) = R-sin(ot+4)
¥ 7 [NWD 2009 - Aad Goddin 37 NWD 2009 — Aad Goddijn 38
\ Opgave (toets) * Ware snelheid en afgeleide
. T00n aan: ‘ snelheidssdiagram ‘
) vin
Sm( ! - —) + sin (u [+ ] A/2sin (U) [+ ) \ag
6 3 12 / N
ot o b ]
\ ° Pt
+ Geldt de formule ook met cos-cos-cos ? /R
— Er zijn minstens twee verschillende argumenten .. )
-1 4 .
B ) {_(R- cos(wt)) = -o - R-sin(ot)
g * Bekijk het werk van Jeroen en Rosalinde "
: : S(R-sin(b) = o R cos(ot)
" [NWD 2009 — Aad Goddin 39 " [NWD 2009 — Aad Goddin 43
Muzikaal intermezzo met ongelijke frequenties ‘ Hfst 3: Wisselspanning op de condensator (en spoel) ‘
VAN AAAAAAD AAAAANAT
\/\/\/\l”\/\v \uf\’\,’\/\v \\/\/\W\/\/\/\/\v‘\//U\ + We weten: U |G
! AN | =C.2=¢ ' N
T - c U,sin ot (™) C =
ANAMAAAAAAAA \,(M\W AN dt N
PV L
AL (\/ ,\/\ I f\/“ ;‘\ r“ \V/N(W | Ay /\;\/\.‘/\7\ | ) WISSGISpaTI??)INl:J in ot
A \/ | | 1 AR AATAT VTR = Sinw
U\MMV‘J\/‘ /\\’\j/\‘u\/w‘J \/” /V/WJ c 0
— . . dU, sinot
sin(62¢) + sin(60¢) = 2-cos(¥t]-sin(@t] Dus: I (t)= C-% =wC-U,-coswt
) ) =l,coswt |=lsin(at +7/2)
% Zie ook: . 1%;
| Gunther Comelissen: zaterdag 9.15-10.00 iopict H Iy
§|  Heinz Hansmann: zaterdag 10.30-11.15 ks i § U = 1 /
2 = g =—1,
" [NWD 2009 ~ Aad Goddin 44 /NWD 2009 — Aad Goddijn a)c 45




Stroom en spanning zijn uit fase! ‘

. |uowons exeidwog

wClg |
Uy

I loopt n/2 véor op U,

INWD 2009 - Aad Goddijn 46

| Impedantie |

I C
LR || |k
Uy } —Eifi‘_
Quotiént van spanning en stroom in weerstand R:
weerstand R.
Quotiént van de amplitudes van de wisselspanning

en -stroom door een element (R, C, ) heet
lmpedantle V4

+ Algemeen: U Zo/

NWD 2009 — Aad Goddijn 47

. |uswons axeduioy

. |uewons exeiduioy

Hoe werkt dit RC-netwerk?

L —
l R
+ We weten: N I
U, |\_\|\} \ C=— U,
1.lg=11 W
2.Ugis in fase met Iz en dus met I
3. U loopt n/2 achter op I en dus ook
achter op Ug
4.Uc+ Ug=Up
INWD 2009 — Aad Goddijn 48

* Bepaal de verhouding tussen
de amplitudes van U; en Uy . (Impedanties!)

+ Pas de draai- optelmanoeuvre (Q,+ Q,= Q;) toe op
Us+Ug = Uy -
Dat levert een ‘schets’.

* De amplitudes U, ¢, Uyr en U,y hangen samen . Hoe?

UD,C

U,

* Druk de overdracht H(e)= in R, C en o uit.

0,in

+ Laat ¢ het faseverschil van U met U,y zijn.
Bepaal ¢, of tan(¢).

. |uswons exsdwog
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De som van Uz en U,

. |uowons exaidwion

00
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H hangt af van o af.
H(w) = U _ 1/ wC _ 1
Uoin \/RZ +1/(oC) J1+ 0’R2C?

U, l,-R U,
tandg=-——2K—-___ 0 _ ___4HRC||U,(t) = ———2——sin(wt + )
Uoe Iy - 1(C) ¢ 1+ 0?R?*C?

* Gelukkig maar. Daar hebben we iets aan!
RC-filter
+ Dub- i
bel
loga- o
it e
misch:
g Hvan o
g « Lowpassfilter (kristalontvanger!)
/NWD 2009 — Aad Goddijn 52




D
0\§(" Nasleep bij de berekening
Q

\,o

» Achteraf: behoorlijk achterstevoren!

* En eriets iets mis met deze aanpak ...

— Kijk kritisch naar de twee paginas waar de oplossing
op staat.

— Wat is de verborgen aanname ??

axaidwog

wons
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axelduioy
.

jewons

Aanvulling met d.v.

du; |y

* We weten wel dat Iy =1
dt

* Endat Ug,U;.Uy
« differentiaalvergelijking:

r.c. %Y .y ($)=u,sin()
* Onze U(t) is een oplossing!

» Afwijkingen van onze oplossing voldoen aan

R~C~dU" +U, =0
at
Dat zijn juist de (uitdovende) inschakel-

verschijnselen: At
U,(t)=U,-e 7R

"INWD 2009 - Aad Goddin
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O, simpele spanningsdeler!

u, —

ma :—¢ ) [ = U, H=Uu/'1= R,
R u i

U,=U,+Uyen Ut =R

| Ach, ellendige RC- kring!

T I 1 R I T o We/ UR+UC=UIN

[E—

Ook : Uyg = Zg+l,, Uo,c =Zcel,

Zelfs : Ug(t)=Zgelx(£)

U (8) = Zo+15(2)

Niet:

oxelduioy

wons

Die wet van Ohm voor Cen L,
komt daar nog wat van?

\/NWD 2009 - Aad Goddin
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Hfst.4: Complexe Getallen
vanuit complexe overdracht H

Z en H krijgen een draai

en
de Complexe Getallen
verschijnen.

oxaidwog

luawons
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oxeduioy

wons

Netwerken en Overdracht (herhaling)

y N NETWERK urr U,

« Schakeling met een ingang (input) en een uitgang

(output)
« De overdracht H van het netwerk (voorlopig!)
H — Uuit
U

/NWD 2009 — Aad Goddijn JuCo 2008
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Overdracht bij wisselspanningen?

UIT| Vi = Auir - sin(ot+ @)

Uy = Ay~ sin(0f+ )iy NETWERK

- -

[]u."I:
U

m

Am‘f
AH‘? : Sln((’l‘)l + (PH?)

- sin(wf + q)m): 999

H =

» Echte overdracht is een koppel van:

— Verhoudingsgetal van de amplituden (positief getal)
— Verschil van de fasen (hoek)

uswos exeidwon

Twee netwerken na elkaar \

uswons axelduioy

. == = |
In Nelwerk | }Ut In . - } Uit
e Netwerk 3 La

NWD 2009 — Aad Goddijn 60

V: (2, ~=/100),, ¥:(1.4142,3.926),.

luswons exeidwon

b. Teken de figuur dic alle complexe getallen van de vorm (..., m/4), beval.
¢, Teken de figuur die alle complexe getallen van de vorm (3, ... ), bevat.

A
/" [NWD 2009 - Aad Goddijn
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Het worden ‘getallen’, als je het rekenen oefent!! *
Complexe getallen ....... . R
\3
\~\-O Aan de notatie hangen we een Kleine ,, om verwarring te voorkomen.
£ HH )
° Dat Z|J n deze koppGIS! 4.5 Vijl oefeningen in vermenigvulgen van complexe getallen. Poolnotatie!
a. (3, =/2), (3,27, = o (1w - (L my =
b, (2, -n/3), - (0.5, mi3), - d. (331.0.76), - (2.015.2.34), =
- Je hebt zelf de vermenigvuldiging o AR, (0, B, @4, @4,
4.6 Incen van de voorbeelden van de vorige opgave staat eigenlifk (-1} - (-1) = 1.
afgeSpl'O ken . a. Welk voorbeeld?
b. Leg uit dat de nicuwe vermenigvuldiging kloptymet het oude regeltje min keer min is plus en
ook met de andere regels voor vermenigvuldigen met negatieve gelallen.
+ Weerstandsnetwerken: alle fasehoeken L7 Overdearheen -
- In opgave 4.5¢ tellen de fasehoeken samen op tot 4x. Dat moet je niet zo laten.
ZlJn 0 a. e nitkomst is toch ecn gewoon getal. Welk?
— De gewone vermenigvuldiging’ b. Formuleer een rekenregel over hoe om le gaan met grote fasehocken,
. P . . 4.8  Bedenk:
g * De Complexe Vermenlgvuldlglng Slult le de a. een of méér complexe getallen 5 die voldoen aan de vergelijking 5% = (1, ), = -1
il gewone aan en breidt hem uit. ¢« Eventueel: doe 4.8 ook met S2 = -1.
E 3| + Commentaar: veel details worden door de Il zelf ‘beslist’.
M INWD 2008 - Aad Goddijn 61 " MWD 2008 - Aad Goddijn 62
A 0 7 a
Complexe Vlak \W Geometrisch vermenigvuldigen
N
EG/; ks
C 3
Moty
ge’a/ is
e
(2, ) &
b Sty
. A
- = hoek van =3
- A 0
4., « 3.0 ' K
b (0, 0), .
= o 1
lijn van de gewone trceicr
getallen. . i t : d .
4.4 Markeer de volgende complexe getallen ook In het complexe viak: § Intieme vrienaen:
a Kl ni2), L2, 3nid),, Wil 1.3x),, § — Gelijkvormige driehoeken,Vermenigvuldigen, draai-strekking om O
H
3

« Bereken z'6

NWD 2009 — Aad Goddijn 64




Absolute waarde, conjugeren (1) \

Optellen, het getal i, Cartesische notatie

. . 2t
+ Absolute waarde en argument van z = (A, ¢), * Geometrisch optellen:
— Notaties |z| en arg() [arg niet frequent] — vektoroptelling Z,
— Afstand tot 0 (Verwarrend tov voorkennis). ( ..... A) — sluit aan bij optellen A vz,
— Hoek vanaf positieve reele as. (......... )] sinusoiden '
+ i=(1, n/2), is al bekend. %
» Conjugeren: ~ Goede helper bi: -
— Spiegelen t.o.v. reéle as. | J-3+#
- Dus:z=(A ¢),. , Z =(A-9), + Cartesisch coordinaten g
. — En de representatie
» Toon aan: (en diverse anderen ..) a+bi P < !
9 - 2 = g
i Z,-2,=2,-2, |2,|-|z,| = |z, - z,| |z| =Z-Zz g « Etc. etc. etc. _ s
5 : — Er zijn in de klas
| " [NWD 2009 — Aad Goddin 65 N lei details en kleine hobbels. 66
e
Absolute waarde, conjugeren (2) e‘?\\ Cartesisch rekenen
&
N\ ) o )
. = + pj < (1+20)- (3-4i) =11+ 2j;
Absolute waarde en argument van z = (a + bi) (3 +bi) - (0 + di) = (ac —bd) + | (ad +bc)
— Notaties |z| en arg( ) [arg niet frequent]
— Afstand tot 0 (Verwarrend tov voorkennis)...... Ja? + b? «  Een trucje voor delen:
— Hoek vanaf positieve reele as. (......... ¢ = arctan(b/a)) 345/ (3+50)-(4+/) 74170 T
. 4-i  (4-7)-(4+7) 17 17
i n ren:
Co J_UQe € < Ontbind a2 + b2 in twee factoren!
— Spiegelen t.o0.v. reele as.
— Dus:z=a+bi. , Z =a-bi . Gebruik ‘21‘ . ‘22‘ _ ‘21 . 22‘
. ; om te ‘bewijzen’: a% + b?)-(c? +d?) = (ac - bd)* +(ad + bc)’
+ Toon aan: (en diverse andere ..) (dwz: werk het rechterlid NIET uit) )
g - = — 2 = g
3 . = . — = . 3
H 415 =205 CAREARIEARA |z| z-z g« (5+2i)- (5-2i) = 29 was toch priem?? Of toch niet? Of niet meer?
" 1 NWD 2009 - Aad Goddijn 67 " INWD 2009 - Aad Goddijn 68
Intermezzo Priemgetallen van Gauss Cartesisch en polair; omrekenen
: Z=a+bi=(R {
Gehele getallen van Gauss: a + bi; a en b gewone i
gehele getallen.
-+ 2 isin zulke getallen ontbindbaar, maar 3 blijft
priem!
Op de theedoek: Hier zie je het complexe getal Z, zowel in polaire als in Cartesische notatie. Het komt er op neerin & =
. : @ + b i =(R. #, de verbanden tssen R en ¢ enerzijds en @ en b anderzijds te kennen
wit is priem. 434 Gaomadat de volgende omzeningsregelsvan Cartesische naar polaire notatie gelden:
Middenkruiskje: 0, 1+l alZ|=R=Jalob?
http://www.sannydezoete.nl/index.htm b. tanid) E
s In steenrood, lavendelblauw, goudgeel en wit e T N
%« Achtergrondbehang van deze slide: g
— Priemgetallen met |a| < 400, |b|<300 g 436 Vul un zelf aan:
- Kun jo met een begrensde stapgrootte b s Ry
van 0 naar oneindig? £ ¢, Hetargument van @ + biis
(onopgelost probleem) § . De absolute waarde vand + bi b8 oo
" Mo 2009 - Aad Goddijn 70




De wetten van de Algebra gaan do6r

Ur(v+W) «
L.y

uswos exeidwon

INWD 2009 - Aad Goddijn 71

Complexgewijs oplossen of niet (1) \

¢
&
E]
3
5
g
3
]
3
£

22 -2242=0

(a+bi) —2Aa+bi)+2=a’+2abi=b -2 —-20+2=0

2abi — 2 =0

NWD 2009 — Aad Goddijn 72

\ De kroonjuwelen van het complexe viak (1) \

i

(1), = cos(a) +isin(a) e
(tar), (Ler),=(Lay+a),

1

‘ (cas(a1)+isin(a1))-(cas(az)+isin(a2))‘= cos(ay+a,) +isin(a, + ay)

cos(ay)- cos(a,) - sin(e,)- sin(a,) = cos(a, + ;)

sin(a,)- cos(a,)+cos(a,)sin(e,) = sin(a,+a,)

(cos(a)+isin(a))” = cos(na)+ i sin(na)
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luswons exaidwog

De kroonjuwelen van het complexe viak (2) \

+ Eenheidswortels: wortels van z" = 1
==, in Euler — De Moivre
= Nog meer!
= Toon aan: ze zijn samen 0.

» Diverse methoden bij Il.
(Jeroen, zoz) Ze vormen een regelmatige ster. Tel
de vectoren op: je krijgt een regelmatige veelhoek, die sluit.
— Bij even n staan er steeds twee tegenover elkaar.
— De sin-componenten vallen twee aan twee weg.
De cos componenten ook.
— Werken met som van meetkundige rij
— n-afhankelijke methoden (bijvoorbeeld in kwartetten samen
nemen.
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Eenheidswortels kopstaart *

Bij oneven n: de oplossingen zijn: (1, 2n),, (1, 4n), .. (1, (n-1)2a/n),, (1, n2n),. Een bewijs
op dezelfie manier als bij een even getal als n heb ik niet gevonden. Vandaar dat ik het op een andere
manier heb geprobeerd, dit lukte wel en dit heeft ook een bewijs opgel 1 dat bij elke gehele n opgaat.
De vergelijking z° = | heeft n oplossingen. Deze hebben een regelmat gzing op de éénheidecirkel.
Elke oplossing maakt daarom een hoek van 2a/'n met zin buurman (ol 360/n graden). Deze
oplossingen kunnen we optellen met behulp van de kop-staartmethode, zoals in de figuur hier rechts is
weergegeven. Elke lijnstulje (AB,BC,CD enz) stelt een oplossing voor. Zoals te den maakt elke
oplossing een hoek van 360/ met zijn bunrman, de oplossingen zijn immers met de kop-staatmethode
naast elkaar gelegd. De hoek binnenin het figuwr dat nu ontstaat, dus bijvoorbeeld de hoek ABC of BCD,
bedraagt nu 180 — 360/n graden. Als er geen gesloten figuur ontstaat, dan trek ik D i

simpelweg het cerste lijnstukje en het laatste lijn: e 2o ver door, dat er toch Y i
wen gesloten figuur ontstaat. De hoek tussen het ee *, f
ook 3600n graden zijn, omdat dit ook 20 is in b AN

N wi we dus dat de hoeken van de figuar gelijk zijn. O eten we dat de ‘_?_JU-I'I'
lijnstukken gelik zijn, op twee naast elkaar liggende lijnstukken na (dwz daar A c

weten we dat niet zeker van). Deze twee gegevens combineren geeft dat ook deze
twee lnstukken wel degelijk gelijk zijn aan de andere lynstukken en dat de

fignur een regelmatige veelhoek is [
Nut is een andere eigenschap van een regelmatige veelhoek ook te {60

bewijzen: namelijk dat de som van de binnenhoeken een veelvoud van 180 fJ"

9| graden is. Omdat er n oplossingen waren, zijn er in dit figwur ook het aantal n A B

3 van deze binnenhoeken. De 2om van deze binnenhoeken is n{180 - 360/n) =| B ~ |'

g d |

3 P

| A |

3

3

3
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luswons axelduioy

Gevalsafhankelijk (niet goed ...) *

a &={1, (k 2mT¥n}
De mestkundige rij is: {1, 0}, {1, 210, {1, 471/0k,, (1, 6Tk, {1, 8TT/N)
enzovoorts. leders volgende term ontstaat door de voorgaande met {1, 217/n),
te vermenigvuldigen. (1, 2min) is dus de reden van deze rij

b Vanuit rekenen:
Als alle punten van de nde eenheidswortels bij elkaar optelt, krijg je als
uitkomst 0. Het optellen van de nde eenheidswortels gaat wvolgens het optellen
van wectoren. & = (1, (k- 2m¥/n). De mestkundige rij was: {1, O, (1, 2T/n),,
(1,41, {1, 6T0/n), (1, 8T1/n)p, {1, 10T/N)y, (1, 1210/n), {1, 1410}, (1,
1611y, enzovoorts. Yoor het aantonen dat de nde vectoren samen nul zijn is
het alleen nodig naar de hoeken te kijken. Het optellen van twee hosken geeft
als uitkomst het gemiddelde van de twee hoeken. Als we acht termen van de
meetkundige rij nemen, moeten dus term 1 en2 term3 end, termSenben
term 7 en 8 opgeteld worden. Dit heeft als uitkomsten
1+2:mn, 3 +4: 51,5+ 6 97/nen T + & 131mm/n. Van deze vier nieuwe
hoeken nemen we opnieuw de gemiddelden: a + b: 3m/n, ¢ + d. 1111/n
Wannesr we van deze hoeken opnieuw het gemiddelds nemen, krijgen we
iin, een veelvoud van 11 dus. Ditis 180 graden, de vectoren heffen elkaar
dus op.
Dit geldt altijd, ongeacht hoe lang de meetkundige rij is. Dit komt omdat de
laatste twee vectaren altijd een hosk van 180 graden met elkaar maken en
dus elkaar opheffen
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Wortels, Meetkundige rij en e-macht

) ahda) o= AT (
Cos (k -2'!’."-,1_L Sia (1 - gm ]

k) () _m in
s S PRRT Y, gl (

= oo MET . sinf2l o =
¢ Loegk<n of p<kin l
449a) 1 pn 1 (]
amed L " ; o

(’I - on e . 2, =-i 4 e’..:\';’-l.'

Formule voor de som:

(1_( e21'riln)n)/ (1_ e21'riln)= (1_ e21'ril)/ (1_e211i/n)=0
(want e2m = 1)

De som van alle eenheidswortels bij €én n is dus, onafhankelijk
vann, 0.

Juowons exerdwon
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De notatie(?) el®t

JX(-’-‘} = cos(mt)
Ly® = sin(ot)

Pty = cos(at)+isin(ot)

Q)

‘ Hetzelfde? Met P kun je ook rekenen! ‘

P(ty) - P(t2) = P(ty + t2) P'(t) = io - P(t)
‘ Dat ziet er bekend uit: ‘ F(t) = edt
‘Je kunt rekenen alsof: ‘ Pt) = elot

uswons axelduioy
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Afscheid van de poolnotatie

fob

(B/w = R-(cos(ot)+isin(ol) = R-e

* Maar het bleef nog lang onrustig!
* [In laatste hoofdstuk ook met a ipv ot ]

* Vervolg: Rekenen (helpt dat begrijpen?) met deze
notatie:

In een RLC - schakeling

luswous exeidwon
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Hfst 5 en 7: Schakelingen en /@t

Wisselstroom ‘is’ Reéle deel van Complexe Stroom:

U(t)=U,cosat| |U'(t) = U, (coswt +isinat)]

U*(t) _ Uo ei(ut
80

luswons exaidwog
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Complexe Impedantie van Condensator

au,
1. =¢c.Lc !
A o Bekend!
au’ .
c =C- dtc Want: beide componenten ...
d(U,e™)
=C- ]
o Idem!
=(/w)-C-U,e'™ .
(fo) ° Kettingregel
. De Wetten van de Algebr:
- (faC)-U", e Wetten van de Algebra
§ U ] ) %./ ’ ) z .I ’ _

INWD 2009 — Aad Goddijn
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\ Complexe impedanties bij R, C, L

__1

° jaC
Voor alledrie geldt

De Complexe Wet van Ohm

Z.=R Z =iol

» Je kunt rekenen als met weerstanden.
— De complexe vermenigvuldiging doet het fasewerk
— De complexe optelling doet het optellen van de uit
fase lopende sinusoidale spanningen en stromen

* Onzichtbaar via de complexe overdracht

luswons axelduioy

82
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O, simpele spanningsdeler!

| Overdracht | en fase RC-kring

1-iwRC

C)

=arg( 5) = arctan(-wRC)

1+(a)

wRC

LJ‘ — 1
B i
c- m H(w) — U __ioC  _ 1
. ‘ U, p, 1 1+ioRC .
| " [NWD 2009 ~ Aad Goddijn 83 [N WD 2009 ~ Aad Goddijn 84
De harde vraag over ei®tkomt bij de schakelingen! ‘ Resonantie; alleen resultaten
. e 3 . 1
+ Ja, maar die elektronentreintjes in die _ . H(w) ~ —R@ILCY)
. . . { | L q (1) —
draad, dat snap ik. Hoe zit dat dan met die Ce ¢t e Ua i
complexe stromen die draaien in die e
draad? Amplitudo karakteristiek \
Amnllludeknuh.:llerluiek Resonantle_
« Antwoord ....... " S frequentie
IH{a] | / H ~
LA B Wy =
g g T VJLC
§ g & (kristalontvanger!)
" [NWD 2009 — Aad Goddin 85 " [NWD 2009 — Aad Goddin 86

7.4 Het laatste netwerk

In onderstaande figuur zie je het laatste netwerk dat we in deze module bekijken. Het is de bedoeling dat
je het zelfstandig doorrekent aan de hand van de vragen die gesteld worden,

(fig.7.6)

7.6 Het laatste netwerk.

. Bercken de complexe overdracht van dit netwerk.

a
b. Bercken de amplitede- en faseoverdracht.
¢. Maak een grafieck van de amplitudeoverdracht, Gebruik hierbij voor de L en C dezelfde waar-

werk, en neem R = 242. Je mag een ‘gewone grafick maken maar
ebruik bijvoorbeeld Excel om de grafieken te maken,

dracht, liefst een enkellogaritmische.

jzondere” resonantiefrequentie? Zo ja, welke is dat dan?

7.2 waren de spoel en de condensator parailel geschakeld.

den als in het vorige RCL
ook een dubbellogaritmisc
d. Maak een grafiek van de f2
e s er bij dit netwerk ook ee

Toelichting: In het netwerk van figuur
D spanning over beide componenten was dearom gelifk. Her bleek dar bif resonantie de stroom-
sterke door de condensator en de spoel gelijk, maar tegengesteld gericht was. In deze schakeling
staan condensator en spoel in serie geschakeld, zodar de stroomsterkte door beide compornenten
gelijk is. Zoek naar een frequentic waarbij de spanning over de condensator gelifk is aan die over
de spoel,

luswons exeidwon

maar tegengesteld gerichi.

NV, oo

*

luswons axelduioy
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Richard (2007)

Richard Both,Va

= Bagksn d2 comglize overdracht
=

ES
Hiw) =z‘_‘—:‘, ynid 2= Zpt 2 ® A4 iwl
I
& Ly = Ze =70

v =2

(Reisl)e o
o

-4
-t 5pap S8

] |
T R el 50542

o | |’/ u )

H{"*’);—‘E;-J*J e w1 "." -_1;;3‘-.,\} fF e wl /

1
G R Lol ) ¢ e
ol G\.J iet

88
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\ Saskia (2008); |[H| tegen o
¢. De grafiek komt, vreemd genoeg, boven de 1, maar ik kon niet ontdekken wat er
niet klopte.

L 1w : e

. |uswons exeidwon

. |uswons exeiduiog
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\ H(®), |H(w)| en een veel gemaakte fout

i
5 - ioC - 1
M) " RiwC —w’LC + 1
ioC
1
H (@) = - -
Ji+(RaC) + (a?LC)
of
1
‘H (a’)‘= 2 2 2
Ji-(RoC ) + (0’LC)
moet zijn
]
[ (@) = ; -
\/(1 - (e%LC)) + (@RC)
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Toegift: Meetkunde en Complexe getallen

Hfst 6 van CS; maar onder tijdsdruk

In Wis D-(2013):

— Analytische Meetkunde en Complexe getallen apart.
— Gemiste kans?

Veel literatuur beschikbaar:

— Meetkundig; veel hyperbolische meetkunde
(Schwerdtfeger, Hahn, Pedoe)

— Functietheorie (Ahlfors, Tristan Needham)
* Nu:

— drie voorbeelden

— De FTA tot slot

luswous exeidwon
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luswons exaidwog

A: Loodrechte stand, Gelijkvormigheid

* Gegeven twee punten z en d.
Bepaal w zo, dat Z(zdw) klok-mee 90
graden is. (‘druk win z en d uit’)

» Gebruik !

s (W—d)=-i(z—d)
w=d+ () (z—d)
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D
A5 Teleurstellings Eiland *

De schat is begraven op TELEURSTELLINGS EILAND .

Ga op de strofik van de oude eik staan.

Logp naar de eerste steen, sla loodrecht linksarf en loop nog-
maals dezelfde afstand.

Van dit punt loop je naar de tweede steen, je slaat weer lood-
recht linksaf en je loopt de laatste afstand nog eens.

&raaf precies midden tussen waar je nu bent én de stronk.

Bij aankomst:
Wel stenen, geen eik!

Kies
steen1: -1
steen2: 1
Deeik: z

Vind de schat toch!
stronk van g
de oude elk

. |uswons exeidwon
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Afbeeldingen, Gelijkvormigheid

z-viak R e weviak
Wz |
il T W
-~ | I — | !

« Algemeen:
« Elke afbeelding z — w met
w=az+b
is een gelijkvormigheids-afbeelding.

. |uswons oxeiduioy
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= N ;
Bewijs 1 en 2 \ ?Owy B: De Limagon van Pascal *
O
\
« Neemaanas1. TDe baan van z2 + z als z over
de cirkel |z| = 1 loopt. ez
» (1) Herschrijf Construeer z% test of 22+ z
w=az+bh correct is getekend. 2
in dekpuntvorm
w=d+a(z-d), a=(F ¢, Teken construeer een
snelheidsvector voor z. 1 © h
w,—-w, Z,—Z
+ (2) Bewijs en interpreteer als zhz; |——3 =1 =3 .
W,—W; Z,—2, Construeer de bijhorende
snelheidsvectoren van z2 en
o * Voorbeeld: Teleurstellings Eiland 722+7.
w=d+ () (z—d) ‘
§ Construeer de raaklijn aan |
. i o s o I de limacon in z2 + z . o
>
Limagon van Marise \ S Kwadrateren? Parabool! ?

\ De verbeterde

luswous exeidwon

re b 4

Geruststellend dat ik de snelheidsvector inderdaad aan de baan van
Z"2 + Z zag raken. [...] Het was even puzzelen, maar ik vergeet
nooit meer wat de Limacon van Blaise Pascal is.

INWD 2009 - Aad Goddijn
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R
N
\\\,.Oﬁoon aan dat de lijn van de punten t + j
(t reéel) door z — z2 op een parabool wordt
afgebeeld.

12.0nderzock van de werking van 2% - 1 op rechte lijnen.

| T T 1 evary H—— 1 1 1 -
S — i 1L 1 0 H ] Q= L | 1 1

* (Onderzoek of het ook voor andere lijnen geldt.)

luswons exaidwog

98

NWD 2009 — Aad Goddijn

. |uswons exeidwon

Te korte bocht ....

2 =(t+i)
W=+ 2ti-2
Deze formule geeft een parabolische functie weer,

met een minimum als top.

22 e ri) = tT 280
T
Pcvwbo:l. N - .
Re(z)= 1 ¢t zt=p [14¢0) =J‘15f':
farakscl

INWD 2009 — Aad Goddijn
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Echt ‘complex’ werken bij algemeen geval

* Tip:
— Een andere lijn kun je met een geschikte
vermenigvuldigfactor a horizontaal krijgen.

* Tessa:
— Stap één:
elke horizontale lijn levert een parabool

— Stap twee:
draai met a, kwadrateer, draai terug met a2.

— Als verhaal, maar ook als formule:

z>w=(z*a)?/ a2 =22

luswons axelduioy

100
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. |uowons exeidwog

Demo tot slot: de HSA

Hoofdstelling
van de algebra

Elke veelterm-
vergelijking
heeft in het
complexe viak
een oplossing.

INWD 2009 - Aad Goddijn

Z > AZ'+BZ+ CZ'+DZ+E
(((AZ+B)*Z+C)*Z+D)*Z+E

AT T T Dy 2 ARV ESCI DD

AT _
AZIB)ZICI 20N ZHE
At

by

101

. |uswons axeduioy

einde
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1s axa|dwo)

e

Bereken de vervangingsweerstand

d e 20
| | | |

30 60 200 50

b e
B:
Bedenk een netwerk dat zich zo niet laat
reduceren ....

‘'(NWD 2009 — Aad Goddijn

JuCo 2008 20

|dwo)

WwoJ)s oxa

N
)Zo‘?@/ Opgave (uit de thuistoets) ’f‘
Sk
. ) >
-0’50 T 2n 3w dn 51 67
D) =R sinf ot + ¢

 Bepaal R,men ¢

* Vergelijk daarna 2 oplossingen (z.0.z)

=

'(NWD 2009 — Aad Goddijn 34




Twee oplossingen

Rosalinde Jeroen
F=S5n=-2nr =37
R:0,4 2 5)
@:;1/37T w:g:g
O ="/ R=0,4-0=04
1
¢=—5ﬂ

D(1) = R-(o(t — ¢))
D(t)=0.4 sin(% (t—0.57))

S |uswous axsjdwog

A
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Jeroen

2. Sinussignalen samenstellen
De functie h(x) wordt beschreven door formules f(x) en g(x) op te tellen.

£(x) =sin(at —%)
g(x)=sin(af + %)

h(x) = sin(er - %) +sin(a! + E)

Zowel f(x), g(x) als h(x) hebben een fasehoek. De fasehoek van h(x) kan bepaald worden aan
de hand van die van f(x) en g(x).

S |uswons axsjdwog

e

“'INWD 2009 — Aad Goddijn 40




Jeroen (vervolg)

T
Beiry = r
T
.;zi-m,:E
sa="y R
206 2
o1 e
28 =arcsin{—=1=—
8 (2) i
N S S S 1
/_/ = —_——— - — = —
V=t 4 6 12 12 12

De pijl wvan hix) heeft ook cen lengte, Bug. Omdat fx) en g(x) samen een rechite hoek maken,
kan deze lengte worden berekend met de stelling van Pythagoras.

Ry = ofRan + Ry =P +1 = fl+1=402 I

IMukan een formule worden opgesteld voor hiz),

B(x) = £ (x)+g(x) =2 -sim:m%)

— |uswouns 9X9|dLUO:)

T
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2. Bij het optellen van twee sinusvormige signalen met dezelfde hoeksnelheid, blijft de
hoeksnelheid gelijk en veranderd (meestal) de fase en de amplitude. Bij de een is de
fase — n/6 en bij de ander /3. Als je dan gaat kijken naar het verschil, is dat dus = /2
en dat is weer 90°. Dit betekent dat er een hoek van 90°

Rosalinde

/‘

zit tussen de twee sinussoides. Als je wilt optellen, moet
je cen parallellogram maken van de twee sinusoides. Een parallellogram met met een
rechte hoek en gelijke zijdes (de amplitude is bij beide sinusoides 1) is een vierkant.
Bij het berekenen van de diagonaal (de optelling van de sinusoides) kunnen we voor
de nieuwe straal dus de stelling van pythagoras gebruiken. Omdat beide orginele
stalen 1 zijn, krijgen we de som r—\"(l2 + 12) =12. De fase kan je berekenen met de
tan(x) = 1 (de oude stralen waren 1, 1/1=1). De x = 7/12 (45°). Met fase /12 en
apmlitude V2, krijg je hetvolgende voor de nieuwe sinusoide: V2 sin (ot + 71/12)

Verbetering:|De fase van C ligt precies tussen die van A en B in. Dus ten opzichte van

A heeft C een fase van n/4. Omdat de fase van A —7/6 is, moet je dat optellen bij dat
van C. w/4- /6 = 3n/12-21/12 = n/12

r—*[lvvmmlsmmn
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Het worden ‘getallen’, als je het rekenen oefent!! *

4.6

4.7

-
@

Vijf oefeningen in vermenigvulgen van complexe getallen. Poolnotatie!

a. (2, :rt;’2)p - (3, :n:f’2)p = c. (1, :rt)p (1, Tt)p =
b. (2, —m’3)p - (0.5, :rcf’3)p d. (3.31, 0.7’6)p - (2.015, 2.34)p=
e. (2, 4m’5)p (2, 4nf5)p {2, 4nf5)p {2, 4nf5)p {2, 4nf5)p =

In een van de voorbeelden van de vorige opgave staat eigenlijk (-1) - (-1) = 1.

a. Welk voorbeeld?

b. Leg uit dat de nieuwe vermenigvuldiging kloptymet het oude regeltje min keer min is plus en
ook met de andere regels voor vermenigvuldigen met negatieve getallen.

Over de 2x heen!

In opgave 4.5¢ tellen de fasehoeken samen op tot 4x. Dat moet je niet zo laten.
a. De vitkomst is toch een gewoon getal. Welk?

b. Formuleer een rekenregel over hoe om te gaan met grote fasehoeken.

Bedenk:
a. een of meéer complexe getallen S die voldoen aan de vergelijking s =, m), = -1

uswo.)s oxa)|

Eventueel: doe 4.8 ook met S2 = -1.
Commentaar: veel details worden door de Il. zelf ‘beslist’.

.

‘'(NWD 2009 — Aad Goddijn

62

Eenheidswortels kopstaart *

uawol}s axa|dwo)

=

Bij oneven n: de oplossingen zijn: (1, Zan),, (1, 4w/m), ... (1, (n-1)2mn),, (1, n2x/n),. Een bewijs
op dezelfde manier als bij een even getal als n heb ik niet gevonden. Vandaar dat ik het op een andere
manier heb geprobeerd, dit lukte wel en dit heeft ook een bewijs opgeleverd dat bij elke gehele n opgaat.
De vergelijking z°= 1 heeft n oplossingen. Deze hebben een regelmatige ligging op de éénheidscirkel.
Elke oplossing maakt daarom een hoek van 2&/n met zijn buurman (of van 360/n graden). Deze
weergegeven. Elke lijnstukje (AB,BC.CD enz) stelt een oplossing voor. Zoals te zien maakt elke
oplossing een hoek van 360/n met zijn buurman, de oplossingen zijn immers met de kop-staartmethode
naast elkaar gelegd. De hoek binnenin het figuur dat nu ontstaat, dus bijvoorbeeld de hoek ABC of BCD,
bedraagt nu 180 — 360/n graden. Als er geen gesloten figuur ontstaat, dan trek ik D
simpelweg het eerste lijnstukje en het laatste lijnstukje zo ver door, dat er toch
een gesloten figuur ontstaat. De hoek tussen het eerste en laatste lijnstukje zal
ook 360/n graden zijn, omdat dit ook zo is in het plaatje van de eenheidscirkel.

Nu weten we dus dat de hoeken van de figuur gelijk zijn. Cok weten we dat de 380fn
Lynstukken gelyk zyn, op twee naast elkaar higgende lynstukken na (dwz daar C
weten we dat niet zeker van). Deze twee gegevens combineren geeft dat ook deze

twee lijnstukken wel degelijk gelijk zijn aan de andere lijnstukken en dat de

figuur een regelmatige veelhoek is.

Nu 1s een andere eigenschap van een regelmatige veelhoek ook te 60
bewijzen: namelijk dat de som van de binnenhoeken een veelvoud van 180
graden is. Omdat er n oplossingen waren, zijn er in dit fignur ook het aantal n B

van deze binnenhoeken. De som van deze binnenhoeken 1s n{180 — 360/n) =|

- 4
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Gevalsafhankelijk (niet goed ...)

O = (1, (k- 211y,

De mestkundige rij is: {1, 03, (1, 210005, (1, 41/, (1, 6T/, (1, 377/N),
enZovoorts . ledere volgende term ontstaat door de voorgaande met (1, 211/n),
te vermenigvuldigen. (1, 211/n) is dus de reden van deze rij.

Vanuit rekenen:

Als alle punten van de nde eenheidswortels bij elkaar optelt, krijg je als
Uitkomst 0. Het optellen van de nde eenheidswortels gaat wvolgens het optellen
van vectoren. & = (1, (k- 20N, De meetkundige rij was: (1, Oy, (1, 210/},
(1, 4mn,, (1, BTN, (1, 810/0),, (1, 1010, (1, 12170, (1, 14110, (1,
161N )., enzovoorts, Voor het aantonen dat de nde vectoren samen nul zijnis
het alleen nodig naar de hoeken te kijken. Het optellen van twee hoeken gesft
als uitkomst het gemiddelde van de twee hoeken. Als we acht termen van de
mestkundige rij nemen, moeten dus term 1 en 2, term 3 en 4, term S en G en
term 7 en 8 opgeteld worden. Dit heeft als uitkomsten:

T+2 170, 3+4: 51T, 5+ 6 9Tinen 7 + 8 131/n. Van deze vier niguwe
hoeken nemen we opnieuw de gemiddelden: a + b: 3rt/n, c + o 1117/n.
Wanneer we van deze hosken opnieuw het gemiddelde nemen, krijgen we
7trin, een veelvoud van 1 dus . Ditis 180 graden, de vectoren heffen ellkaar
dus op.

Dit geldt aftijd, ongeacht hoe lang de mestkundige rijis. Dit komt omdat de
laatste twee vectoren altijd een hoek van 180 graden met elkaar maken en
dus elkaar opheffen.
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7.4 Het laatste netwerk

In onderstaande figuur zie je het laatste netwerk dat we in deze module bekijken. Het is de bedoeling dat
je het zelfstandig doorrekent aan de hand van de vragen die gesteld worden.

7.6

=
4

INVee coee

(fig.7.6)

Het laatste netwerk.

a.
b.
c.

d.
e.

Bereken de complexe overdracht van dit netwerk.

Bereken de amplitude- en faseoverdracht.

Maak een grafiek van de amplitudeoverdracht. Gebruik hierbij voor de L en C dezelfde waar-
den als in het vorige RCL-netwerk, en neem R =22. Je mag een ‘gewone grafiek maken maar
ook een dubbellogaritmische. Gebruik bijvoorbeeld Excel om de grafieken te maken.

Maak een grafiek van de faseoverdracht, liefst een enkellogaritmische.

Is er bij dit netwerk ook een ‘bijzondere’ resonantiefrequentie? Zo ja, welke is dat dan?

Toelichting: In het netwerk van figuur 7.2 waren de spoel en de condensator parallel geschakeld.
De spanning over beide componenten was daarom gelijk. Het bleek dat bij resonantie de stroom-
sterke door de condensator en de spoel gelijk, maar tegengesteld gericht was. In deze schakeling
staan condensator en spoel in serie geschakeld, zodat de stroomsterkte door beide componenten
gelijk is. Zoek naar een frequentie waarbij de spanning over de condensator gelijk is aan die over
de spoel, maar tegengesteld gericht.
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OS"/ Teleurstellings Eiland *

—
| De schat is begraven op TELEURSTELLINGS EILAND .
Ga op de stronk van de oude erk staan.
Loop naar de eerste steen, sla loodrecht linksaf en loop nog-
maals dezelfde afstand.
Van dit punt loop je naar de tweede steen, je slaat weer lood-
recht linksaf en je loopt de laatste afstand nog eens.
\ Graaf precies midden tussen waar je nu bent en de stronk.

N

Bij aankomst:
Wel stenen, geen eik!

Kies
steen1: -1
steen2: 1
Deeik: =z

stronkvan o steen 1

de oude eik M

Vind de schat toch!

steen 2
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/@{/\\\ B: De Limacgon van Pascal ’f‘

O
TDe baan van z2 + z als z over
de cirkel |z| = 1 loopt. 242

Construeer z2; test of z2 + z
correct is getekend.

Teken construeer een
snelheidsvector voor z. 0 1

Construeer de bijhorende
snelheidsvectoren van z2 en
Z2+7z.

Construeer de raaklijn aan

de limaconin z2 + z.
W [ 7




