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Sommen
&

Spiralen
1



Hoeveel rechthoeken bevat het dambord?

Hoeveel vierkanten bevat het dambord ?
2



.

Hoeveel ‘deelkubussen’ ?

Hoeveel ‘deelblokken’ ?
3



Dambord

# vierkanten: 12 + 22 + ... + 102 = 385

# rechthoeken: (1 + 2 + ... + 10)2 = 3025

Kubus

# deelkubussen: 13 + 23 + ... + 103 = 3025

TOEVAL?

# deelblokken: (1 + 2 + ... + 10)3= 166375
4
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1 3 5 … 2n 1–( )+ + + + n2=

2k 1–( )
k 1=

n

∑ n2
=

2 4 6 … 2n+ + + + n2 n+=

2k
k 1=

n

∑ n2 n+=
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1 + 3 + 5 + ... + (2n − 1) = n2

vierkantsgetal

rechthoeksgetal

driehoeksgetal

2 + 4 + 6 + ... + 2n = n(n + 1)

1 + 2 + 3 + ... + n = 1
2
---n(n + 1)

Nikomachos van Gerasa (ca. 100 na Chr.)
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Voorbeelden van onderzoekjes:

de som van twee opvolgende driehoeksgetallen
is een kwadraat

4 × rechthoeksgetal + 1 = kwadraat

produkt van twee opvolgende rechthoeksgetallen
is weer een rechthoeksgetal

Nikomachos intoduceerde ook vijfhoeksgetallen
5, 12, 22, 35, 51, etc.

Hoe zou je die door stippenpatronen voorstellen?
Welke formule past daarbij?
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8 × driehoeksgetal + 1 = 4 ×  rechthoeksgetal + 1 = kwadraat

Met algebra:

1
2
---n n 1–( ) 1

2
---n n 1+( )+ n2

=

8
1
2
---n n 1+( )× 1+ 4n

2
4n 1+ + 2n 1+( )2= =
10



1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 52

42 32

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + ... + 23 + 25 = 132

122 52

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + ... + 25 + .... + 47 + 49 = 252

242 72

etc.

3 , 4 , 5

5 , 12 , 13

7 , 24 , 25

9 , 40 , 41

11 , 60 , 61

13 , 84 , 85

etc.

2n + 1

2n(n +1)

2n
(n

 +
 1

) +
 1

 Pythagorese drietallen
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r(p2 - q2)

2rpq

r(
p

2 +
q

2 )
algemene

voorstelling van
 Pythagorese tripels

p n 1+=
q n=

p2 − q2 = 2n + 1

2pq

p2 + q2

= 2n(n + 1)

= 2n(n + 1) + 1

r 1=
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Nikomachos

1

3 + 5 = 8

7 + 9 + 11 = 27

13 + 15 + 17 + 19 = 64 = 43

 = 33

 = 23

= 13

etc.

3 + 5 = 2 × 4

7 + 9 + 11 = 3 × 9

13 + 15 + 17 + 19 = 4 × 16 = 43

 = 33

 = 23

21 + 23 + 25 + 27 + 29 = 5 × 25 = 53

4

9

16

25
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4 × 42 = 43

=

13 + 15 + 17 + 19

 3 × 32 = 33

=

7 + 9 + 11

4

4

D3

D
4

1 2 3
1

2

3

D3 + D4 = 42
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13 23 … n3+ + + 1 2 …n+ +( )2=

13 + 23 + 33 + 43 + 53

(1 + 2 + 3 + 4 + 5)2
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12 22 … n2+ + + 1
6
---n n 1+( ) 2n 1+( )=

n n 1+( ) 2n 1+( ) deelbaar door 6

n(n + 1) 2n + 1

2
6

12
20
30
42
56
72
90

110

3
5
7
9

11
13
15
17
19
21
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(n + 1) × Kw(An) + A1 × (A1 + A2 + A3 + ... + An) =

.................

A1 A2 An − 1An − 2An − 3

An An − 1 An − 2 A2A3 A1

Laat A1, A2, A3, ... , An lijnen zijn in een

rekenkundige rij, waarvan het constante

verschil gelijk is aan de eerste term, dan:

3 × [Kw(A1) + Kw(A2) + Kw(A3) + ... + Kw(An)]

Archimedes:
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A1 = a, A2 = 2a, ... , An = na en Kw(Ak) = (ka)2

a = 1

n 1+( )n2
1 2 3 … n+ + + +( )+ =

3 1
2

2
2

3
2 … n

2
+ + + +( )

n 1+( )n2 2n 1 2 3 … n+ + + +( )=

n 1+( )n2
1 2 3 … n+ + + +( )+ =

2n 1+( ) 1 2 3 … n+ + + +( )
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1
2

2
2

3
2 … n

2
+ + + + =

I 2 1
2

2
2

3
2 … n

2
+ + + +( ) =

Twee tussenstappen (in bewijs van Archimedes):

n 3 n 1–( ) 5 n 2–( ) … 2n 1–( )+ + + +

II

n 1+( )n2

n 1+( )n2 2 1 n 1–( ) 2 n 2–( ) … n 1–( )1+ + +[ ]–

Optelling

3 1
2

2
2

3
2 … n

2
+ + + +( ) =

n 1+( )n2 1 2 3 … n+ + + +( )+
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12 = 1
22 = 1 + 3
32 = 1 + 3 + 5
...............
n2 = 1 + 3 + ... + (2n - 1)

+
12 + 22 + 32 + ... + n2 = n1 + (n - 1)3 + (n - 2)5 + ... + (2n - 1)

=

tweede stap
20



2n + 1

1
2

3
…

n
+

+
+

+
1 2---
n

n
1

+
(

)
=
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12 1
6
--- 1 2 3⋅ ⋅ ⋅=

Stel

1
2

2
2

3
2 … k

2
+ + + + 1

6
---k k 1+( ) 2k 1+( )=

Dan:

1
2

2
2

3
2 … k

2
k 1+( )2+ + + + + =

1
6
--- k 1+( ) k 2k 1+( ) 6 k 1+( )+[ ]=

1
6
--- k 1+( ) 2k

2
7k 6+ +[ ]=

1
6
--- k 1+( ) k 2+( ) 2k 3+( )=

1
6
--- k 1+( ) k 1 1+ +( ) 2 k 1+( ) 1+( )=

Q.E.D.

1
6
---k k 1+( ) 2k 1+( ) k 1+( )2+=

Start
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De spiraal van Archimedes

1

2

3

4

5
6

7

8

9

10

11
12

2
3

4

5

67

8

9

10

11

1

23



12 22 32 … n2+ + + + =

12 22 32 … n 1–( )2+ + + + =

1
3
---n n 1

2
---+( ) n 1+( ) 1

3
---n3>

1
3
--- n 1–( ) n 1

2
---–( )n 1

3
---n3<

Ongelijkheid van Archimedes

12 22 … n2+ + +

n3
--------------------------------------------

1
3
--->

12 22 … n 1–( )2+ + +

n2
----------------------------------------------------------

1
3
---<

en∆ 1
n
---=
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1
3
---

afsluitende
voerstraal

1

1
n
--- 0

2 1
n
--- 

  2
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n
------------ 

  2
+ + + 

 × S
C
----

1
n
---

1
n
--- 

  2 2
n
--- 

  2
… 1

2
+ + + 

 ×< <

1

n3
------ 1

2
2

2
… n 1–( )2+ + +( )× S

C
----

1

n3
------ 1

2
2

2
… n

2
+ + +( )×< <

S 1
3
---C 4

3
---π3

= =
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