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Meningsverschillen over het exacte verloop van een grens hebben in de geschiedenis
vaak geleid tot conflicten en soms tot heuse ocorlogen. In de eerste twee paragrafen van
hoofdstuk 1 bekijken we enkele verdelings- en grensproblemen:

— vanwieisdeolie en het gas dat onder de bodem van de Noordzee gevonden wordt?
— hoekunje‘nieuw land’ onder oude buren verdelen?

— hoebepaal je‘het midden’ van een grensrivier, als precies daar de grens moet lopen?

Een systematisch onderzoek van grendlijnen (diewein het vervolg conflictlijnen zullen
noemen) brengt ons bij klassieke krommen, namelijk parabolen, ellipsen en hyperbolen.
Bij dit onderzoek maken we weer gebruik van CABRI op de compulter.

Van de hijzondere eigenschappen van deze krommen wordt in veel toepassingen ge-
bruikgemaakt. Daarover gaat hoofdstuk 2. Deze kennis is net als veel van de andere
meetkunde die je in de afgelopen tijd hebt geleerd, afkomstig uit de Griekse oudheid.
Aan het werk van Apollonius van Perga (200 v. Chr.) zijn de moderne termen parabool,
ellips en hyperbool ontleend en ook het woord asymptoot. Asymptoten spelen hier een
rol bij hyperbolen.

In hoofdstuk 3 wordt een verband gelegd tussen meetkunde en algebra. De eigenschap-
penvan cirkel, parabool, ellips en hyperbool kunnen worden vertaald in formules en ver-
gelijkingen. Men spreekt wel van de analytische meetkunde. Deze methode is hieuw in
vergelijking met de Griekse wiskunde, want zij stamt net as de differentiaal- en inte-
graalrekening uit de zeventiende eeuw. De pioniersvan de analytische meetkunde waren
Descartes (1596-1650) en Fermat (1601-1665).

De analytische methode heeft het voordeel boven de klassieke wijze van meetkunde be-
oefenen, dat zij minder vindingrijkheid vraagt en een krachtig instrument levert voor een
grote klasse van problemen. Het is vergelijkbaar met het gebruik van de differentiaalre-
kening bij alerlei optimaliseringsvraagstukken. Je hebt in het boekje ‘ Optimaliseren’
gezien dat de ‘ zuivere’ meetkundige werkwijze elegant kan zijn en soms van verrassen-
de eenvoud. Wordt de situatie ingewikkelder, dan is de analyse een vrijwel onmisbaar
hulpmiddel. Vaak vullen de beide methoden elkaar aan: de analytische methode geeft
resultaat, de meetkundige methode geeft inzicht.

In hoofdstuk 4 worden beide methoden, de ‘ zuiver’ meetkundige en de analytische af -
wisselend ingezet om nog meer bijzonderheden van de in hoofdstuk 2 beschreven figu-
ren te onderzoeken. Er wordt ook weer gebruikgemaakt van het computerprogramma
CABRI om situatieste verkennen. Je kunt daar ook zelf kiezen welke methodeje verkiest.







Hoofdstuk 1
Grens en conflict

Actievoerders van Greenpeace bij het olieplatform Brent Spar, 1995
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1: Grenzen onder water

1: Grenzen onder water

afstand
punt-gebied

De grens tussen Nederland en Duitsland eindigt niet bij de Dollard, de grens loopt op de
zeebodem gewoon door. Op de kaart kun je zien dat Nederland onder water ook aan
Groot Brittannié grenst en het scheelt maar weinig en we waren ook nog directe buren
van de Noren. Je ziet ook waarom deze grenzen zo belangrijk zijn: de eigendomsrechten
voor de olie- en aardgasvelden moeten goed geregeld zijn.

Op de Deens-Noorse grens liggen alle punten die gelijke af stand tot de kust van elk van
deze landen hebben. De grens werd in 1945 op deze manier vastgesteld.

1 a Omtwee punten op deze grensis een cirkel getekend.
Welke betekenis hebben de getekende cirkels?
b. AlsP opdeNoors-Deensegrensligt, dan: d(P, Noorwegen) = d(P, Denemarken).
Is het omgekeerde ook waar:
alsd(P, Noorwegen) = d(P, Denemarken), dan ligt P op de Noors-Deense grens?

In hoofdstuk 5 van het pakketje AFSTANDEN, GRENZEN EN GEBIEDEN hebben we de af-
stand van een punt tot een gebied als volgt gedefinieerd.

De afstand van een punt P tot een gebied G is gelijk aan de straal van de kleinste cirkel
om P, die met de rand van G tenminste één gemeenschappelijk punt heeft.

In dit hoofdstuk spelen afstanden weer een grote rol. We halen dus eerst even wat voor-
kennis op. Misschien heb je alle kennis nog paraat. Raadpleeg anders hoofdstuk 5 van
AFSTANDEN, GRENZEN EN GEBIEDEN.

2 a. Watverstaje onder een voetpunt?
b. Kunnen er bij één punt verschillende voetpunten op de rand van een gebied zijn?
c. Watiseeniso-afstandslijn?
d. Hoekun je een iso-afstanddlijn bij een ingewikkeld gebied tekenen?

3 DeNoors-Deense grens eindigt in een drielandenpunt.
a. Welk land is het derde land in kwestie?
b. Laat zien dat dit punt werkelijk gelijke afstand tot de drie landen heeft.
¢. Tenzuiden van dit punt liggen nog twee drielandenpunten. Geef bij elk van deze
punten aan om welke drie landen het gaat.

Decirkelsvan opgave 1a kun jeweer grootste lege cirkels noemen, zoals die bij Voronoi-
diagrammen ter sprake kwamen.

Alsjeom detwee punten bedoeld in 3c de cirkel s tekent die aan de kusten van de betrok-
ken landen raken, zul je geen voetpunten op de Duitse kust vinden. Hiervoor bestaat een
historische reden. Bij de verdeling in 1945 werd geen rekening gehouden met de Duitse
belangen. Toen men later ook Duitsland bij de international e verdragen wilde betrekken,
waren Nederland en Denemarken a met boringen begonnen. Bij de afbakening van de
Duitse sector werden dan ook politieke compromissen ges oten.

4 a. Schetsop dekaart het verloop van de Nederlands-Deense onderwatergrens zoals
oorspronkelijk in 1945 vastgesteld.
b. Zoek een grootstelege cirkel dieraakt aan Nederland, Duitsland en Denemarken
en schets daarna (met een andere kleur) de indeling alsin 1945 wel direct met de
Duitse belangen rekening was gehouden.

5 Dit type grendijn wordt ook wel conflictlijn genoemd. Een goede naam? Waarom?
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Je ziet hier een pagina uit het boek van de jurist Bartolus waarop de constructie van
de bissectrice van een hoek wordt behandeld.

De originele tekst bevindt zich in de Bibliotheek van het Vaticaan.
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2: Verdelingsproblemen

2: Verdelingsproblemen

In deze paragraaf verplaatsen we ons naar een rivier in het Romeinse Rijk.

Vroeger had derivier aan de zuidkant een groteinham. In deloop der jaren isdezeinham
geleidelijk dichtgedibd. Deze nieuwe grond is erg vruchtbaar en ieder van de buren wil
een zo groot mogelijk deel aan zijn grondgebied toevoegen.

Maar volgenswelke regels moet het aangedibde land over de buren Brutus, Titusen Fla-
vius verdeeld worden? En kan de overbuurman Antonius misschien ook aanspraak ma-
ken op een deel van dit land?

Antonius

rivier

aanslibbing

Flavius

In het Romeinse recht werd aandibbing beschouwd als accessio, aanwas: de aanwas aan
iets dat mijn eigendom is, is zelf ook mijn eigendom. Volgens dit principe wordt de ei-
genaar van een koe ook de eigenaar van de kalveren en de eigenaar van een boom de
eigenaar van de vruchten die aan deze boom groeien. Alsje het principeletterlijk neemt,
moet het land onder Brutus, Titus en Flavius verdeeld worden, want het nieuwe land is
aan hun land ‘aangegroeid’. Maar hoe moeten de grenzen precies worden verlengd?

6 Brutus stelt voor de grenzen gewoon door te trekken.
a. Maak op die manier een mogelijke verdeling van het aangeslibde land.
b. Titus gaat niet akkoord met deze verdeling. Welke argumenten zou hij kunnen
aanvoeren?

De Romeinse jurist Gaius (tweede eeuw na Christus) ging in zijn Institutiones al uitge-
breid op deze problematiek in. Maar de Italiaanse jurist Bartolus de Saxoferrato (1313 -
1357) was de eerste die zich realiseerde dat het probleem van de aanslibbing in eerste
instantie een wiskundig probleem is. Aangezet door een conflict dat hij tijdens een va-
kantie aan de Tiber meemaakte, schreef hij een verhandeling onder detitel Tractatus de
fluminibus (flumen is het Latijnse woord voor rivier) over de aanslibbingsproblematiek.
In dit werk bepaalde hij met meetkundige middelen de *conflictlijnen’ voor een groot
aantal situaties. Hij gebruikte daarbij hetzelfde criterium aswij in dit hoofdstuk, name-
lijk: de kleinste afstand tot de oude kusten bepaalt wie eigenaar wordt.

7 Verdeel volgens dat principe het aangedibde land onder de buren Brutus, Titus en
Flavius.

11



Grens en conflict

aanslibbing

Antonius wil niet accepteren dat voor hem geen rol bij de verdeling weggelegd is. Hij
neemt een deskundige in de arm en vecht voor de rechtbank de verdeling aan. Volgens
de deskundige heeft ook Antonius aanspraak op een klein deel van het aangeslibde land.
Omdat hij dit land moeilijk zelf kan bebouwen, is hij echter wel bereid zijn rechten aan
een van de overburen te verkopen.

8 Zoek uit of Antonius volgens de Tractatus de fluminibus inderdaad recht heeft op
een deel van het aangeslibde land.

bissectrice Bij de oplossing van het verdeel probleem spel en bissectrices (van een a of niet gestrekte
hoek) een belangrijkeral.
Dat geldt ook voor het volgende probleem.

9 Degrenstussen delanden A en B moet precieslangs ‘ het midden’ van de grensrivier
lopen. Om deze grenstevinden, isderivier in zes sectoren verdeeld door middel van
vier loodlijnen en één bissectrice (in de figuur zijn die vijf lijnen gestippeld).

midden- a. Insector Lisdegrendijnvan A en B a getrokken. Delijnis daar de middenpa-
parallel rallel van de twee evenwijdige oevers.
In welke andere sector is de grendlijn ook een middenparallel?
b. Intwee sectoren ligt de grens op een bissectrice.
Teken deze stukken van de grendlijn.
¢. Inde twee resterende sectoren is de grendlijn gebogen. Probeer die grenzen zo
goed mogelijk te schetsen.

12



2: Verdelingsproblemen

conflictlijn,
conflictpunt

d. Waarom zijn deze gebogen lijnen geen cirkelbogen?
e. Welkerol spelen de punten F en G voor de ‘rand’ van land B?
(Denk aan problemen rond iso-af standslijnen.)

Bij alle drie de problemen (de Noordzeeverdeling en de twee aanslibverdelingen) ging
het om een verzameling van punten P met de eigenschap:

d(P, gebied X) = d(P, gebied Y).

In het vervolg zullen we zo' n punt een conflictpunt bij de gebieden X en Y noemen.
De verzameling van alle conflictpunten heet conflictlijn.
Samengevat:

De conflictlijn van twee gebieden G; en G, is de verzameling van alle punten P
waarvoor geldt: d(P, G1) = d(P, Gy).

Voorbeel den:

— als de randen van de gebieden twee evenwijdige lijnen zijn, dan liggen de conflict-
punten op de middenparallel van deze lijnen;

— als de randen van de gebieden niet-evenwijdige lijnen zijn, dan liggen de conflict-
punten op de bissectrice van de hoek die (eventueel naverlenging van de randen) in-
gesloten wordt door deze lijnen.

Als de randen van de gebieden een grillige vorm hebben, dan kan de conflictlijn nog re-
delijk recht lopen, zoals de Noors-Deense grens op de bodem van de Noordzee.

Een conflictlijn kan ook gebogen zijn; dat was bijvoorbeeld het geval bij opgave 9d.
De eis aan de conflictpunten was daar van de vorm: d(punt, punt) = d(punt, rechte lijn).
Dit laatste geval en andere soortgelijke gevallen gaan wein de volgende paragrafen na-
der bekijken.

13



Grens en conflict

3: Constructie van conflictpunten

middellood-
lijn

In deze paragraaf maken we een begin met een systematisch onderzoek naar de conflict-
lijnen tussen twee eenvoudige gebieden. Dit onderzoek wordt in paragraaf 4 voortgezet
met een computerpracticum en in het volgende hoofdstuk afgerond.

We onderzoeken alle gevallen uit de volgende tabel.

conflictlijn tussen ... en ... punt rechte lijn cirkel
punt middelloodlijn
rechte lijn bissectricepaar,

middenparallel

cirkel

Twee hokjeszieje al ingevuld. Merk op: in detabel zijn de (rechte) lijnen en cirkels niet
bedoeld als kustlijnen van gebieden, maar ze zijn zelf de (abstracte) gebieden. Daarom
isin het middelste vak bissectricepaar vermeld. Ook een punt wordt beschouwd als ge-
bied. De bekende stelling over de middelloodlijn van twee punten sluit mooi aan bij de
definitie van een conflictlijn.

De middelloodlijn van twee punten A en B is de verzameling van alle punten P
waarvoor geldt: d(P, A) = d(P, B).
De middenparallel en de bissectrice kwamen in de vorige paragraaf a aan de orde.

10 Leg uit waarom de verzameling van ale conflictpunten van twee snijdende lijnen
een bissectricepaar is.

Vanwege de symmetrie in de tabel blijven vier gevallen over.
Hieronder zie je twee tekeningen voor de gevallen ‘ punt - rechtelijn’ en ‘punt - cirkel’.

A
oA o

c

d(P, A) =d(P, ) d(P, A) = d(P, ¢)

11 a. Probeerindelinker figuur de conflictlijn te schetsen.
Bedenk hierbij eerst:
- van welke conflictpunten je de exacte ligging snel kunt aangeven;
- hoe je van een willekeurig conflictpunt het voetpunt op lijn | vindt;
- welke symmetrie de conflictlijn heeft;
- of de conflictlijn oneindig lang of gesloteniis.
b. Schets na dezelfde overwegingen ook in de rechter figuur de conflictlijn.

14



3: Constructie van conflictpunten

het geval
punt-lijn

We willen straksin een CABRI-practicum deze twee gevallen nog uitgebreid bestuderen.
Om de conflictlijnen op het scherm te krijgen, moeten we wel eerst een constructieme-
thode bedenken. Bij die constructiemethode kun je dan niet foezel en met een schuivende
passerpunt, maar moet het echt raak zijn doordat je alleen gebruikmaakt van bekende lij-
nen en cirkels.

We nemen eerst het geval punt-lijn nader onder de loep.

F
o

]
V2 Vl

12 Indetekening ziejebij het punt F endelijn| een conflictpunt P, en zijn voetpunt V.
a. Hoekun je controleren dat d(Pq, F) = d(Pq, V1)?
b. 1sP4 het enige conflictpunt dat V; alsvoetpunt op delijn| heeft? Leg uit waarom
wel/niet.

13 Indetekeningisop lijn| nog een punt V, aangegeven. Uitgaande van V, voeren we
de constructie nogmaal s uit, maar we gebruiken terloops geschikte terminologie.
a. Teken alle punten waarvan V, het voetpunt op lijn | is. Wat is die verzameling
punten?
b. Teken alle punten die op gelijke afstanden van V, en F liggen. Wat is die verza-
meling punten?
c. Markeer nu het gezochte punt P,: het conflictpunt van F en | met voetpunt V, op

14 Op de manier van opgave 13 kun je bij elk punt V op | een conflictpunt P construe-

ren.

a. Waarom gaat het snijden van de twee lijnen nooit mis?
b. Vat de methode samen in een constructieschema dat we straks met CABRI gaan
uitvoeren. Vul dit schemaverder in.

4,
S
6.

Hoe construeer je een punt op de conflictlijn van een punt en een lijn?

1
2.
3.

Teken het punt F.
Teken de lijn I.

Teken een punt V op . voorbereidingsfase

Markeer het snijpunt en noem dat punt P. constructiefase

Met dit schemakun jeieder conflictpunt construeren. Aan CABRI doe je deze constructie
straks één keer nauwkeurig voor en daarna laat je CABRI zelf de constructie uitvoeren

15



Grens en conflict

voor alle andere punten op delijn .

het geval 15 Nu het geval punt-cirkel.
punt-cirkel Het plaatje hieronder lijkt sterk op dat van het geval punt-lijn. Punt P, ligt op de con-
flictlijn want d(Pq, F) = d(P4, Vy).
a. Vs, ishet voetpunt van een ander conflictpunt P,.
Laat zien dat de constructie van P, vrijwel op dezelfde manier uitgevoerd kan
worden als bij het geval punt-lijn.

0

Hoe construeer je een punt op de conflictlijn van een punt en een cirkel ?

1. Teken het punt F.
2. Teken de cirkel c.

voorbereidingsfase
3. Teken een punt V op c.

A, TEKEN .eeeiiiiieiiie et
5. TEKEN oo
6. Markeer het snijpunt en noem dat punt P.

b. Vul bovenstaand constructieschema verder in.
¢. Vindje op deze manier bij elk punt V op de cirkel een conflictpunt P?
d. Vindje op deze manier alle punten van de conflictlijn?

Bij toepassingen ligt het voor de hand de cirkel ¢ op te vatten als de rand van een gebied.
In opgave 15 zoek je als het ware de conflictlijn tussen een groot eiland en een miniscuul
klein, maar zelfstandig eilandje dat een eind uit de kust ligt.

Maar punt F kan ook in het binnengebied van cirkel ¢ liggen. Jekunt in dat geval denken
aan een land met een binnenmeer waarin een ‘heel klein' zelfstandig eilandjeligt.

16 a. Teken een cirkel met een punt F in het binnengebied en schets de conflictlijn.
b. Ganaof je met je constructieschema van opgave 15b ook alle punten van deze
conflictlijn kunt construeren. Als dat niet het geval is, maak het schema dan
daarvoor geschikt.
c. Stel Fistoevallig het middelpunt van cirkel c. Wat isin dat geval de conflictlijn?

16



3: Constructie van conflictpunten

cirkel-lijn en  We besteden op dit moment en in het volgende CABRI-practicum nog even geen aan-

cirkel-cirkel dacht aan de twee gevallen ‘cirkel-rechte lijn’ en ‘cirkel-cirkel’.

komen later Straks zal blijken dat deze gevallen vrij gemakkelijk te herleiden zijn tot de dan bekende
gevallen ‘punt-rechte lijn’ en ‘punt-cirkel’.

17



Grens en conflict

4: Conflictliinen met CABRI

bediening

instellen

Je ziet hier weer de menubalk van CABRI. We hanteren voor de buttons dezelfde namen
alsin het pakketje DENKEN IN CIRKELS EN LIJNEN. Toen gebruikten we CABRI bij de
oriéntatie op verschillende bewijzen (als hulpmiddel bij het zoeken naar bewijzen dus),
nu gebruiken we CABRI voor de constructie van conflictlijnen.

File Edit O0Options Help

Il L

ll

Figure

| 7 174 il

WIJSAAN TEKEN 1, 2,3 CONSTRUEER 1, 2,3 MEET 1,2 EXTRAL, 2

In dit practicum gebruik je opties uit de menu’s die achter de buttons TEKENEN 1,2,3,
CONSTRUEER 1 en EXTRA 1,2 zitten.

Opties geven we weer aan met BUTTON > OPTIE. De opdracht = BV KV
‘teken een driehoek’ schrijven we dus z6: JD—I illlil

TEKEN 2 > TRIANGLE = Line E

- .. . Segment
Jij klikt dan op button TEKEN 2 en sleept de wijzer op de optie Ray
TRIANGLE.

lector

Omdat je misschien vergeten bent hoeje met CABRI moet wer- | Triangle
ken, vind je: Polygon
— op de volgende bladzijde een overzcht van de belangrijk- Regular Polygon

ste bedieningszaken.
— achterin dit boekje een overzicht van alle optiesin het En-
gels en het Nederlands (zie bladzijde 127).

Het doel van dit practicum is:

— jeconstrueert de conflictlijnen bij de gevallen punt-lijn en punt-cirkel;

— jeonderzoekt voor beide gevallen alle verschillende situaties;

— jeinterpreteert de uitkomsten en vertaalt die in definities voor parabool, hyperbool
en ellips.

17 Voordat je aan de constructieopdrachten begint, moet je eventueel drie instellingen
van het programma aanpassen.
Open het menu OPTIONS > PREFERENCES.
— Zet  NUMBER OF OBJECTSIN LOCUS op 300 (niet méér; sommige teke-
ningen worden dan lang-
zaam getekend en worden

soms overval).

— Zet  LOCUSOF POINTS: LINK POINTS 0Op AAN (je ziet dan een kruigie in
het vierkant).

— Zet  LOCUS OF LINES: ENVELOPE op UIT (dus géén kruisie in het
vierkant).

Klik ten slotte op APPLY TO om de instellingen te activeren.
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4: Conflictlijnen met CABRI

De belangrijkste zaken van CABRI op een rij:
AANKLIKKEN
Breng de wijzer op het bedoelde object. Tik kort op de linkermuisknop.

SLEPEN
Breng de wijzer op het bedoelde object. Druk de linkermuisknop in, verschuif de muis en
laat los.

M ENUKEUZE EN OPTIEKEUZE
Wijs een button aan, sleep de muiswijzer naar de te kiezen optie.

TEKENEN EN CONSTRUEREN
Onder de TEKEN- en CONSTRUEER-buttons staan all e beschikbare teken- en constr uctie-op-
ties.
Kies de optie en klik vervolgens punten of objecten aan. Dit verschilt per optie.
Let erop: CABRI heeft KEEP-IN-TOOL bediening. Dat wil zeggen, zolang je niets anders doet,
blijf je in de aangegeven optie hangen.
Zie ook Aanwijstoestand.
CABRI helpt je alsje oude punten of lijnen wilt gebruiken om er zaken aan vast te koppelen.
Snijpunten van lijnen en cirkels zijn ook bruikbaar.

OPTIES VERLATEN
Verlaat opties door naar AANWIJSTOESTAND te gaan. Dat is bijvoorbeeld nodig bij rechter
EXTRA-button met HIDE/SHOW of COLOUR.

AANWIJSTOESTAND
Door klikken op _'tl kom je in aanwijstoestand. Dan zit je zeker niet meer in een van de
optietoestanden; je kunt dan gevaarloos slepen en dingen aanklikken..

OBJECTEN WISSEN EN SCHERM SCHOONMAKEN
Selecteer door aanklikken in AANWIJSTOESTAND wat je wilt weggooien;
(met| SHIFT |+ aanklikken kun je meer dingen tegelijk selecteren).
Tik op de toets| Delete] of [Back Space|.
Met EDIT>SELECTALL kun je alestegelijk selecteren en vervolgens weggooien.

HERSTELLEN
Je laatste handeling kun je (meestal) herstellen met menukeuze EDIT > UNDO.

Uitdossen van tekeningen
Onder MEET1, 2 en EXTRAL,2 zitten mogelijkheden voor benoemen, kleuren, lijndikte, ver-
bergen van objecten, enzovoort.

HuLpP
Gebruik HELP en hoop dat je voldoende informatie krijgt. CABRI geeft in Help-toestand in-
formatie over de gekozen opties. Ook toets| F1] zet de HELP aan en uit.
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Grens en conflict

het geval punt-lijn

18 We onderzoeken eerst het geva ‘ punt-rechtelijn’.
De stappen van de voorberei dingsfase en de constructiefase hebben we in de vorige
paragraaf gevonden. De laatste drie stappen zijn bedoeld om de tekening zo duide-
lijk mogelijk te maken.

Hoecongrueer jeeen punt op deconflictlijn van een punt en een lijn?

1. Teken een punt F.

2. Teken een Iijp I (voorbereiding)
3. Teken een nieuw punt V op I.

4. Teken de loodlijnin V op I.
5. Teken de middelloodlijn van V en F. (constructie)
6. Markeer het snijpunt van de twee lijnen.

7. Zet de namen bij de punten F, V en P.
8. Teken de lijnstukken FP en VP en kleur ze groen. (verfraaiing)
9. Teken lijnstuk FV en kleur dit lijnstuk geel.

a. Voer deze constructie uit.

Je kunt een snijpunt markeren met de optie TEKEN 1 > INTERSECTION POINT.
Je kunt punten benoemen met de optie EXTRA 1 > LABEL.
Je kunt objecten inkleuren met de optie EXTRA 2 > COLOUR.

b. Versleep nu punt V en kijk wat er met punt P gebeurt. Dat punt doorloopt nu de
conflictlijn. Let goed op driehoek FPV. Wat verandert wel en wat niet?

c. MetdeoptieEXTRA 1> ANIMATION kun je de computer as het ware alseen flip-
perkast gebruiken. Kies deze optie en klik punt VV aan. Als je nu V probeert te
verslepen, zieje dat een veer gespannen wordt. Probeer het en laat V |osschieten.
Ter aanvulling nog dit:

— Hoe verder je de muis verschuift, hoe verder wordt de veer gespannen en hoe
harder zal punt V langslijn | schieten. Trek dus niet te hard!

— Hetkan zijn dat punt V uiteindelijk buiten je scherm tot stilstand komt; met de
optie EDIT > UNDO krijg je de situatie voor het *afschieten’ terug.

— Jekunt de animatie ook op elk moment stoppen door ergens op het tekenvel te
klikken of met ESC.

d. Totnutoezieje steeds punt P bewegen, maar de conflictlijn zelf kreeg jeniet te
zien.

Deze kromme maak je zichtbaar met de optie CONSTRUEER 1 > LOCuUS.
Kies deze optie. Klik dan eerst op P en dan op V. De computer tekent nu de

conflictlijn.
locus = Opmerking: ‘Locus' is het Latijnse woord voor ‘plaats . Met de optie Locus laat je de
plaats plaats tekenen van alle punten P als V langs lijn | verschuift. Men spreekt ook wel van

de ‘meetkundige plaats .

19 Onderzoek nu hoe de vorm van deze conflictlijn verandert alsje de af stand van F tot
lijn | kleiner of groter maakt. Je kunt ook lijn | draaien en kijken wat er gebeurt.

20 Alsjepunt V verdeept, draait de middelloodlijn van FV.
a. Welkeral lijkt deze middelloodlijn steeds voor de conflictlijn te spelen?
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4: Conflictlijnen met CABRI

parabool

b.

Met de L ocus-optie kun je ook vele standen van deze middelloodlijn in één keer
laten tekenen. Bedenk welke handelingen je moet doen en laat de computer ook
nog deze locus tekenen.

De conflictlijn van een punt F en een rechte lijn | heet een parabool.
In de volgende paragraaf geven we een precieze meetkundige definitie van de parabool.

21 Schrijf in het volgende overzicht op wat je nu al van parabolen weet.

Een parabool is de conflictlijn van ..........cccecoereiieiineneeee e

Een parabool lijkt symmetrisCh in ...

Detop van de parabool ishet midden van .........cccocceveiieceeceseccee e
De parabool lijkt smaller/breder a's de af stand tussen brandpunt en richtlijn klei-
ner wordt.

..................................................... lijken raaklijnen aan de parabool te zijn.

het geval punt-cirkel, deel 1

We onderzoeken nu het geval punt-cirkel.

We onder zoeken eerst de situatie waar punt F buiten decirkel ligt.

22 a.

b.

Maak het tekenscherm schoon.

Pasin het constructieschema voor de parabool twee regels aan, dan heb je al het
constructieschema voor de nieuwe conflictlijn.

Gebruik in regel 4 de optie TEKEN 2 > RAY om een ‘halvelijn’ tetekenen diein
punt M begint. Klik eerst op M en dan pasop V, anders gaat de straal de verkeer-
de kant uit.

Voer de constructie verder uit.

Voer nu dezelfde onderzoeksstappen uit a's bij opgave 18, dus

- versleep V eerst met de hand

- gebruik de ‘flipperkast’ -optie (ANIMATION)

- laat de conflictlijn met de Locus-optie tekenen

- laat de middelloodlijnen mil(F, V) met de Locus-optie tekenen.

Bij de parabool |eken de middelloodlijnen het hele buitengebied van de parabool te vul-
len. In dit geval laten de middelloodlijnen een gebied vrij dat erg lijkt op het binnenge-
bied van de conflictlijn!

23 a.

Bekijk nog eenswat er gebeurt als V versleept wordt. Niet altijd snijden de mid-
delloodlijn en de halve lijn elkaar.

Pas in het constructieschema regel 4 zo aan, dat de computer niet de halve lijn
maar de hele lijn door M en V tekent.

Verwijder de halve lijn op het scherm en voer de nieuwe constructie uit. Als je
nu de verzameling punten P met de L ocus-optie laat tekenen, merk je dat de ge-
tekende figuur uit twee delen bestaat; twee takken heeft, zegt men wel. Deze
twee takken zijn ieder apart spiegelsymmetrisch, maar ze lijken ook elkaars
spiegelbeeld te zijn. Welke twee lijnen zijn de symmetrieassen?

Er zijn twee punten V op de cirkel waarvoor de constructie op geen van de twee
takken een punt P oplevert. Probeer deze twee plaatsen op de cirkel te vinden.
Welke vorm heeft in deze gevallen de driehoek FVM?

Welke rol speelt in deze gevallen de middelloodlijn mll(F, V) voor de conflict-
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Grens en conflict

lijn?
f. Enwelkeral lijkt de middelloodlijn mll(F, V) te spelen als V elders op de cirkel
ligt?

24 Je ziet hier twee schermafdrukken. In het linker plaatje is P een punt van de tak die
helemaal buiten de cirkel ligt. In het rechter plaatje ligt P op de tak die de cirkel
snijdt. Delijn door P en M snijdt in beide plaatjes de cirkel in punten V4 en V..

P

V \41

Beantwoord voor beide plaatjes de volgende vragen.

a. Welk van de punten V; en V, is volgens het plaatje het voetpunt van P op de cir-
kel?

b. Enwelk van de twee punten is volgens de constructie het voetpunt van P?

¢. Voor wek van deze punten geldt d(F, P) = d(V, P)?

d. Wat kun je voor het andere punt zeggen over deze twee af standen?

hyperbool De conflictlijn van een cirkel en een punt buiten de cirkel is een van de twee takken van
een hyperbooal. In de volgende paragraaf geven we een nauwkeurige definitie van de hy-
perbool.

25 Verwerk je resultaten in de volgende korte samenvatting.

Een hyperbool heeft twee takken.
De conflictlijn van een cirkel en een punt F buiten de Cirkel is .....ccccccoveevveeivenenen,

Een hyperbool lijkt SymmetrisSChin .......ccceciiieiece e
De hyperbool lijkt smaller / breder te worden als de af stand tussen punt F en

de cirkel kleiner wordt.
D e lijken raaklijnen aan de hyperbool te zijn.

V oor twee punten V op de cirkel levert de constructie geen punt P van de hyperbool
op. In deze gevallen

— iSdrieh0eK VFM ......ccoviiieiiirenine s
— 0SMI(V, F) e, van de hyperbool.
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4: Conflictlijnen met CABRI

ellips

het geval punt-cirkel, deel 2

26 Verdeep nu punt F naar het binnengebied van de cirkel. Maak desnoods eerst de cir-

kel wat groter door vanuit aanwijstoestand eraan te trekken.

Voer ook voor deze situatie alle onderzoeksstappen uit, dus:

— versleep eerst V met de hand, probeer te begrijpen wat er gebeurt

gebruik dan de ANIMATION-Optie
laat dan de conflictlijn met de Locus-optie tekenen; verander de plaats van A
binnen de cirkel en onderzoek de gevolgen voor de vorm van de conflictlijn
— laat dan de middelloodlijnen mll(A, V) met de Locus-optie tekenen.

De conflictlijn van een cirkel en een punt A binnen de cirkel is een ellips.
In de volgende paragraaf geven we een nauwkeurige definitie van de ellips.

27 a. Eenédllipslijkt twee symmetrieassen te hebben. Welke twee lijnen zijn dat?
b. Teken deze twee lijnen met CABRI. Verander de vorm van de dlips en kijk of
deze twee lijnen de symmetrieassen van de ellips blijven.
c. Versleep punt F z6, dat het met het middelpunt van de cirkel samenvalt.
Wat gebeurt er met de elips?
Enwat kunjeindit geval over symmetrieassen zeggen?

28 Maak nu voor de €ellips een samenvatting van de belangrijkste resultaten.

Een ellipsisde conflictlijn Van .........ccooeriiei e
Een ellipslijkt SymmetriSChin ........ooeeiiiiiiee e
De dlips lijkt smaller / breder te worden als de afstand tussen punt F en de cirkel
kleiner wordt.
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Hoofdstuk 2
Parabool, ellips en hyperbool




Foto ommezijde: Saturnus, gefotografeerd met de Hubble Space Telescope.

De planeet Saturnus draait in 29 jaar op een afstand van 1 429 400 000 km om de zon en heeft zelf een
diameter van 121 000 km.

Rond de evenaar van Saturnus vindt een gigantische storm plaats, groot genoeg om de hele aarde in te
doen verdwijnen. Zie de witte viek op de foto.

Saturnus bezit een een antaal ringen die op de foto goed zichtbaar zijn. Dezeringen zijn in werkelijkheid
cirkelvormig, maar doordat je er schuin op kijkt, worden ze vervormd weergegeven. De vorm op defoto
isexact die van een ellips.

De Hubble Space Telescope draait in een licht ellipsvormige baan om de aarde op een hoogte van onge-
veer 600 km. Door de goede atmosferishe omstandigheden op die hoogte — geen atmosfeer om precies
tezijn —kunnen zeer gedetailleerde foto’s worden gemaakt.

Deze telescoop maakt geen gebruik van lenzen maar van een gebogen spiegel. De hoofdspiegel van het
systeem is een parabolische spiegel met een diameter van 2.5 meter.

In dit hoofdstuk komen vormen als ellips en parabool aan bod. De werking van de parabolische spiegel
berust op de meetkunde van dit hoofdstuk; dat een in één richting samengedrukte cirkel een ellipsis,
wordt in hoofdstuk 3 aangetoond.



5: Definities en eigenschappen van paraboal, €llips en hyperbool

5: Definities en eigenschappen van parabool, ellips en hyperbool

definitie
parabool

symmetrie,
top

alle parabo-
len zijn
gelijkvormig

wat is een parabool?

Laat F een punt zijn en | een rechte lijn die niet door F gaat.
De verzameling van alle punten P waarvoor geldt: d(P , F) =d(P, I) heet een parabool.
F heet het brandpunt van de parabool, | heet de richtlijn van de parabool.

I
\% \%

Dat F een brandpunt (L atijn: focus) wordt genoemd, vindt zijn oorsprong in een mooie
toepassing: de parabolische spiegel. Dat zal worden verklaard in paragraaf 7 van dit
hoofdstuk.

Je kent de naam parabool in verband met de grafiek van bijvoorbeeld y = x2. In hoofd-
stuk 3 (Analytische Meetkunde) zal worden aangetoond dat die grafiek inderdaad aan
de definitie van een parabool voldoet.

1 Wijkt de definitie ved af van de eerdere omschrijving?

Een parabool wordt dus geheel bepaald door een punt F en eenrechtelijn| (niet door F).
De figuur gevormd door F en | is symmetrisch, en de parabool is dat dus ook.

Het punt van de parabool dat op de symmetrieas ligt, heet de top van de parabool. Het
is het punt van de parabool dat de kleinste af stand heeft tot richtlijn en brandpunt.

2 Alsje detop en een paar punten hebt (zoals die in opgave 11 a, bladzijde 14), kun
je a een redelijke schets maken van de parabool. Voer dit uit in onderstaande drie
situaties.

(1) @ 3) 3

*n

*°n

Het lijkt of er onderscheid gemaakt kan worden tussen ‘smalle’ en ‘brede’ parabolen,
maar dat is heel betrekkdijk! Alsje de parabool van (1) uitvergroot zé dat de afstand
van F tot | gelijk wordt aan de afstand in (3), dan krijg je de parabool van (3). Door in-
of uitzoomen kun je bij elke twee parabolen de één gelijk maken aan de andere. We zeg-
gen daarom dat alle parabolen gelijkvormig zijn.
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Parabool, elips en hyperbool

3 Hier isde symmetrieasin de figuur ook aangegeven.

\Y

a. Test of de figuur goed getekend is door het tekenen van een cirkel met middel-
punt P die aan | raakt. Wat moet er nu kloppen?

b. Laat zien dat er n6g een parabool met dezelfde richtlijn en symmetrieasis, die
ook door P gaat; bepaal nauwkeurig het brandpunt van die parabool.

4 Hier iseen parabool getekend met een vierkantenrooster op de achtergrond. Brand-
punt en richtlijn liggen precies op dat rooster.

‘ S

}//

S
T

Q
=

/
[ F

\

Toon via een berekening aan dat de roosterpunten Q en R volgens de definitie wel
op de parabool liggen en Sniet.

wat is een ellips?

De ellips hadden we omschreven als de conflict-
lijn van een cirkel ¢ en een punt F binnen de cir-
kel. Je zou daar direct — net als bij de parabool —
een definitie van kunnen maken. Die zou er dan
ongeveer z0 Uit zien:

Laat ceencirkd zijnen F een punt in het bin-

nengebied van c.

De verzameling van ale punten P waarvoor
geldt: d(P, F) =d(P, c) iseen ellips.

Maar dat is niet erg fraai vanwege het volgende.
Een ellipswordt geheel bepaald door een cirkel ¢

en een punt F (binnen ¢). Defiguur gevormd door
F en c heeft één symmetrieas (de lijn die F ver-
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5: Definities en eigenschappen van paraboal, €llips en hyperbool

standaard-
definitie
van de ellips

bindt met het middelpunt M van c). Dielijn is dus ook symmetrieas van de ellips.
De€llips bleek echter nog een tweede symmetrieas te hebben, namelijk de middellood-
lijnvan MF. Dat isniet direct te zien in de voorlopige definitie, maar wordt wel duidelijk
in de volgende opgave.

5 Bekijk de figuur op bladzijde 28. De cirkel ¢ heeft straal .
a. Leg uit dat de voorwaarde d(P,F) =d(P, ¢
gelijkwaardig is met: dP,M)+d(P,F)=r.
b. Verklaar waarom de middelloodlijn van MF een symmetrieas van de ellipsis.

De definitie van de €ellips, zoals die van oudsher in de boeken is te vinden, gebruikt de
tweede voorwaarde genoemd in opgave 5a.

In die voorwaarde hebben de punten F en M geen verschillende rollen meer; dat was oor-
spronkelijk wel het geval. Om die gdlijkwaardigheid te benadrukken, noemen we de
twee punten nu voortaan F, en F,. Zo krijgen we uiteindelijk:

F, en F, zijn twee verschillende punten.

De verzameling van alle punten P waarvoor de som van de afstanden tot F; en F, con-
stant is, heet een ellips.

F, en F; heten de brandpunten van de ellips.

Merk op: de constante moet groter zijn dan de af stand tussen de brandpunten.
Op de term brandpunten komen we later nog terug.

6 Hieriseen manier om een elliptisch bloemperk in de tuin uit te zetten.

Slatwee paaltjesin de grond op twee meter afstand van elkaar.
Knoop de uiteinden van een 9 meter lang touw aan elkaar zodat er een lus ontstaat.
Leg deze lus om de paaltjes, span het touw strak met een stevige pen.

Beweeg de pen rond en kras met de punt van de pen een mooie ovaal in de grond.

a. Waarom heeft een op zo’'n manier uitgezet bloemperk de vorm van een ellips?

b. Hoelang en hoe breed wordt deze ellips?

c. Hoe verandert de lengte en de breedte van de ellips as je de twee paaltjes op
minder dan 2 meter van elkaar in de grond slaat?

d. Hetisook mogelijk met het touw een ellips uit te zetten die 3 meter breed is.
Op welke afstand moet je dan de paaltjesin de grond slaan?

Dit zogenaamde tuinmansprin-
cipe wordt toegepast bij het
dlijpen van specialelenzen, die
geen bolvormig maar een -
lipsoidaal opperviak moeten
hebben.

Hiernaast zie je de dlijprobot
WAGNER van de vakgroep Op-
tica van de TU Délft in actie.
Zichtbaar is de riem met bo-
venaan het bewegende punt.
De brandpunten zijn vaste
staafjes tussen de twee schij-
ven rechts op de foto. Een ander deel van het mechaniek is een pantograaf, waarmee de
beweging teruggebracht wordt tot een kleinere schaal, zodat lenzen op de juiste maat
worden gefabriceerd. (Bron: Delft Integraal, 97-3.)
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Parabool, elips en hyperbool

lange en kor-  Je hebt gezien dat een ellips twee symmetrieassen heeft:
te as, toppen  — delijn die de brandpunten verbindt;
— de middelloodlijn van de twee brandpunten.

korte
as

F, lange|as =

De stukken van de symmetrieassen die binnen de €llips liggen, worden genoemd:
lange as en korte as. Op de lange as liggen de beide brandpunten.
De vier snijpunten van de assen met de €ellips worden de toppen van de €llips genoemd.

7 Van een punt P isgegeven dat het op een ellipsligt met brandpunten F, en F,, en dat
geldt: d(P, F1) = 7 en d(P, F,) = 3. Bovendien geldt d(F4, F,) = 8.
Hoe lang zijn de beide assen (lange as en korte as) van de ellips?

8 a. Twee verschillende elipsen hoeven niet (zoals twee parabolen) gelijkvormig te
zijn. Dat wil zeggen dat bij twee elipsen het (meestal) niet mogelijk is de een
door in- of uitzoomen gelijk te maken aan de andere. Dat blijkt bijvoorbeeld al
uit de voorlopige definitie waarbij een ellips wordt bepaald door een cirkel ¢ en
een punt F. Verklaar dit.

b. Wat voor vorm heeft de ellips als F samenvalt met het middel punt van ¢? En wat
weet je dan van de lange as en de korte as?

c. Stel jejetwee gelijkvormige ellipsen voor. Aan welke voorwaarde zullen de as-
sen van die ellipsen voldoen?

9 Gegeven twee punten F, en F, en een getal r > d(F4, F»).
c, isde cirkel met middelpunt F4 en straal r; ¢, is de cirkel met middelpunt F, en
straal r.
Toon aan dat de conflictlijn van F4 en ¢, samenvalt met de conflictlijn van F, en c;.

richtcirkel In de standaarddefinitie van de ellips speelt de cirkel ¢ nu geen rol meer. Bij het con-
strueren van een ellips en bij diverse redeneringen zal hij toch vaak nuttig zijn. Daarom
heeft die cirkel een speciale naam: het is een richtcirkel van de ellips. Het is een cirkel
met als straal de constante uit de definitie en als middel punt een van de brandpunten. Er
zZijn dus twee richtcirkels.

10 Waar isde straal van een richtcirkel van een ellips gelijk aan?
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absoluut
verschil

wat is een hyperbool?

De conflictlijn van een cirkel en een punt buiten die cirkel vormde slechts één tak van
een hyperbool. Sterker nog dan bij de ellips laten we daarom de standaarddefinitie van
de hyperbool afwijken van de conflictlijnomschrijving.

In defiguur hieronder zie je één hyperbooltak, getekend volgens de conflictlijnomschrij-
ving.

Zo'n hyperbooltak wordt geheel bepaald door een cirkel ¢ en een purt = buiten c.

De figuur gevormd door F en c heeft én symmetrieas (de lijn die F verbindt met het
middelpunt M van c). Dielijnisdus ook symmetrieas van de hyperbooltak. Het punt van
de hyperbooltak dat op de symmetrieas|ligt is de top van de hyperbooltak.

11 Leg uit dat de voorwaarde: d(P,F) =d(P, ¢
gelijkwaardig is met: d(P,M)—d(P, F) =r.

Met die laatste voorwaarde zijn we a dicht bij de definitie van een hyperbool.
Maar de punten M en F zijn hier niet, zoals bij de ellips, uitwisselbaar. Bij een som van
twee af standen is de volgorde niet belangrijk, bij een verschil wel.

12 a. Ganadat de verzameling punten P die voldoen aan d(P, F) —d(P, M) =r een
nieuwe hyperbooltak is, namelijk het spiegelbeeld van de hyperbooltak die hoort
bij de voorwaarde d(P, M) —d(P, F) = .
b. Voor welke cirkel en welk punt is de nieuwe hyperbooltak de conflictlijn?

De hyperbooltak bedoeld in 12 a vormt samen met de andere tak een volledige hyper-
bool. Ofwel: het punt P ligt op de hyperbool as:

dP,M)—d(P,F)=r of d(P,F)—d(P,M)=r.
Korter genoteerd: P ligt op de hyperbool as:

dP,M)—d(P,F)=-r
Of, met gebruikmaking van de absol ute waarde:
|d(P, M) —d(P, F)|=r

Spreek uit:
het absolute verschil van d(P, M) en d(P, F) isgelijk aan r.
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Om te benadrukken dat de punten M en F in deze voorwaarde gelijkwaardig zijn, noe-
men we ze liever F; en F,. De definitie van de hyperbool, zoals die in de meeste boeken
iste vinden, luidt dan ten dlotte:

standaard- B )
definitie Fien Fy zun.twee verschillende punten.
De verzameling van alle punten P waarvoor geldt
van de hyper- | d(Fy, P)-d(F,,P) | =r
bool heet een hyperbool.

F, en F; heten de brandpunten van de hyperbool.

In woorden:

F, en F;, zijn twee verschillende punten.
De verzameling van alle punten P waarvoor het absolute verschil van de afstanden
tot F; en F, constant is, heet een hyperbool.

13 Hier is een hyperbool getekend met brandpunten F, en F,.

a. Bepaal door meten wat de gebruikte waarde vanr is.

b. Kieseen punt P op detak bij F; en een punt Q op de andere tak, zodanig dat de
vierhoek F1PF,Q een paralellogram is. Welke rol speelt het midden van PQ?

c. Doe het nu z6 dat F;1PF,Q een rechthoek is. Met behulp van je geodriehoek is
dat niet moeilijk.

d. Lukt het ook F;1PF,Q vierkant te maken?

14 Bij een hyperbool is het wat raar om van lange en korte assen te spreken, maar het
iswel redelijk om van assen zonder meer te spreken.
Waarom?

15 Omschrijf wat bedoeld kan worden met het begrip richtcirkel van een hyperbool.

16 Alleparabolen zijn gelijkvormig. Niet ale elipsen zijn gelijkvormig.
Hoe zit dat met hyperbolen?
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de asymptoten van de hyperbool

Een bijzonderheid dieje a eerder bij de hyperbooltak als conflictlijn hebt ontdekt, is dat
de voetpunten van de conflictpunten P, slechts op een deel van de cirkel liggen. Kijk
maar in de figuur die bij de conflictbeschrijving hoort.

In de figuur hieronder zijn W, en W, juist de grenspunten waar V tussen moet blijven.
W, en W, zijn de raakpunten van de raaklijnen uit F aan de cirkel. Delijn MW, is even-
wijdig met de middelloodlijn van FW; en levert daarom geen punt P op. Hetzelfde kan
worden gezegd van MW, en de middelloodlijn van FW,.

ag

a

De middelloodlijnen van FW; en FW, worden de asymptoten (zeg a; en a,) van de hy-
perbooltak genoemd. Alsje het voetpunt V over de boog W, W, |aat |open, dan doorloopt
het punt P de hyperbooltak. Komt V in de buurt van W; of W,, dan loopt P ontzettend
ver weg; de afstand tot a; (of ay) wordt dan heel klein. Die afstand nadert tot 0 als V tot
W, (of W) nadert. In een extra opgave (nummer 19) wordt daarop ingegaan; later be-
wijzen we dit ook hog met een andere methode.

33



Parabool, elips en hyperbool

extra,
onderzoek
asymptoot

17 Het lijkt erop dat de hyperbooltak in
zZijn geheel binnen de hoek gevormd
door de halve lijnen a; en a, ligt.
Maar wat er gebeurt als V heel dicht
bij een van de grenspunten ligt, kun
je niet zien. Om te bewijzen dat de
hyperbooltak inderdaad binnen de
hoek blijft, neem je een willekeurig
punt P op een van de asymptoten.
Daarvan kan worden bewezen dat
het tot deinvloedsfeer van ¢ behoort,
met andere woorden dat:

d(P, V) < d(PF)
Bewijs dit laatste.

18 De asymptoten in deze figuur maken een stompe hoek.
Ontwerp een situatie waarbij de asymptoten loodrecht op elkaar staan.

Bij een volledige hyperbool - dus met beidetakken - zijn de asymptoten helelijnen, dat
spreekt vanzelf.

19 Hieronder ziejeeen deel van dezelfdetekening, iets uitvergroot. Er iseen lijn b, toe-
gevoegd, evenwijdig aan a; aan de kant van F. Op dielijn ligt het punt Q.

a. Teken nauwkeurig de cirkel met middelpunt Q die door F gaat.

b. Snijdt deze cirkel de cirkel ¢? Wat betekent dat voor punt Q? Ligt het aan de F-
kant van de hyperbooltak of juist aan de andere kant?

c. Herhaal het experiment met een punt R, dat verderweg ligt op de lijn b,. Teken
weer de cirkel om Rdie door F gaat. Er valt iets op aan de snijpunten van de bei-
de cirkels met de lijn W;F. Waarom moet dat inderdaad hetzelfde punt zijn?

d. AlsjeR steeds verder weg legt op de lijn by, wordt de cirkel om R die door F
gaat ook steeds groter. Licht toe waarom je R z6 ver weg kunt leggen, dat die
cirkel op den duur de cirkd ¢ niet meer snijdit.

e. Hoevolgt daar nu uit: lijn by snijdt de hyperbooltak?




6: Conflictlijnen herleiden en opsplitsen

6: Conflictlijnen herleiden en opsplitsen

Detabel van paragraaf 3, bladzijde 14, isnu voor een groot deel ingevuld. Jeleert in deze
paragraaf hoe je de twee ontbrekende gevallen kunt herleiden tot bekende situaties.

conflictlijn tussen ... en ... punt rechte lijn cirkel

punt middelloodlijn parabool ellips,
hyperbooltak

rechte lijn bissectricepaar,
middenparallel

cirkel

het geval
lijn-cirkel

land Y

20 a. Indelinker figuur ligt een cirkelvormig eiland tegenover de rechte kust van een
buurland. Schetsin deze figuur de conflictlijn.
b. Inderechter figuur is behavelijn| en cirkel ¢ ook nog een lijn k getekend, die
op afstand r evenwijdig aan | loopt.
Vaoor elk punt P op de conflictlijn geldt d(P, ¢) = d(P, I) dusd(P, V) = d(P, A).
Leg uit dat voor P dan 66k geldt: d(P, M) = d(P, k)
c. Welke vorm heeft dus de gezochte conflictlijn?

Opmerking:

Bij de vorige opgave hebben we een belangrijke techniek toegepast.

We hebben decirkel ashet ware gereduceerd tot zijn middel punt. We keken immers niet
meer naar de conflictlijn van een cirkel eneen ..., maar naar de conflictlijn van een punt

eneen....
Als gevolg daarvan moesten we

dedafstand d(P, ¢ vervangen door d(P, M) -r.
De vergelijking d(P,c)=d(P,1) gingoverin diP, M) =d(P, 1) +r.

We konden d(P, 1) + r opvatten als de afstand van P tot een lijn k die op afstand r even-
wijdig aan | loopt.

Dus devoorwaarde d(P, ¢) = d(P, 1) is gelijkwaardigmet d(P, M) = d(PK).
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Zo hebben we het probleem herleid tot een bekende situatie.
Deze techniek passen we ook bij de opgaven 22 en 23 toe.

geval Bij het geval cirkel - cirkel beperken we ons tot de situaties waarin de cirkels geen ge-
cirkel-cirkel meenschappelijke punten hebben. We bekijken eerst twee bijzondere gevallen.

21 a. Welke vorm heeft de conflictlijn van twee even grote cirkels die buiten elkaar
liggen?
b. Welke vorm heeft de conflictlijn van twee cirkels met verschillende straal, maar
hetzelfde middel punt?

22 Bepaa nu de conflictlijn van deze twee cirkelvormige eilanden.

eiland Y

eiland X

Een goede aanpak is:
— teken eerst een paar punten van de conflictlijn
— stel een vermoeden op: welke bekende conflictlijn zou het kunnen zijn
— maak een nieuwe tekening met relevante gegevens
— herleid het probleem tot een bekende situatie.

23 Het cirkelvormige eiland Y ligt
in een cirkelvormig binnenmeer |24 x
van land X.

a. Beredeneer welke vorm de
conflictlijn van deze twee
landen heeft.

b. Teken enkele punten van de
conflictlijn en schets ver-
volgens de conflictlijn.

24 Hoeverandert de vorm van deze

conflictlijn als

a. de straal van elland Y Klei-
ner/groter wordt gemaakt?

b. de afstand van de middd-
punten van de twee cirkels
kleiner/groter wordt ge-
maakt?

25 Verwerk de resultaten van de opgaven 22 en 23 in het overzichtsschema.
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We onderzoeken nu paar situaties waarin we het te verdelen gebied in sectoren moeten
opsplitsen. Dergelijke problemen heb je ook in hoofdstuk 5 van AFSTANDEN, GRENZEN
EN GEBIEDEN bij iso-af standslijnen ontmoet. Toen speelden kapen een belangrijke rol.

26 Eendriehoekig eiland Y ligt tegenover de rechtlijnige kust van land X. In het gebied
tussen de twee landen zijn vijf punten aangegeven.

eiland Y

land X

a. Tekenvoor elk van deze vijf punten de voetpunten op de rand van land X en ook
op derand van eiland Y.

b. Zoek voor elk van de punten uit of het dichter bij land X of bij land Y ligt.

c. Schetshoe ongeveer de conflictlijn van de twee landen loopt. Zorg ervoor dat de
punten P, tot en met P5 aan de juiste kant van de conflictlijn liggen.

®

land X

27 In deze figuur is een iso-afstanddijn van het eiland getekend. Deze lijn bestaat uit
cirkelbogen en rechte lijnstukken. De delen van deiso-afstandslijn sluiten op de stip-
pellijnen op elkaar aan. Deze stippellijnen zijn ook van groot belang voor de con-
flictlijn.

a. De dtippellijnen verdelen het gebied rond het eiland in zes sectoren.
Geef voor de sectoren 1 tot en met 5 aan welke vorm de conflictlijn in dat deel
heeft. Bedenk eerst met welk geval uit het overzichtsschema je te maken hebt.

b. Sector 6 ligt ‘achter’ het eiland. Onderzoek of de conflictlijn ook deze sector
doorloopt.

c. Tekenin de figuur een (ten opzichte van opgave 26) verbeterde versie van de
conflictlijn.
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extra opgave

land X

28 Bij de situatie hierboven bestaat de conflictlijn van de twee landen uit drie delen.
Schets deze conflictlijn.
Gebruik detechnieken die jein deze paragraaf hebt gezien om de conflictlijn precies
te kunnen beschrijven.
Geef er een duidelijke redenering bij.
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7: De raaklijneigenschap van de parabool

spiegelwet

Bij praktische toepassingen van parabolen, ellipsen en hyperbolen wordt vaak gebruik-
gemaakt van de bijzondere raaklijneigenschap van deze krommen. Je hebt gezien dat de
middelloodlijnen die in de constructies optraden raaklijnen waren aan de parabool, de
ellips en de hyperbool. In deze paragraaf zullen we dat bewijzen en dan direct gebruik
maken van de eigenschappen van de raaklijnen bij belangrijke toepassingen van de drie
figuren. De belangrijkste toepassing heeft te maken met spiegelen.

Zoa s bekend geldt voor vliakke spiegels de spiegel wet:

hoek van inval = hoek van terugkaatsing

Alsje een vlakke spiegel hebt en jelaat er een evenwijdige bundel licht op invallen, dan
ontstaat er een evenwijdige uittredende bundel. Dat is niet spectaculair.

Ons eerste doel is een spiegel te ontwerpen die een evenwijdige bundel in een converge-
rende bundel omzet, dat wil zeggen in een bundel die door één punt gaat. Dat is vast toe-
pasbaar!

In de linker figuur zie je twee spiegels en twee laserstralen. Laserstraal 1 (2) wordt te-
ruggekaatst via spiegel 1 (2). Beide stralen bereiken punt F.

eerste opstelling tweede opstelling
laserstraal 1 laserstraal 2 laserstraal 1 laserstraal 2
spiegel 2
F _— /y/ F ’/
spiegel 1 spiegel 1
v

29 a. Hoe kun je met je geodriehoek in de linker figuur controleren dat de gereflec-
teerde stralen door F gaan?
b. Tekenin de rechter figuur ook een spiegel 2 z6 dat laserstraal 2 naar punt F ge-
kaatst wordt (op de plaats van de punt van de pijl van laserstraal 2).
c. Wat merk je op asje de twee standen van spiegel 2 vergelijkt?
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gebogen
spiegel

Je kunt honderd evenwijdige laserstralen in princi-
pe met honderd viakke spiegeltjes naar één bepaald
punt kaatsen. Erg praktisch is dit niet, de spiegel-
tjes mogen elkaar niet in de weg zitten, om maar
eens wat te noemen. Met een bundel stralen is het
zelfs onmogdijk. Daarvoor heb je as het ware on-
eindig veel superkleine spiegeltjesnodig die samen

lichtbundel

een gebogen spiegel vormen. Die moet dan wel in F

een bepaalde vorm geslepen zijn. Ook voor een \ M’
kromme spiegel geldt de spiegelwet. Met hoek van X

inval en hoek van terugkaatsing zijn dan de hoeken S .-

met de raaklijn aan de kromme bedoeld!
In delinker figuur hieronder zie je een spiegel met de gewenste krommevorm: alelicht-

stralen van de evenwijdige bundel convergeren na terugkaatsing naar één punt.
Daarnaast zie je een tekening van een parabool, zoals je die eerder bent tegengekomen.
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De sterke indruk bestaat dat de parabool de gezochte figuur is. Bij R zou dan een licht-
straal binnenvallen, evenwijdig aan de as van de parabool; de straal zou bij P de para-
bool treffen en na spiegelen bij F aankomen. Omdat dat voor alle stralen evenwijdig aan
de as zou gelden, convergeert de bundel na spiegeling inderdaad naar F.

Twee zaken moeten eerst nagegaan worden:

[ : delijn mll(F, V) isinderdaad de raaklijn aan de parabool

I . delijnen RP en PF gedragen zich ten opzichte van die middelloodlijn volgens
de spiegelwet van hoek van inval = hoek van terugkaatsing.

30 Het tweede punt is het makkelijkst aan te tonen. Doe dat eerst zelf.

Je gaat vervolgens bewijzen dat de middelloodlijn van F en'V op punt P nageheel buiten
de parabooal ligt.
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een overwe-

ging in de
marge

raaklijn-
eigenschap
van de
parabool

paraboloide

Gegeven: P is een punt van de parabool met brandpunt F en richtlijn I.
V is het voetpunt van P op I.
Te bewijzen: mll(F, V) ligt op P na buiten de parabool.

31 Kieseenwillekeurig punt Q op mil (F, V), verschillend van P.
Bewijs nu dat Q buiten de parabool ligt, dat wil zeggen dat d(Q, F) > d(Q, I).
Tip: teken het lijnstuk dat de afstand d(Q, 1) realiseert.

Uit dit bewijs volgt dat mll(F, V) op P nabuiten de parabool ligt. Is het daarom ook de

raaklijn, dat is nu de vraag. Omdat de parabool een gladde figuur is, kun je je haast niet

aan dieindruk onttrekken. Maar eigenlijk moet je bewijzen dat er maar één zo'n lijnis,

die buiten de parabooal ligt op punt P na. Bewijzen dat dit inderdaad zo is, gaat op dit

moment te ver. In hoofdstuk 3 komen we hier nog op terug.

Aangetoond zal daar worden:

— dat degrafiek vany = X2 terecht met ‘parabool’ wordt aangeduid en dat bij die gra-
fiek dus ook een brandpunt F eenrichtlijn | te vinden zijn;

— dat degrafiek van een lineaire benadering aany = x2in een punt P samenvalt met de
middelloodlijn mil(F, V), waarbij V weer het voetpunt is van de loodlijn uit P op |.

Anders gezegd: deraaklijn zoals hij in dit hoofdstuk is gevonden is dezelfde als die van

de differentiaalrekening.

Je mag er in het vervolg dan ook van uitgaan dat mil(F, V) een raaklijn aan de parabool
is. Kortom: je mag van de bij | en |l beweerde zaken van de vorige bladzijde voortaan
gebruikmaken.

Allesis samengevat in de volgende stelling over de raaklijneigenschap van een para-
bool:

P is een punt op de parabool met brandpunt F en richtlijn I.
De raaklijn in P aan de parabool maakt gelijke hoeken met lijn PF en de lood-
lijn door P op .

De natuurkundige betekenis van het voorgaande is.
Alle lichtstralen die evenwijdig aan de as op een parabolische spiegel vallen,
worden teruggekaatst in de richting van het brandpunt van de parabool.

32 Vul nu zelf aan:
Als stralen uitgaan van het brandpunt F, dan vormen de door de parabolische
spiegel teruggekaatste straleneen .........

De koplamp van een fiets heeft de vorm van een pa-
raboloide.

Een paraboloide is een ruimtelijke vorm die ontstaat
alsje een parabool om zijn symmetrieas wentelt.

33 Wat kun je over de lichtbundel van zo'n fiets-
lamp zeggen:
a. alsdegloeidraad van het lampje zich precies
in het brandpunt bevindt?
b. as de gloeidraad van het lampje zich een
beetje achter het brandpunt bevindt?

41



Parabool, elips en hyperbool

parallelle golffronten

Ook schotelantennes en radiotel escopen hebben de vorm van een paraboloide (zie de
foto op de beginpagina van dit hoofdstuk).

Bij de ontvangst van radio- of tv-signalen is het van belang dat alle ‘stralen’ gdlijktijdig
het brandpunt bereiken; alleen dan is optimale ontvangst mogelijk.

Je kunt je voorstellen dat een golffront (lijn f in onderstaande figuur) uit allemaal punten

f S, S,

$ $ golffront

w RS

bestaat, die met dezelfde snelheid in dezelfde richting bewegen, namelijk derichting van
de pijlen.
34 Verklaar dat bij een parabolische antenne alle lichtstralen een even lange weg afleg-

gen en er dus aan deze voorwaarde voldaan wordt. Ofwel: toon aan dat de wegen
S;P1F en S,P,F even lang zijn.

Tegenwoordig kun je parabolische antennes zien zoveel je wilt: de satellietantennes die
aan veel huizen zijn bevestigd. Ze zijn gericht op satellieten die een vaste positie in ne-
men boven de evenaar. Dat betekent dat in onze streken de satellietantennes allemaal in
zuidelijke richting wijzen. In de stad heb je geen kompas meer nodig om de juisterich-
ting te weten.

35 Weet je nog een paar andere toepassingen van parabolische antennes?
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scheve stralen construeren

36 Hieronder zie je een parabolische spiegel; de symmetrieas is aangegeven.

*

P, R

a. Eendtraa dievanuit Q naar P, gaat, is evenwijdig met de as. Teken de straal en
het gespiegelde vervolg.

b. Destraa dievanuit R op P; komt, gedraagt zich ook volgens de spiegelwet. Te-
ken de straal en zijn gespiegeld vervolg. Je moet nu echt de raaklijn in P, teke-
nen of deloodlijn daarop, dat is de deellijn van QP;F. Gebruik de geodriehoek.

c. Teken ook stralen die vanuit Rnaar P, en P5 gaan en hun gespiegelde vervolgen.

d. Wat valt op aan de stralen die vanuit R gaan en hun gespiegelde vervolg?

Uit het voorgaande kun je de conclusie trekken dat het bij niet-evenwijdige stralen niet
echt tot convergeren komt. In onderstaande figuren is dat nog eenste zien, maar de rech-
ter figuur toont ook aan: als de intredende stralen uit een verweg liggend punt komen,
dan treedt convergentie op in redelijke benadering.
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37 Hieronder zie je twee gevallen waarbij de bundel wel evenwijdigis, maar nietin de
asrichting invalt.
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Geef een genuanceerd commentaar.
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8: De raaklijneigenschappen van ellips en hyperbool

het spiegel-
principe

het geval van de ellips

Bij het onderzoeken van de raaklijneigenschap van de ellips kunnen we onverwacht een
oud probleem hergebruiken.

Misschien herken je het volgende optimali seringsprobleem nog.

De gemeenten A en B liggen aan dezelfde
kant van een spoorlijn.

Er moet één station komen voor beide
gemeenten.

De busmaatschappij die de mensen uit A
en B van en naar dit station moet vervoe-
ren, wil dat de plaats van het station z6 ge-
kozen wordt dat de som van de afstanden
tot A en B zo klein mogelijk is.

s

38 Losdit probleem nog een keer op door het spiegel principe toe te passen.

De tekening hiernaast bevat dezelfde
elementen. Aen B hetennu F, en F».
De optimae plaats van het station
(punt P in de figuur) is dat punt waar
delijn| (in de figuur ml(F4, V)) aan
een ellips met de brandpunten F, en
F, raakt. r is hier de straal van de
richtcirkel c.

39 a. Bewijs dat elk ander punt S
van de lijn | buiten de gete-
kende ellips ligt.

b. Hoe volgt hieruit dat P het
gezochte punt is?

40 Bewijs nu de stelling over de
raaklijneigenschap van ellipsen.

P is een punt op de ellips met brandpunten F ; en F,.
De raaklijn in P aan de ellips maakt gelijke hoeken met de lijnen PF; en PF,.

(Ook hier zal een gat in het bewijs voorlopig ongedicht blijven. Maak dezelfde aan-
name alswe bij de parabool hebben gedaan.)

41 Pas de spiegelwet toe op een holle
dliptische spiegel.
Wat gebeurt er met delichtstralen dievan-

uit brandpunt F, vertrekken en door de
spiegel worden teruggekaatst?
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42 Bij detandarts.

Boven het hoofd van de patiént staat een felle lamp. Het licht van de lamp wordt in

een spiegel gereflecteerd en gericht op de mondholte van de patiént.

a. Detandarts moet zijn handelingen verrichten op een zeer kleine oppervlakte, on-
geveer 1 cm?. Stel dat hij het licht hier zoveel mogelijk op geconcentreerd wil
Zien, wat voor vorm zal de spiegel dan moeten hebben?

b. Te grote verschillen in lichtintensiteit tussen de werkoppervlakte en de directe
omgeving zijn te vermoeiend voor het oog. Ook zou dan teved hitte op de toch
al zieke kies worden geconcentreerd. Daarom zal de tandarts een grotere opper-
vlakte verlicht willen hebben. Hoe kan dat worden bereikt?

43 Inde Tadj Mahal in Indiais een zogenaamde fluisterzaal te vinden. Bruidsparen die
de Tadj Mahal in het verleden bezochten, moesten in de fluisterzaal op twee speciale
plekken gaan staan, 15 meter van elkaar. De bruidegom beloofde op zachte fluister-
toon zijn bruid eeuwige trouw. Zijn woorden werden alleen door de bruid gehoord.
Geef commentaar.
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44 Interessant is ook het geval van een lichtstraal binnen een spiegelende ellips die niet
in een brandpunt begint.

a. Zet de bij Q beginnende straal een aantal spiegelingen voort. Gebruik de tech-
niek die je bij de parabool hebt gezien op een aangepaste manier.

b. De straa uit Q en a zijn spiegelingen gaat nooit tussen de brandpunten door.
Toon dat aan.

c. Hoezit dat met de stralen die bij R en Shbheginnen?

het geval van de hyperbool

Ook in defiguur van de hyperbooal zieje
dezelfde elementen als bij parabool en
elips.

De hyperbooltak ligt op punt P na weer
geheel aan één kant van mil (F4, V).

45 Daarvoor moet aangetoond worden:
d(Fp 9 -d(Fy, 9 <r,
waarbij r de straal van de cirkel is.
Lever dat bewijs door op d(F,, S) de
driehoeksongelijkheid toe te passen.
Zoek een geschikte driehoek.

Dus ook hier geldt:
De middelloodlijn mil (F4, V) is deraaklijn in P aan de hyperbooltak.
En ook geldt de raaklijneigenschap:

raaklijn-
eigenschap P is een punt op de hyperbool met brandpunten F ; en F.
hyperbool De raaklijn in P aan de hyperbool maakt gelijke hoeken met de lijnen PF; en PF,.
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46 Hiernaast zie je een bolle hyperbolische
spiegel. Fq en F, zijn de brandpunten van
de hyperbaool.

a. Zoek uit in welkerichting delichtstra-
len teruggekaatst worden die vanuit F,
vertrekken.

b. Stel, je hebt een holle hyperbolische
spiegel met een lichtbronin F.

Waar lijken ale lichtstralen vandaan
te komen?

c. Alsjeop een of andere manier stralen
hebt die allemaal op F, gericht zijn, hoe gedragen zich die na weerkaatsen?
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9: Overzicht parabool, ellips en hyperbool

parabool

ellips

hyperbool

gegevens

Brandpunt F,

Brandpunten Fy en Fy,

Brandpunten Fyen F,,

P op de figuur

richtlijn I. constanter ; constanter ;
r> d(F]_’ F2) r< d(F]_’ Fz)
voorwaarde voor punt d(P, F) =d(P, ). d(P, Fy +d(P, Fpy=r. | d(P, Fy) -d(P,Fy) | =r.

Eén tak, aan één kant

Gesloten figuur.

Twee open takken

open.
vorm
aantal toppen 1 4 2
symmetrieassen 1 2 2
richtlijnen, richtcirkels Eén richtlijn. Twee richtcirkels. Twee richtcirkels.

bijzonderheden

Alle parabolen zijn
gelijkvormig.

De stukken van de
assen die binnen de
ellips liggen, heten korte
en lange as.

Een hyperbool heeft
twee asymptoten.

raaklijneigenschap

De raaklijn in P aan de
parabool maakt gelijke
hoeken met lijn PF en de
loodlijn door P op I.

Deraaklijn in P aan de el-
lips maakt gelijke hoe-
ken met de lijnen PF; en
PF,.

De raaklijn in P aan de
hyperbool maakt
gelijke hoeken met de
lijnen PF; en PF,

Samenvattende illustraties bij de raaklijneigenschappen

De belettering in de volgende figuren is overal dezelfde:

— Pissteeds een punt op de figuur (parabool, elips, hyperbool)
— Fishet brandpunt (of één van de brandpunten)
— Vishet voet punt van P op derichtlijn of derichtcirkel (als er twee zijn, om het andere brandpunt).

In alledrie de gevallen isde raaklijn in P de deellijn van — FPV en tegelijk mll(F, V)

parabool

7

hyperbool
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10: (Extra) De opgevouwen lichtweg

Van een sterke telelens, waarmee je sterren, sport of vogels wilt fotograferen, eis je dat:

— bundels evenwijdig invallend licht naar één punt wordt geconvergeerd

— dat tweebundelsdiein richting slechtsweinig verschillen (die bijvoorbeeld van twee
nauwelijks met het oog onderscheidbare sterren komen) toch convergentiepunten
krijgen, die op een redelijke af stand van elkaar liggen.

Als je dat met gewone lenzen wilt bereiken,
kom je op zware lenzen met lange brandpunts-
afstanden uit.

Hiernaast zie je een zogenaamd catadioptrisch
objectief. Dat is redelijk compact en heeft toch
de gewenste eigenschappen.

Inwendig bevat het twee gebogen spiegdls; de
illustratie op de volgende bladzijde laat het ob-
jectief in doorsnede zien.

Er is een parabolische spiegel te zien; eigenlijk
dlechts een stuk ervan en in het midden zit een
gat; het brandpunt ervan is met F, aangegeven.
De van S; binnenkomende lichtstraal 1oopt evenwijdig aan de as en kaatst dus richting
F, terug. Maar vOor F1 is een kleine gebogen spiegel opgesteld. Die stuurt deze licht-
straal uiteindelijk naar F,, daar bevindt zich de fotografische film. (Het sluitermechanis-
me, dat de belichtingstijd bepaalt, is niet aangegeven).

47 \We onderzoeken de stralengang wat verder.

a. Maak het verloop van de bij S, en S; beginnende stralen af. (Deze zijn evenwij-
dig aan de straal vanuit S;.) Wat moet de kleine spiegel voor vorm hebben om te
zorgen dat deze stralen ook bij F; uitkomen?

b. Delichtstraal dievanaf R; binnenkomt, loopt niet evenwijdig aan de as. Contro-
leer dat de straal wel volgens de spiegelwet op punt Q van de fotografische film
komt.

c. Construeer de gang van de stralen die vanaf R, en Rz binnenkomen en evenwij-
dig zijn aan die vanuit R;. Komen die stralen allemaal exact in Q aan?

d. Alsdebundel van de S stralen van een ster af komt, en die van de R-stralen van
een andere ster er vliakbij, wat is er dan op de fotografische plaat aan de hand?

e. Voldoet het systeem aan de gestelde eisen?

De R-bundel convergeert niet helemaal exact op het

filmvlak. Er zijn twee oplossingen voor dit pro-

bleem:

— zorgen dat de hoek die de R-bundel met de S
bundel maakt, klein blijft

— eeningewikkelder systeem construeren, waarhij
ook nog een speciaa gevormde correctielens
wordt gebruikt, zoals bijvoorbeeld het Schmidt-
Cassegrain systeem, dat onder andere door Ce-
lestron International wordt geleverd. Zie de af-
beelding hiernaast.
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10: (Extra) De opgevouwen lichtweg

fotografische film

F,

tweede spiegel (bol)

parabolische spiegel (hol)

\ met centraal gat
\
\ M

Stralengang in catadioptrisch objectief
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11: Cartesisch assenstelsel

11: Cartesisch assenstelsel

Cartesius

een wiskun-
dige droom

algebra &
meetkunde

codrdinaten

Detitel van deze paragraaf is een eerbetoon aan de filosoof, natuurkundige en wiskun-
dige René Descartes (Cartesius) nu 400 jaar geleden geboren en overleden preciesin het
midden van de zeventiende eeuw. Hij heeft een sterke invloed gehad op de ontwikkeling
van de filosofie en de wiskunde in de eeuwen daarna. In 1637 verscheen zijn werk ‘Dis-
cours de la Méthode pour bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les scien-
ces

(Letterlijk: ‘Verhandeling van de M ethode om de rede te besturen en de waarheid in de
wetenschappen te zoeken’). Bij dit beroemd geworden werk waren, om de ‘ Methode' te
illustreren, drie aanhangsels gevoegd: over lichtbreking, meteoren en meetkunde.

Acht jaar eerder had hij al regels geformuleerd voor ‘ de richting van het denken’.

Eenvoudig gezegd kwamen die hier op neer:

— elk type probleem moet worden teruggebracht tot een wiskundig probleem

— ek wiskundig probleem moet worden teruggebracht tot een algebraisch probleem

— elk algebraisch probleem moet worden teruggebracht tot het oplossen van een verge-
lijking met één onbekende.

Dat was idealistisch en zeer optimistisch.

De latere publicatie over meetkunde (La Géométrie) was een voorbeeld van hoe zijn
droom voor meetkundige problemen zou kunnen uitkomen. Daarbij gebruikte hij dus de
algebra die toen nog in de kinderschoenen stond; het rekenen met letters voor onbe-
noemde getallen of grootheden was nauwelijks ontwikkeld en Descartes heeft in zijn
boek belangrijke bijdragen geleverd aan theorieén over het oplossen van vergelijkingen.
Het revolutionaire idee van hem was dat meetkunde en algebra elkaar zouden kunnen
bevruchten. Constructies met passer en liniaal vertaalde hij in het oplossen van stelsels
vergelijkingen.

De deutel voor het gebruik van algebrabij meetkunde is nu het gebruik van een codrdi-
natenstelsel, dat naar hem een cartesisch assenstelsel is genoemd. Vreemd genoeg was
het juist niet Descartes die uitdrukkelijk gebruikmaakte van zo'n assenstelsel, maar
veeleer Pierre Fermat, advocaat in Toulouse. Deze schreef enkele beknopte meetkundi-
ge verhandelingen (waarschijnlijk voorafgaand aan de publicatie van Descartes’ meet-
kundige geschrift), maar deze werden pas in 1679 gepubliceerd. Het cotrdinatenstel sel
zoals wij dat nu gebruiken, zou dus eigenlijk naar Fermat vernoemd moeten zijn.

Aan Descartes de eer dat hij de ‘universele’ kracht van de ‘anaytische methode’ heeft
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gezien en dat hij daar op een overtuigende manier reclame voor heeft gemaak.
cartesisch as- y"

senstelsel A

y=0 » x*

XxX=-4 x=-3 x=-2 x=-1 x=0 x=1 x=2 x=3 x=4 x=5

Je ziet hierboven een plaatje van een cartesisch assenstelsel Oxy.

Z0o'n assenstelsel voldoet aan de volgende eisen:

— de beide cotrdinaatassen staan loodrecht op elkaar (daar kijk je niet van op),

— de beide lengte-eenheden op de assen zijn even lang (men spreekt wel van een vier-
kant assenstelsel; denk aan ‘Zsquare', optie van de GR),

— deoriéntatie van het stelsel is positief (dat betekent: de draaiing om O in positieve
richting over 90° brengt de x*-as naar de y* -as).

analytische M eetkundige begrippen zoals‘ punt’, ‘rechtelijn’, ‘afstand’, ‘loodrecht’, ‘cirkel’, ‘ recht-

voorstelling hoekig gebied’, ‘hyperbool’, ..., krijgen ten opzichte van zo' n assenstelsel een zoge-
naamde analytische voorstelling. Zo'n voorstelling kan zijn een vergelijking, een for-
mule, een ongelijkheid, een parametervoorstelling of een combinatie van deze vormen.
In dit hoofdstuk ga je analytische voorstellingen leren en gebruiken.

verticaal en Het ‘vierkante' karakter van een cartesisch assenstelsel komt mooi tot uiting als je de
horizontaal roosterlijnen tekent (zoals hierboven).
De verticale roosterlijnen worden analytisch voorgesteld door een vergelijking van de
vorm x =k (met k=0, -1, -2, -3, enzovoort).
Dehorizontal e roosterlijnen worden analytisch voorgesteld door een vergelijking van de
vormy =k (met k=0, -1, -2, -3, enzovoort).
Het snijpunt van een horizontale en een verticale roosterlijn is een rooster punt.
In defiguur hierboven zie je de roosterpunten P (snijpunt vanx=1eny=1) en
Q (snijpuntvanx =3 eny = 2).
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11: Cartesisch assenstelsel

midden van
een lijnstuk

horizontale
en verticale
afstand

afstand van
twee punten

We schrijven kortweg: P: (1,1) en Q: (3, 2).

1 a. Verklaar dat geldt: d(Q,P) = ./5.
b. Er zijnin totaal acht roosterpunten met de afstand /5 tot Q. Geef de codrdinaten
van de andere zeven.

2 Het midden M van het lijnstuk PQ is geen roosterpunt.
a. Wat zijn de codrdinaten van M?
b. Wat zijn de coordinaten van het punt dat preciesin het midden tussen de punten
(-10,8)en (6, 20) ligt?
c. Bedenk een algemene regel hoe je bij twee gegeven punten de codrdinaten van
het midden kunt vinden.

3 Gegeven zijn de punten A: (2, 17) en M: (3, 13). M is het midden van lijnstuk AB.
Bereken de cotrdinaten van het punt B.

4 De punten P en Q worden respectievelijk voorgesteld door (3, 5) en (-4, 12).
a. Hoegroot isde afstand van P tot delijn x = 10? En tot de lijn x = -10?
b. Dezedfdevraag voor Q endelijneny=25eny = -8.

5 Laat P het punt (Xp , Yp) zijn.
We willen de afstand van P tot delijn |: x = 4 uitdrukken in de coérdinaten van P.
a. Waarom speelt yp daarbij geen rol?
b. Jekunt drie gevallen onderscheiden:
Xp >4, dand(P ) = ...
xp=4,dand(PI) = ...
Xp <4, dand(PI) = ...

6 Jekuntdedriegevalenvan5 b onder één hoedje vangen met behulp van de absolute
waarde.

Bedenk zelf één formule voor de afstand van P tot delijnk : y = 3.

7 Noem Shet snijpunt van delijnen| enk uit 5 en 6.
Voor de afstand d(P, S) geldt:

dP,S) = yxp—4+|yp-3°

Verklaar deze formule.
Opmerking: omdat in de formule kwadraten staan, kun je de absoluutstrepen ook
weglaten. Een kwadraat kan immers niet negatief zijn! Je krijgt dan:

dP,S) = [ xp—47+ yp—3)°

Nog wat algemener:
als P de codrdinaten (Xp , yp) heeft en Q de codrdinaten (Xg , Yo), dan

2 2
d(P, Q)= J(XP_XQ) *Vp-Yq)

8 Bereken met deze formule de afstand tussen de punten (-5, 11) en (3, -4).
Ook van: (49, 37) en (-50, 17) envan (115, 88) en (120, 88).

9 Wat gebeurt er met de afstand van (Xp , Yp) en (Xq , Vo) asje deze vier codrdinaten
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verdubbelt? Teken ook een plaatje om je antwoord te verklaren.

10 De verzameling punten (x , y) waarvan de y-cotrdinaat voldoet aan |y —5| £ 1 vor-
men een gebied. Hoe ziet dat gebied eruit?

11 Van een rechthoekig gebied isde analytische voorstelling: -2 £ x£4 én-1 £y £ 3.

y

A
y=5

y=0 » x*

X=-4 x=-3 x=-2 x=-1 x=0 x=1 x=2 x=3 x=4 x=5

a. Een andere analytische voorstelling van hetzelfde gebied heeft de gedaante:
X=o |£.. én]y—..|£..
Welke vier getallen moeten er op de stippen staan?
b. Een punt P(a, b) ligt buiten het gebied. Druk de afstand van P tot het gebied uit
inaen b. Onderscheid alle mogelijke gevallen.

58



12: Zwaartepunten

12: Zwaartepunten

In paragraaf 11 heb je bij opgave 2 een regel ontdekt om de codrdinaten van het punt dat
precies midden tussen twee gegeven punten ligt, uit te drukken in de cotrdinaten van die
twee punten. Noemen we die punten P en Q en het middel punt M, dan geldt:

Yo +— Q

-1 1
Y M XM = 3% T 3%q
P
Yp 4

Ym = 3Yp *3Yq

v v v

Xp XM XQ

De codrdinaten van M zijn gelijk aan de gemiddelden van de codrdinaten van P en Q.

12 Veronderstel dat in bovenstaande figuur L het midden isvan PM. Je kunt nu de codr-
dinaten van L ook uitdrukken indievan P en Q

a. Toon met behulp van bovenstaande regel aan dat geldt:
— 3 1
{XL = P+ iXg
— 3 1
Yo = Yt Yo
We zeggen nu dat de codrdinaten van L ‘ gewogen' gemiddelden zijn van die van

P en Q. De cobrdinaten van P tellen als het ware drie keer zo zwaar alsdievan Q.

b. Laat N het midden zijn van MQ. Je kunt nu wel raden hoe je de codrdinaten van
N uitdrukt in die van P en Q. Hoe?

c. Bekijk de formules voor de cobrdinaten van L.
Wat voor bijzonders krijg je als xp = Xg?
Hoe kun je dat verklaren met een plaatje?

Gewogen gemiddelden kunnen in verband worden gebracht met zwaartepunten.
Bij een halter met twee even grote massa's aan de uiteinden (zeg van 50 kg), ligt het
zwaartepunt netjes in het midden.

v

zwaartepunt
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Als nu de massa van 50 kg aan één kant wordt vervangen door een massa van 100 kg,
dan verschuift het zwaartepunt in de richting van de zwaarste massa.

De momentenstelling uit de natuurkunde zegt dat de afstanden van het zwaartepunt tot
de uiteinden van de halter precies omgekeerd evenredig zijn met de massa’s.

50 kg 160 kg
®

v

zwaartepunt

13 Leg de halter langs de x-as; hoem de uiteinden P en Q (Q rechts van P) en het zwaar-
tepunt Z. Veronderstel dat de massa'sin P en Q zich verhouden als1: 2.

. -1 2
Verklaar deformule: X; = 3Xp +5Xq

Het ‘ natuurkundige denken’ helpt bij het onthouden van een ‘ meetkundige regel’ over
de codrdinaten van het punt dat een lijnstuk in een gegeven verhouding verdeelt.

Vergelijk:
Yo «— Q
my
Yp 4— ma
natuurkunde Xp Xz XQ meetkunde
in P bevindt zich een massa m; het punt Z verdeelt lijnstuk PQ in
in Q bevindt zich een massa m, lijnstukken met verhouding m, : my
Z is het zwaartepunt
DAN
m m
*Z = m +1m - +2m XQ
1 2 1 2
m m
1 2
Yz =

Ypt y
my+m, mq+m, Q

Xz en yz zijn gewogen gemiddelden van de codrdinaten van P en Q ,

de ‘gewichten’ van P en Q verhouden zich als m; en m,
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12: Zwaartepunten

bewijs

Bekijk de figuur.

Laten Py, QenZ; devoetpunten zijnvan  y, o Q
van P, Q en Z op de x-as.
Dan geldt: my
PZ]:1QZ| = |PyZy| : |Q4Zy) Vo4 7
Yp ¢ ma
) __m
Dus: |P,Z,| = e, rnz|P1Q1|
P12 Q1
m.
Ofwe: X, —Xp = —2— (X5 —Xp) v v v
Z P T mp+m, Q7P o X
Hieruit kan nu x; worden ‘opgelost’:
_ m, _ m, ) m, L m,
Xz =Xt m, Yo%) = (Xp_m1+mzxp Thmy R T mam P m e m <

Het bewijs voor de y-cotrdinaten is geheel analoog.

14 Bij het vorige bewijs is gebruikgemaakt van de figuur.
a. Ganawat er verandert als Q (en dan ook Z,) links van P4 liggen.
b. En hoe zit het als Q; en P, samenvallen?

15 Gegevendepunten P: (4, 17) en Q: (9, -3).
Het punt Sligt op PQ z6 dat |PY : |QS = 2: 3.
Bereken de cotrdinaten van S.

16 In de punten P, Q en R bevinden zich drie gelijke massa's, zeg van elk 1 kg.
In deze opgave gaje de plaats van het zwaartepunt van die drie massa's bepal en.

1kg 1kg
P P P
—_ —_
3 kg z
S
Q R R R
1kg 1 kg Q 2 kg Q S

a. Bekijk bovenstaande plaatjes. In het tweede plaatje zijn de massa’'sin Q en Rver-
vangen door een massavan 2 kgin S In het derde plaatje zijn de massa's bij P en
Svervangen door een massavan 3 kgin Z.

Wat weet je van de positie van S? En van de positie van Z?

b. Delijn PSverbindt een hoekpunt van de driehoek met het midden van de over-
staande zijde. Zo' n lijn heet een zwaartelijn van de driehoek. Er zijn nog twee an-
dere zwaartelijnen in driehoek PQR. Uit de natuurkunde volgt dat die drie zwaar-
telijnen door één punt gaan. Verklaar dit.

17 Het ‘natuurkundige bewijs' dat de zwaartelijnen van een driehoek door één punt
gaan, laat zich vertalen in een analytisch-meetkundig bewijs.
Stel (Xp, Yp), (Xq » Yo) en (X, YR) Zijn de codrdinatenparen van P, Q en R
Sishet middenvan QRen Z ligtop PSzé dat |PZ| : |29 = 2:1
a. Druk eerst de codrdinaten van SuitindievanQen R.
b. Druk nu de codrdinaten van Z uitindievan P, Qen R.
¢. Hoekun je nu aan het resultaat van b zien, dat het punt Z ook op de andere twee
zwaartelijnen van de driehoek moet liggen.
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stelling

Het punt Z uit de opgave 17 wordt het zwaartepunt van driehoek PQR genoemd.
We hebben nu de volgende stelling.

De drie zwaartelijnen van een driehoek gaan door één punt, het zwaartepunt van de
driehoek. Het zwaartepunt verdeelt elke zwaartelijn in stukken met verhouding 2 : 1.

Als P, Q en R met codrdinaten (Xp, Yp), (Xg, Yg) €n (Xr, Yr) de hoekpunten zijn van de
driehoek en als Z het zwaartepunt is met codrdinaten (xz, yz), dan geldt:

= 1 1 1

Yz = ¥Yp+ Yot YR

18 Van driehoek PQR zijn de hoekpunten P: (3, 5), Q: (7,1) enR: (5, 9)
a. Bereken de coordinaten van het zwaartepunt Z van driehoek PQR.
b. Depunten Z;, Z, en Z3 zijn de zwaartepunten van respectievelijk driehoek PQZ,
QRZ en RPZ. Bereken de cotrdinaten van Z4, Z, en Zg.
c. Ganadat het punt Z ook het zwaartepunt is van driehoek Z,7,Z3.

19 Geldt het resultaat van 18 ¢ voor iedere driehoek PQR? Zo ja, verklaar dit.

20 In de punten P, Q en R bevinden zich respectievelijk massa’'svan 1, 2 en 3 kg.
Laat zien dat de codrdinaten van het zwaartepunt van deze drie massa’s als volgt
worden uitgedrukt in de codrdinaten van P, Q en R:

— 1 2 3
{Xz = Xp Tt eXo T eXR

— 1 2 3
Yz = &Ypt &Yt eYr

21 Gegeven een vierhoek ABCD. Detwee lijnen die de middens van overstaande zijden
verbinden en delijn die de middens van de diagonalen verbindt, gaan door één punt.
a. Geef hiervan een ‘natuurkundig bewijs' (met behulp van massa's).
b. Geef ook een analytisch-meetkundig bewijs.

D
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13: Vergdijking van cirkel en rechtelijn

13: Vergelijking van cirkel en rechte lijn

Descartes’ boek over meetkunde gaat vooral over het vertalen van meetkundige con-
structies (met passer en liniaal) in algebraische vergelijkingen. Dit ideeis heel vrucht-
baar bij het ontwerpen van computerprogramma’s zoals CABRI, die meetkundige con-
structies uitvoeren. Je hebt daar misschien niet aan gedacht, maar in het ‘brein’ van de
computer gebeuren de constructies via algebral Je ziet hieronder een schermafdruk van
CABRI, waarbij de codrdinaten van de punten P, W, F1 en F, zijn opgevraagd en de ver -
gedlijkingen voor delijn | en decirkelscen C.

Dat gaat met de optie MEET2 > EQUATION AND COORDINATES.

%1 SE+ [y + 1F = 5]

22 Deze codrdinaten en vergelijkingen hebben betrekking op een rechthoekig assenstel -
sel Oxy. Met de optie EXTRA 2 > SHOW AXES zou je de computer ook nog de twee
codrdinaatassen kunnen laten tekenen. Kijk goed naar de gegeven getallenparen en
geef aan waar de x-as en de y-as in de figuur moeten liggen.

23 a. De codrdinaten van de punten en de coéfficiénten in de vergelijkingen worden af-
gerond weergegeven. Controleer dat door de codrdinaten van punt P in de verge-
lijking van lijn min te vullen.

b. Welke informatie geven de getallen 0.5 en 1.3 in de vergelijking van m?
En welke informatie, denk je, geven de getallen in de vergelijking van cirkel C?
d. Heb je een verklaring voor de gedaante van die vergelijking?

o
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cirkel-
vergelijking

X=-4 x=-3 x=-2 x=-1 x=0 x=1 x=2 x=3 x=4 x=5

24 Je hebt in de vorige paragraaf gezien dat er in totaal acht roosterpunten zijn die een
afstand /5 tot Q: (3, 2) hebben.
Die acht punten liggen dus op de cirkel met middelpunt Q en straal ./5.
Verklaar waarom de complete cirkel kan worden voorgesteld door de vergelijking:

x—-3)°+ y-2)> =5

25 Bekijk de cirkel waarvan sprakeisin opgave 24. Neem nu een cirkel, weer met mid-
delpunt Q: (3, 2), maar met een twee keer zo grote straal.
a. Geef een vergelijking van diecirkel.
b. Hoeveel roosterpunten liggen op die cirkel ?
c. Geef ook een vergelijking van de cirkel met middelpunt (3, 2) die door de oor-
sprong gaat.

In het algemeen geldt:

De cirkel met middelpunt M : (a, b) en straal r , kan worden voorgesteld
door de vergelijking:
(x -a)2+(y -b)2=r2

26 Aan welke voorwaarde moeten a , b en r voldoen, wil de cirkel door de oorsprong
gaan?

27 Wat stelt de cirkelvergelijking voor alsr = 0?




13: Vergdijking van cirkel en rechtelijn

28 In de figuur zie je vier cirkels met
straal 2 die raken aan de beide coor-
dinaatassen.

a. Geef van elke cirkel een vergdlij-
king.

b. Er zijn twee cirkels met middel-
punt O die raken aan alle vier de
cirkels.

Geef van beide een vergelijking.

29 Bij een cirkel horen een binnenge-
bied en een buitengebied. In de figuur hieronder zie je zulke gebieden. Geef van elk
(inclusief de rand) een anaytische voorstelling.

30 Welk gebied wordt er bepaald door 4 £ x* +y° £ 16 ? Maak een pladtje.

31 a. Bereken de afstand van het punt P; (5, 12) tot de cirkel C: x2 + y? = 100.
b. Dezelfde vraag voor P; (=3, 2) en C: (x - 1)2 + (y + 1)% = 100.

32 Op decirkel C: (x - 4)% + (y - 3)2=5liggen de punten P: (2, 2) en Q: (3, 5).

Q/ -
[/

a. Geef een vergelijking van delijn PQ.

b. Het lijnstuk PQ is een koorde van de cirkel. Om van die koorde een analytische
voorstelling te geven, moet je aan de vergelijking van a een beperkende voor-
waarde toevoegen. Welke voorwaarde kan dat zijn?

c. Het punt N is het midden van de koorde PQ.

Bereken de richtingscoéfficiént van MN.
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loodrechte
lijnen

stelling

Kijk even terug naar opgave 32. Zoals je weet staat de verbindingslijn van het middel-
punt van een cirkel met het midden van een koorde loodrecht op die koorde. Kort ge-
zegd: MN * PQ. De richtingscoéfficiénten van PQ en MN zijn respectievelijk 3 en —% .
De tweede is het tegengestel de van het omgekeerde van de eerste. Of, wat op hetzelfde
neerkomt, het product van de twee richtingscoéfficiénten is gelijk aan -1.

Zod s de volgende opgave leert, geldt dit in het algemeen voor twee lijnen die loodrecht
op elkaar staan (en die niet evenwijdig zijn met de codrdinaatassen).

33 In een vierkant assenstelsel zijn gegeven de punten A= (1, a) en B=(1, b) zodanig
dat de lijnen OA en OB loodrecht op elkaar staan.

B

a. Indefiguur zijn a en b respectievelijk positief en negatief. Is het denkbaar dat a
en b beide positief (of beide negatief) zijn?

b. Wat is de richtingscoéfficiént van OA? En van OB?

Druk de |OA|, |OB| en |AB| uitinaenb.

d. Omdat driehoek AOB rechthoekig isin O, kun je de stelling van Pythagoras toe-
passen op die driehoek. Gebruik je resultaten van ¢ en laat zien dat de hierboven
aangekondigde wet voor de richtingscoéfficiénten van loodrechte lijnen klopt.

o

De volgende stelling is nu bewezen:

Als delijnen |, en |, met richtingscoéfficiénten h, en h, (beide niet 0) loodrecht op elkaar

staan, dan geldt:

hlh2 =-1
Omgekeerd:

Als het product van de richtingscoéfficiénten van twee lijnen gelijk is aan -1,
dan staan die twee lijnen loodrecht op elkaar.

34 Een goede manier om de vergelijking op te stellen van een lijn door twee gegeven
punten, is de volgende:
(2): bepaal eerst de richtingscoéfficiént (Dy gedeeld door DX)
(2) gebruik de vergelijking y—y, = mXx—Xx,); hierbij is m de gevonden rich-
tingscoéfficiént en zijn X en yg de codrdinaten van één van de twee punten.
In welke situatie gaat deze methode mis? En hoe kun je dan toch direct een vergelij-
king van dielijn geven?

35 Gegeven de punten A: (-2,5),B: (2,7)enC: (4, 8).
Geef een vergelijking van de lijn door A dieloodrecht staat op de lijn BC.

36 Onderzoek of de drie punten (5, 8), (8, 13) en (13, 21) op een rechtelijn liggen.
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assenverge-
lijking

van een
rechte lijn

beweging
langs een lijn

37 Laat k een rechte lijn zijn die niet door O gaat en A
die de x-as snijdtin (a, 0) endey-asin (0, b).

a. Toonaandat 2+Y¥ =1
a b

een vergelijking isvan dielijn.
Opmerking:
deze vergelijking wordt wel de ‘ assenvergelij-
king' van de lijn genoemd. Deze voorstelling O
isalleen bruikbaar voor lijnen die niet door de
oorsprong gaan.

b. Bewering: de afstand van de oorsprong O tot k is gelijk aan:

ab
N a’+b?

Test deze formulevoora=1enb=1.

c. Nog een test: als a en b met dezelfde positieve factor worden vermenigvuldigd,
moet dat ook met de afstand gebeuren. Controleer of dat zo is.

d. Je zou deze formule kunnen bewijzen door een vergelijking op te stellen van de
lijn door O die loodrecht staat op k en vervolgens de cotrdinaten van het voetpunt
V van O te berekenen. Ten slotte kun je dan |OV| vinden. Het rekenwerk hierbij
is een beetje ingewikkeld. Alsje je uitgedaagd voelt, moet je het maar proberen.
Eenvoudiger gaat het echter door naar de opperviakte van driehoek OAB te kij-
ken.
Die oppervlakte kun je op twee manieren bepalen: ten eerste met basis |OA| en
hoogte |OB| , ten tweede met basis |AB| en hoogte |OV|. Daarmee kun je dan
|OV] vinden!

38 Een punt beweegt in het Oxy-vlak met een constante snelheid en zonder van richting
te veranderen.
Op het tijdstip t = 0 bevindt het punt zich in (2, 1); op het tijdstipt = 1in (5, 5).
a. Waar ishet puntopt=2?Enopt=2?Enopt=16?
b. Hoe kun je de snelheidsvector van de beweging beschrijven?
c. Op de GR kun je de beweging van het punt zichtbaar maken (via de parameter
mode). Welke formules moet je dan invoeren?
d. Geef een x-y vergdlijking van de lijn waarlangs het punt zich beweegt.

39 Een punt P beweegt met constante snelheidsvector in het Oxy-vlak. Op t = 0 bevindt
het zichin(a,b)enopt=1in(c, d).
a. Stel een paar bewegingsformules op (dat wil zeggen druk x eny uit in t).
b. Met O: (0,0) en Q: (-a, -b) vormt P op elk moment een driehoek.
Alleen opt =0 isdiedriehoek ‘ontaard’ tot een lijnstuk.
Toon aan dat het zwaartepunt van die driehoek zich langs een rechte lijn door de
oorsprong beweegt.
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extraopgave 40 Dat de cirkel met middelpunt O en straal r analytisch kan worden voorgesteld door:
2+ y2 _ 2
volgt gemakkelijk uit de stelling van Pythagoras.

Er is nog een andere manier om deze vergdlijking P:(x,y)

te vinden, namelijk met de stelling van Thales. X

Sel A: (r,0)enB: (-r, 0).

De punten P: (x , y) waarvoor geldt: — APB =90

vormen tezamen met A en B de cirkel met middel-

punt O en straal r. Dat zegt de stelling van Thales. ~ B:(-1.0) Air0)

a. Derichtingscoéfficiénten van PA en PB kun je
uitdrukken in x, y enr. Hoe?

b. Loodrechte stand betekent: product van de
richtingscoéfficiénten is gelijk aan -1. Pas dit
toe op het resultaat van a en leid opnieuw de
cirkelvergdijking af.

c. Noem V het voetpunt van P op AB. Er geldt: |PV|® = |AV] - |BV|
Kijk je berekening bij b er nog eens op na of je dit resultaat (vertaald in algebra)
kunt terugvinden.
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14: Conflict(lijn) en vergelijk(ing)

gewogen
afstand

analytische
methode

Stel je voor twee provinciehoofdsteden A en B, die hemelsbreed een onderlinge afstand
van 120 km hebben. Stad A heeft twee keer zoveel inwoners als B. Om een nieuwe grens
tussen de provincies van A en B te bepalen, spreekt men het volgende af: plaatsen diein
de provincievan A liggen, mogen een twee keer zo grote afstand tot de hoofdstad hebben
als plaatsen in de provincie van B. Anders gezegd: het punt P is een conflictpunt van A
en B, als(enalleenals) d(P, A) =2 - d(P, B).

41 Devraag is natuurlijk hoe de grens eruit komt te zien en waar ze precies moet liggen.

a. Op derechtelijn tussen A en B kun je direct een conflictpunt P, aanwijzen. Welk
punt is dat?

b. lemand oppert dat de loodlijn door P; op AB dan wel de conflictlijn zal zijn.
Waarom is dit niet waar?

c. Met behulp van cirkelsom A en B kun je gemakkelijk conflictpunten construeren.
Vind zo een paar conflictpunten. Heb je enig idee wat voor een soort figuur de
conflictlijn zal zijn?

S
"
&

De analytische methode is bij uitstek geschikt voor het bepalen van wat in CABRI een
LOCUS wordt genoemd: dat is de plaats van alle punten, die aan de gegeven voorwaarde
moeten voldoen. In het bijzonder kun je denken aan het bepalen van conflictlijnen.
Straks zd je zien hoe je het probleem van opgave 41 analytisch kunt oplossen.

Maar laten we met het eenvoudigste geval beginnen, de punten die even ver van twee
gegeven punten af liggen. Doe nu even net of je nog niet weet wat die conflictlijniis.
Sel diepunten zijn A: (3,4) enB: (5, 2).

P: (x,y) iseen conflictpunt, als (en alleen als) d(P , A) =d(P, B). Analytisch vertaald:

Jx=37+ =47 = J x=5)2+ (y—2)?

Dit is een analytische voorstelling van de conflictlijn. Maar aan deze vergelijking zieje
niet zoveel. Daaromis het zaak om deze vergdlijking in een herkenbare vorm te krijgen.

69



Analytische meetkunde

middellood-
lijn

42 a. De eerste stap die je kunt zetten, is het weglaten van de worteltekens. Waarom
mag dat?
b. Werk de zo verkregen vergdijking uit, tot je de vergelijking van een rechte lijn
hebt.
c. Controleer dat dielijn door het midden van A en B gaat en tevensloodrecht op AB
staat.

43 Bepaal een vergelijking van de middelloodlijn van de punten (-5, 7) en (3, -3):
a. door de middelloodlijn op te vatten als conflictlijn
b. door het woord ‘letterlijk’ op te vatten (midden en loodlijn).

Terug naar het probleem van opgave 41. Om de analytische vertaling te kunnen maken,
moet er een assenstel sel worden gekozen. Dat kan op talrijke manieren. Het isechter be-
langrijk dat je dit niet lukraak doet, maar het assenstelsel z6 kiest dat het rekenwerk re-
ddlijk ‘loopt’ en de resultaten een betrekkelijk eenvoudige vorm krijgen. Vaak kun je a
veel bereiken (nog voordat jeiets hebt uitgerekend!), door te letten op bijzondere punten
en op symmetrie van de figuur.

44 Neem het geval van de twee steden A en B. De conflictlijn zal symmetrisch moeten
Zijn ten opzichte van de lijn AB. Het is nu handig om één van de codrdinaatassen
langs delijn AB te kiezen. Neem daar de x-as voor. Nu moet er nog een oorsprong en
een lengte-eenheid worden gekozen. Als oorsprong lijkt in aanmerking te komen: A
(of B, dat maakt niet uit). Maar ook een aardige keus zou kunnen zijn het conflictpunt
bedoeld in 41a.

a. Bedenk voor beide keuzen een argument.

b. We kiezen nu het conflictpunt van 41a als oorsprong; as lengte-eenheid kiezen
we: 10 km.
Welke coordinaten geef je dan A en B a's B rechts van de oorsprong ligt?

c. Op dex-asligt er nu buiten O nog een tweede conflictpunt. Je hoeft geen reken-
werk uit te voeren om dat te vinden. Welk punt is dat?

d. Gauit van een willekeurig conflictpunt (x , y) en vertaal de voorwaarde

dP,A) =2 -d(P,B)

in een vergelijkingin xenyy.

e. Werk deworteltekensweg, vereenvoudig de vergelijking en laat tenslotte zien dat
de conflictlijn een cirkd is met middelpunt (8, 0) en straal 8.

De conflictlijn die je nu gevonden hebt, staat bekend als de cirkel van Apollonius.
Apollonius was een Grieks wiskundige die je een echte specialist op het gebied van pa-
rabolen, ellipsen en hyperbolen zou kunnen noemen. Maar in de Griekse wiskunde
maakte men geen gebruik van analytische methoden. Apollonius vond de naar hem ge-
noemde cirkel dan ook langs‘ zuiver’ meetkundige weg. Alsjewilt weten hoe, maak dan
de extra opgave aan het eind van deze paragraaf (opgave 50 en 51).

In het vervolg van deze paragraaf gaje de methode om vergdlijkingen van conflictlijnen
tevinden, toepassen op de paraboal. In de volgende paragraaf komen ellips en hyperbaool
aan de beurt.
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parabool

vergelijking
parabool

raaklijn
parabool

45 De parabool als conflictlijn (van het punt F en derechtelijn|) en de parabool alsgra-
fiek van een kwadratische functie, is dat wel dezelfde figuur? We gaan uit van de
meetkundige definitie en proberen daarmee een analytische voorstelling te vinden
voor de parabool. Daartoe kiezen we eerst op verstandige wijze een assenstelsal.

a.

De symmetrieas van de parabool is kandidaat voor één van de codrdinaatassen.
Bijzondere punten die je a's oorsprong zou kunnen kiezen, zijn het brandpunt en
de top. Geef een argument om de top als oorsprong te kiezen.

Neem nu de symmetrieas als y-as en de top als oorsprong. Stel de af stand tussen
top en brandpunt gelijk aan 1. Hoe stel je nu F en | analytisch voor?

Stel dat P: (X, y) een punt isvan de door F en| bepaalde parabool, ofwel: P iseen
conflictpunt van F en |. Vertaal deze voorwaarde in een x,y-vergelijking.

Werk deze vergelijking uit totdat je y hebt uitgedrukt in x.

Achteraf blijkt dat je niet de allereenvoudigste paraboolvergelijking hebt gekre-
gen. Door een andere keus van de lengte-eenheid zou dat misschien wel zijn ge-
lukt. Hoe groot moet je de af stand top-brandpunt nemenomy = NG asvergelijking
van de conflictlijn te vinden?

Wat je in opgave 45 hebt gezien, kan nog wat al gemener worden gesteld.

Laat de y-as de symmetrieas van een parabool zijn en de oorsprong de top.

Als het brandpunt F de codrdinaten (0, c) heeft, dan is de analytische voorstelling van
de parabool:

y-as 4

» X-as

Q

In hoofdstuk 2 heb je geleerd dat de raaklijn in P aan de parabool de middelloodlijnis
van F enV, waarhij V het voetpunt van P op derichtlijnis. In opgave 47 gaje controleren
dat dit dezelfderaaklijnis, alsde raaklijn die je bij de differentiaal - en integraalrekening
bent tegengekomen.

47 Stel het punt P: (Xp , yp) op de parabool met vergelijkingy = 4i X2,
C

a.

Deraaklijn-van-de-differentiaalrekening in het punt P (zeg k) snijdt dey-asin Q.
De y-codrdinaten van P en Q zijn aan elkaar tegengesteld. Dat heb je vroeger ge-
leerd. Weet je nog een verklaring hiervoor?

Bewijs nu dat de lijnstukken FQ en PV even lang zijn.

Uit b volgt dat k de middelloodlijnisvan FV. Hoe? (Tip: let op vierhoek FQVP).
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gotischven-  Een van de standaardvormen van een

ster Gotisch venster bestaat uit een symme-
trische ‘driehoek’ ABC waarvan de op-
staande zijden geen rechte lijnen, maar
cirkelbogen zijn, met een ingeschreven
cirkel. In de illustratie hiernaast zie je
zulke vensters.
In de volgende opgaven gaje uitzoeken
hoe je zo’ n figuur kunt construeren.

o

48 Stel d(A,B) =r.

De cirkelboog BC is een deel van de cirkel met middelpunt A en straal r.

Je kunt nu wel raden hoe het zit met de cirkelboog AC.

a. Construeer nu zelf zo'n Gotische driehoek.

b. Om nudeingeschreven cirkel te kunnen construeren, moet je weten wat de hoogte
van het middel punt boven de basis AB is. Je kunt dit doen met de analytische me-
thode. Dus moet je de figuur nu eerst in een assenstelsel plaatsen.

Maak zelf een keus voor het assenstelsel.

¢. Wat zijn nu de codrdinaten van A uitgedrukt in r? En van B?

d. Het middelpunt M van deingeschreven cirkel ligt even ver vanlijnstuk AB alsvan
boog BC. Bereken de codrdinaten van het punt M, uitgedruktinr.

49 De figuur van opgave 48 lijkt op een driehoek met een ingeschreven cirkel.
Zodsjeweet is het middel punt van een ingeschreven cirkel het snijpunt van de drie
bi ssectrices.

De bissectrice uit een hoekpunt was (0ok) delijn van punten die gelijke af stande had-
den tot de in dat hoepunt samenkomende zijden.

a. Welke vorm hebben de ‘bissectrices' van het Gotisch venster?

b. Geef van elk van die ‘bissectrices een vergdlijking.
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extra 50 In deze opgave kun je ontdekken hoe Apollonius zijn cirkel vond.
opgaven Daarbij gaan we uit van de in het begin van deze paragraaf geschetste situatie.

Neem eerst het conflictpunt O tussen A en B en een conflictpunt P buiten de lijn AB.

a. Let nuop dedriehoeken AOP en BOP.
De opperviakten van deze driehoeken
verhouden zich als 2 : 1. Waarom?

b. Omdat de zijden PA en PB zich ook
verhouden als 2 : 1 volgt dat O even
ver ligt van PA en PB. Verklaar dit. . »

c. Wat weet je nu van de lijn PO ten op-
zichtevan —APB ?

P

51 Er is een tweede conflictpunt op delijn AB, we hoemen het Q.
C

A o) B Q

L et op de driehoeken AQP en BQP. Hoe verhouden zich de oppervlakten?
Bewijsdat Q op de bissectrice ligt van —BPC.

Uit 50c en 51b volgt dat OP en QP loodrecht op elkaar staan. Waarom?

Maar nu kun jeinzien dat alle conflictpunten P op een cirkel liggen! Leg dit uit.
Waar precies ligt het middel punt van de cirkel?

coop
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15: Vergelijkingen van ellips en hyperbool

ellips

vergelijking
ellips

De methode om langs anal ytische weg conflictlijnen te vinden, kan worden gebruikt om
analytische voorstellingen van ellips en hyperbool te vinden. Het rekenwerk dat nodig
isom een ‘mooi€’ vergelijking te krijgen, vraagt wat meer uithoudingsvermogen dan in
de voorbeelden van de vorige paragraaf.

Van deellipsheb je een definitie gezien als conflictlijn van een punt en een cirkel. Verder
weet je dat de elips twee symmetrieassen heeft. Daarmee heeft het assenstel sel zichzelf
a bijna gekozen!

52 Neem nu de x-as langs de lange as en de y-as langs de korte as. Stel de afstand van
een brandpunt F4 tot oorsprong gelijk aan 4, zeg F: (4, 0). De straal van de cirkel
om het andere brandpunt (F,) mag dan niet kleiner dan 8 zijn! Laat die straal bijvoor-
beeld gelijk zijn aan 10.

a. Hoelang zijn de beide assen van de ellips?
b. P(x,y) iseen conflictpunt van c en F, betekent dan hetzelfde als:

10— x+ 42 +y? = J x—4)2+y?

Verklaar dit.
¢. Het uitwerken hiervan tot een eenvoudige vergdlijking valt niet mee. Alsjelinks
en rechts kwadrateert om de worteltekens weg te werken, blijf je nog met één
wortelteken zitten. Schrijf de vergelijking op die z6 ontstaat.
d. Alsjenu ‘schoon schip’” maakt, nog een keer kwadrateert, en weer schoon schip
maakt, krijg je deze vergelijking:
9x? + 25y% = 225
en dat kan ook z6 worden geschreven:
Z(f + y_2 =1
25 9
Controleer dit alles.

e. Aandezevergelijking kun jedirect een paar dingen controleren, namelijk de sym-
metrie en de lengten van de assen. Hoe?

In het algemeen kan worden bewezen dat een ellips waarvan de x-as en de y-as de sym-
metrieassen zijn, een vergelijking heeft van de vorm:
X_2 =+ LZ =1
a2 b2
Hierbij veronderstellenwea>0enb > 0.
Men spreekt wel van ‘assenvergelijking’ van de ellips.

53 a. Hoelang zijn de assen van de ellips met deze vergelijking?
b. Wat stelt deze vergelijking voor dsa = b?
c. Je kunt zeggen: een ellips is een opgerekte cirkel. Verklaar dat uit de gevonden
vergelijking.
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abc van de
ellips

54 Hiernaast zie je een tekening van de

cirkels voorgesteld door:
2 2 2 2
X_+L = 1enx_+y_ =1.
9 9 4 4 s N
a. Neem de figuur over en schets
daarbij ook de llips: / / \ \
2 2
X_+L =1
9 4 N\ /)
b. Nu ook deellips: N S
2 2
X_+L =1
4 9

2 2
55 Neem aan dat in de ellipsvergelijking X—2 + Lz = 1 geldta>h.
a b
Delange as valt dan langs de x-as en de brandpunten liggen dus op die as.
a. Wat zijn de codrdinaten van de vier toppen van de ellips?
b. Stel de afstand van de brandpunten tot de oorsprong gelijk aan c.
Bewijs dat geldt:

2

a = b2+c2

56 Bereken de coodrdinaten van de brandpunten van de ellipsen in opgave 54.

57 Van een ellipsis (0, 0) het middelpunt, (2,0) een top en (./3,0) een brandpunt.
Geef een vergdlijking van deze ellips.

58 Bekijk op de GR (vierkant assenstelsel) de beweging volgens de formules:

X = 13cost
y = 5sint
a. Debaaniseen€llips. Hoe kun je dat zeker weten?
b. Welke punten zijn de brandpunten?
59 Gegeven zijn decirkelscy: X+ 1)2 + y2 = 9ency (x—l)2 + y2
a. Teken beide cirkelsin een codrdinatenstelsel.
b. Wat voor een soort kromme is de conflictlijn van beide cirkel s?
c. Bepaal een vergelijking van die conflictlijn.

=25 .
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orthogonale
hyperbool

y-as

(0} 1 X-as

Een hyperbool diejein de differentiaal- en integraalrekening bent tegengekomen, luis-
tert naar de vergdlijking: y = )1( ofwel xy = 1.

In nog wat algemenere vorm is de vergelijking: xy = ¢, waarbij ¢ een constante ongelijk
aanOis.

Ook in de natuurkunde ben je deze kromme en een drgelijke formul e tegengekomen bij
de gaswet van Boyle (bij gegeven temperatuur geldt: druk - volume =constant).

Van zo'n hyperbool staan de asymptoten loodrecht op elkaar en daarom wordt het een
orthogonal e hyperbool genoemd (orthogonaal betekent loodrecht).

Verdient een kromme met vergelijking xy = c inderdaad de naam hyperbool ? Met andere
woorden: beantwoordt de kromme aan de definitie zoals gegeven in het vorige hoofd-
stuk? Daarover gaat de volgende opgave.

60 a. Van een hyperbool zijn de codrdinaatassen de asymptoten.

Welke lijnen zijn dan de symmetrieassen?

b. Veronderstel dat het brandpunt F, de coordinaten (2 , 2) heeft. Wat zijn de coor-
dinaten van het andere brandpunt (F,)?

c. Webeperken onsnu tot detak in het gebied x> 0 eny > 0. Die kun je opvatten als
de conflictlijn van het punt (2, 2) en een cirkel met middelpunt F».
Hoe groot moet de straal van die cirkel zijn?
(Raadpleeg zo nodig hoofdstuk 2, paragraaf 1).

d. Vertaal nu de conflictvoorwaarde in een x,y-vergelijking en werk deze uit. Alsje
geen rekenfouten maakt, moet je een vergelijking krijgen van de vorm xy = c!

Je weet nu zeker dat de hyperbool die je vroeger tegen bent gekomen, dezelfdeisals de
hyperbool (met onderling loodrechte asymptoten) van de standaarddefinitie.

De vorm xy = ¢ leert ons onmiddellijk een speciale eigenschap van de orthogonale hy-
perbool: als je uit een punt P van de orthogonale hyperbool twee loodlijnen op de
asymptoten neerlaat, dan vormen die samen met de asymptoten een rechthoek waarvan
de opperviakte onafhankelijk is van de plaats van P op de hyperbool.

61 Dat is een ingewikkelde zin. Pluis die zin goed uit en ga zorgvuldig na of je het met
de uitspraak eens bent.
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15: Vergelijkingen van ellips en hyperbool

assenverge-
lijking

scheve
hyperbool

Net alshij de elipsisdefavoriete vergelijking van de hyperbool die, waarbij de codrdi-
naatassen de symmetrieassen zijn. Om zo’' n vergelijking op te stellen, kun je op dezelfde
manier te werk gaan asbij de ellips. Brandpunten kiezen (op de x-as), conflictvoorwaar-
de opstellen, vergelijking uitwerken. Er komt dan ten slotte een vergelijking die heel erg
lijkt op die van de ellips, met één belangrijk verschil: in plaats van een plusteken in het
linkerlid, staat er een min. Dat wil zeggen:

Zodshij deéellipshet geval a= b bijzonder is(een cirkel), zo geeft a = b bij de hyperbool
ook een bijzonder exemplaar, namelijk de orthogonal e hyperbool.

Door gebruik te maken van de ‘ rechthoek-met-constante-opperviakte' (zie 61) kunnen
we deze laatste opmerking met heel weinig rekenwerk bewijzen.

A

v

62 In de figuur zie je de hyperbool die je krijgt as de hyperbool xy = 1 over een hoek

van -45 wordt gedraaid. De oppervlakte van de grijze rechthoek = 1.

a. Welke vergdlijkingen hebben de asymptoten?

b. Eenwillekeurig punt P: (X, y) wordt gespiegeld ten opzichte van de beide asymp-
toten. Dat geeft de punten Q en R. Wat zijn de codrdinaten van Q en R?

c. Deoppervlakte van de grijze rechthoek is precies de helft van de oppervlakte van
rechthoekige driehoek POQR. Verklaar dit.

d. Met de af standsformule kun je de rechthoekszijden PQ en PR berekenen.

Controleer dat die gelijk zijn aan [x—y| /2 en |x + Y] /2.
e. Verklaar hieruit dat de hyperbool de vergelijking x2—y2 = 2 heeft.

Zoasje een willekeurige ellips door rekken/krimpen uit de cirkel X2 + y? = a2 kunt laten
ontstaan, zo kun je een willekeurige hyperbool krijgen door rekken/krimpen van de or-
thogonale hyperbool x? - y? = a2. Kijk naar het plaatje op de volgende bladzijde.

De asymptoten maken dan niet langer een rechte hoek en men spreekt wel van een sche-
ve hyperbool.
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cirkel + = orthogonale —v% =
! l AR/ a hyperbool X s a
rekken / krimpen rekken / krimpen

2 2 2 2
ellips il =4 scheve X =14

a2 p? hyperbool a2 p2

2 2
63 a. Wat zijn de codrdinaten van de toppen van de hyperbool: < —-% = 1?2
a b

b. Delijnen met vergelijking g—% =0en §+ % = 0 zijn de asymptoten van de hy-
perbool. Verklaar dit uit bovenstaande figuur.

asymptotisch In hoofdstuk 2 ( opgave 19, bladzijde 34) is met meetkundige middelen aangetoond dat

gedrag de twee asymptoten van een hyperbool terecht die naam dragen. Dat wil zeggen dat de
hyperbool die lijnen willekeurig dicht benadert. We kunnen dit nu ook analytisch laten
zien.
Alsjeeen punt met positieve codrdinaten over de hyperbool xy = 1 laat wandelen, z6 dat
dex-codrdinaat onbeperkt groter wordt, dan wordt de af stand tot de x-as onbeperkt klein.
Als je bijvoorbeeld een punt op de hyperbool zoekt dat op 0.00 000 0001 van de x-as
ligt, dan lukt dat. De x-codrdinaat moet eenvoudig het omgekeerde van dit getalletje
zijn, dus 1000 0000 00.
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15: Vergelijkingen van ellips en hyperbool

We zeggen nu: y nadert tot O voor x nadert tot ¥.

Ook geldt: X nadert tot O voor y nadert tot ¥ .

Daarmee is aangetoond dat een orthogonal e hyperbool twee asymptoten heeft.

Een scheve hyperbool ontstaat door rekken of krimpen uit een orthogonale hyperbool en
erft alshet ware de asymptotische eigenschap. Immers de rek- of krimpfactor is constant
en de afstand van een punt van de hyperbool tot een asymptoot wordt dan met die con-
stante vermenigvuldigd. Maar dat is niet van invioed op het ‘willekeurig klein” worden
van de afstand.

64

N

Dit plaatje heb je ook in hoofdstuk 2 kunnen bewonderen, afgezien van het assenstel -
sel dat is toegevoegd.

De brandpunten van de hyperbool hebben de codrdinaten (c, 0) en (-c, 0).

De hyperbooltak is de conflictlijn van de cirkel met straal r om F, en het punt F.

Detop T van de hyperbooltak heeft de codrdinaten (a, 0).
De asymptoten hebben de vergelijking: y = —gx

a. Toon aan dat geldt: r = 2a (aanwijzing: gebruik het conflictpunt T).

b. Een van de asymptoten is de middelloodlijn van F, en W,. Daaruit volgt dat de
afstand van O tot K (zie figuur) gelijk moet zijn aan a. Verklaar dit.

c. Let nu op het grijze rechthoekige driehoekje OKF;.Van twee zijden van die drie-
hoek weet je nu de lengte; zijde OF; heeft lengte c en zijde OK de lengte a.
Waarom moet de derde zijde F1K gelijk zijn aan b?

abc van de De stelling van Pythagoras in driehoek OKF, geeft:

hyperbool s 9 >
a +tb =c

65 Gegeven de hyperbool met vergelijking: 4x% - y? = 4.
a. Wat zijn de coodrdinaten van de toppen en van de brandpunten?
b. Wat zijn de vergdijkingen van de asymptoten?
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66 Bekijk op de GR (vierkant assenstel sel) de beweging volgens de formules:

a. De baan iseen hyperbool. Verklaar dit door de x,y-vergdijking op te stellen.
b. Wat zijn de vergdlijkingen van de asymptoten?
c. Wat zijn de codrdinaten van de brandpunten?

2 2
67 In defiguur zie je de hyperbool met vergelijking:%—i2 =1.
a b

\

S

De getekende rechthoek raakt aan de hyperbool en de diagonalen van de rechthoek
liggen op de asymptoten. Verder is er nog de omgeschreven cirkel van de rechthoek
getekend.
a. Hoe groot zijn de zijden van de rechthoek?
b. Hoe kun je nu de brandpunten van de hyperbool gemakkelijk vinden?
c. Eriseen hyperbool die aan de andere twee zijden van de rechthoek raakt en die
ook de diagonalen van de rechthoek als asymptoten heeft.
Wat is de vergelijking van die hyperbool ?

extraopgave 68 Alsjeeen ellipsom zijn lange as | aat
wentelen, Krijg je een soort rugbybal.
De naam van het omwentelings-
lichaam is ellipsoide.
Stel delange asvan de gewentelde el -
lips = 2a en de korte as = 2b.
Druk (met behulp van integraalreke-
ning) de inhoud van de ellipsoide uit
inaenb.
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Hoofdstuk 4
Parabool, ellips, hyperbool onder de loep




ter inleiding op dit hoofdstuk

De problemen diein dit hoofdstuk aan de orde komen, bestaan steeds uit twee delen.

Het eerste deel is een experiment met CABRI. Je construeert iets en je ontdekt waarschijnlijk iets bijzon-
ders.

Het tweede deel is het zoeken naar een verklaring. Vanuit wat je al weet over parabolen, ellipsen en hy-
perbolen moet je kunnen bewijzen dat de verschijnselen niet toevallig verschijningen op het scherm zijn,
maar echt logisch aantoonbaar zijn.

Alsdat praktischer is, kun je alle CABRI-experimenten eerst doen en daarna pas werken aan de bewijs-
gedeelten.

Maar misschien is het beter als je de bewijzen zoekt, terwijl je CABRI met de beweegbare tekening nog
in de buurt hebt. Wellicht wil jetijdens het bewijzen iets nader bekijken op het computerscherm.



16: De parabool onder de loep

16: De parabool onder de loep

onderzoek
met CABRI

bewijs zoe-
ken

1 Breng nog eens de constructie van de parabool op het scherm zoals je die in opgave
18, bladzijde 20 uitgevoerd hebt.

a.

C.

d.

Voeg nu het lijnstuk VF aan de tekening toe. Gebruik de optie TEKEN2 > SEG-
MENT.

Markeer het snijpunt van VF en de mll(V, F); noem dat punt S.

Teken nu ook de meetkundige plaats van SalsV over delijn richtlijn | loopt.
Beschrijf deze meetkundige plaats nauwkeurig.

Noem de top van de parabool T. Construeer T door het midden van de loodlijn
uit F op | te tekenen. Wis nu de meetkundige plaats van vraag a uit en teken de
lijn door T evenwijdig aan |. Noem dezelijn m.

(Het verschil met vraag a is dat CABRI met deze lijn verder kan werken.)
Markeer het snijpunt van PV en m en noem dit R. Wat lijkt het verband tussen
d(R, 9 end(S T) tezijn?

Schets de figuur met ale letters op papier, om later te kunnen terugzien.

2 Bij devorige opgave kun je wat je ziet (de rechtlijnige meetkundige plaats) nog wel
verklaren met gelijke driehoeken, extra lijnen en dergelijke. Toch — ter oefening —
zoeken we ook een verklaring die de middelen van het vorige hoofdstuk benut. Dat
is hier niet heel moeilijk.

a.

b.
C.
d.

Gebruik dezelfde ligging van de parabool in het xy-vlak als bij opgave 45, blad-
zijde 71. Voeg dit codrdinatenstel sel aan je schets toe.

Verklaar waarom nu V door (X, —1) moet worden voorgesteld.

Wat zijn de codrdinaten van S, passend bij die van V?

Hoe verklaar je nu de verschijnselen van de vorige opgave, onderdeel a en c?

3 Ditiseen voortzetting van de vorige opgave. We gaan op een andere manier de ver-
gelijking van de parabool bepalen, aansluitend bij de CABRI-constructie.

a.

Alseerste stap kiezen we voor V het punt (12, —1). Je begrijpt: straks stappen we
van de 12 af en doen we het ‘algemeen’. Bepaal de vergelijking van de middel-
loodlijn van FV.

Bereken de codrdinaten van het snijpunt P van dielijn met delijn x=12. Dat is
immers precies zoals je het met CABRI hebt gedaan.

Herhaal nu de exercitie van a en b, maar met het *algemene’ punt V: (X, ,—1).
De codrdinaten van het uiteindelijke snijpunt P worden dusin xy, uitgedrukt.

L et op: tussentijds verschijnt in je rekenwerk natuurlijk ook een gewone x, maar
uiteindelijk worden de codrdinaten van P aleen in x,, uitgedrukt.

Slotfase: hoe hangt de y-codrdinaat van P met de x-codrdinaat samen?

Noteer dat verband, dat isde vergelijking van de parabool. Klopt het met opgave
45, bladzijde 71?
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17: Veel parabolen tegelijk en één in het bijzonder

voorberei-
dingsfase

In dit gededlte voer je twee constructies uit, die extrainzicht kunnen geven voor het wat
lastiger probleem van de volgende paragraaf.

4

5 Construeer een parabool die:

In deze opgave construeren we alle parabolen met gemeenschappelijke top en raak-
lijn aan de top.

a.

- o

Maak het scherm schoon en breng het volgende in bedld:

Nu moeten brandpunt en richtlijn, F en |, bepaald worden. Je weet intussen waar
F kan liggen: op de symmetrieas van de parabolen. Teken dat object en leg er
een punt F op.
Gebruik het spiegelbeeld van F in de lijn m om de richtlijn | precies te kunnen
tekenen. Gebruik de optie CONSTRUEER2 > REFLECTION en klik op F, daarna op
m.
Construeer nu de parabool.
Kijk wat het effect van verdepen van F is.
Kies nu de optie

EXTRA1 > TRACE ON/OFF
en klik de parabool aan. Alsje nuweer F versleept, krijg je een spoor van para-
bolen te zien.
Met de optie

EDIT > REFRESH DRAWING
wis je de parabolen uit. Je moet nogmaals TRACE ON/OFF gebruiken en op de
parabool klikken om verdere sporen te vermijden. Doe dat.

— een gegeven punt T alstop heeft o
— raakt aan delijn m (die door door T gaat) Q
— door het gegeven punt Q gaat.
Tip: maak gebruik van punt S zoals dat in
opgave 1 optrad.




18: Een andere meetkundige plaats?

18: Een andere meetkundige plaats?

onderzoek 6 Kiesop het scherm weer een punt en eenlijn. Noemze Tenl. (Neem T niet op.)
met Cabri We gaan een constructie uitvoeren die als twee druppels water op die van de para-
bool lijkt, maar het toch echt niet is.

a.

Kiesweer een lopend punt V op | en construeer nu:

— deloodlijninVopl

— het segment VT

— deloodlijnopVTinT

— het snijpunt van die twee loodlijnen. Noem dat Q.

Laat CABRI nu weer de meetkundige plaats van Q tekenen as V delijn | door-
loopt.

Op welk punt wijkt de constructie af van die van de parabool constructie?

Sleep wat aan T en |. Noteer je vermoedens over de vorm van de meetkundige
plaats.

7 Nader onderzoek met CABRI is hier nodig! Laat daarom de figuur op het scherm
Staan.

a.

b.

Construeer op de manier van opgave 4 weer parabolen waarvan T de top is en
waarvan je het brandpunt F nog kunt verslepen terwijl de top op dezelfde plaats
blijft.

Onderzoek waar je F moet leggen om een parabool te vinden, die schijnbaar per-
fect met de meetkundige plaats van opgave 6 te samenvalt.

c. Wat lijkt het verband te zijn tussen de afstanden d(F, T) end(T, I)?
bewijzen Bij wat hier te ontdekken viel, kun je een bewijs zoeken met codrdinaten, maar ook een
zoeken meer ‘gewoon’ bewijsis mogelijk.

8 Deze opgave helpt je op het codrdinatenpad op weg.
Omdat de te onderzoeken figuur door T gaat, kies je de oorsprong in T. Laat | door
(0, -1) gaan.

a.

b.

C.

Probeer nu de methode van opgave 3 aan deze situatie aan te passen. In plaats
van de middelloodlijn van FV moet je nu met een andere lijn werken.

Wat vind je uiteindelijk als vergelijking van de gevonden kromme? En wat is dat
volgens die vergelijking dan voor kromme?

Word je vermoeden van opgave 7c¢ bewaarheid?

9 Benje het eens met de volgende bewering:

het rekenwerk valt eigenlijk wel mee, ik zie ook wel dat de vergelijking die van
een parabool is, maar ...........

Noteer je eigen commentaar!
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10 In deze opgave werken we zonder codrdinaten aan hetzelfde probleem. Je moet nu
even vergeten dat de kromme een parabool is, want we willen dat juist op een andere
manier bewijzen.

a

In de figuur hieronder zie je een schets van de constructiewijze. Markeer in de
figuur twee belangrijke loodrechte standen. Teken ook de symmetrieas van de
kromme en de lijn door T evenwijdig aan |.

Q
meetkundige plaats
van Q als V
de lijn | doorloopt
T
I
\%

g.

h.
11 Geef in enkele regels je commentaar op dit tweede bewijs in de stijl van opgave 9.

Een idee voor een bewijsis nu dit:
als de figuur een parabool is met aangegeven as die door Q gaat, dan
moet met de methode van opgave 5 het brandpunt te bepalen zijn. Alswe
Z0 een punt vinden dat niet van Q af blijkt te hangen, dan zitten we goed.
Want dan valt de parabool die ..... samen met............
Vul dit aan en licht het nader toe!
Daar gaan we dan: voer de constructies van opgave 5 uit en voeg zodoende de
punten S, R en F aan de figuur toe.
De driehoeken FTS en SRQ zijn beide rechthoekig met overeenkomende hoe-
ken.
Daaruit volgen gelijke verhoudingen: [FT| : [TY = ...ccccennee
Met welke driehoek is TRV gelijkvormig? Druk dat ook uit in verhoudingen van
zZijden; zorg dat er verbanden ontstaan met de voorgaande verhouding!
Probeer uitgaande van die gevonden verhoudingen, het verband tussen |FT| en
|RV| te bepalen.
Waarom isFT alleen afhankelijk van de afstand van T tot | en niet van deligging
vanV (of Q) ?
Vat de hele redenering in enkele regels samen.
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19: De confocale schaar van ellipsen en hyperbolen

19: De confocale schaar van ellipsen en hyperbolen

onderzoek 12 Breng nog eens de constructie van de ellipsin beeld.

met Cabri a. Noem het punt dat tegenover V op de cirkel c ligt W.
Teken mll(W, F) en snijd die met MV. Noem dat punt Q. Waarom ligt Q ook op
de dlips?

b. Noem het snijpunt van mll(W, F) en mlI(V, F) nu Y. Construeer de meetkundige
plaats van Y en verbaas je hierover!

een bewijs 13 Net alsbij het vorige probleem zijn er twee methoden om dit fenomeen te bewijzen:
zoeken met of zonder codrdinaten.

Voor de codrdinatenmethode krijg je de volgende tip:

Stel V(t) = ( cost, sint).

Zoalsje weet, stelt dat een punt voor dat over de cirkel loopt.

Jeweet nu dat M = (0, 0). Stel nog F = (a, 0), waarbij a dus een vast getal is.

a. Druk nuook Wint uit.

b. Bereken nude codrdinaten van Y, het punt dat in de vorige opgave de bijzondere

baan doorliep. Maak eerst een globaal plan en voer dat puntsgewijs uit.
¢. Hoevolgt hier nu uit dat Y op een lijn evenwijdig aan de y-as ligt?

onderzoek 14 Breng nog eens de constructie van de ellips in beeld.
met Cabri a. Dat gaat het snelst door in je vorige figuur W te verwijderen; alles wat van W
afhangt verdwijnt nu ook.
b. Alsjedecirkel c vergroot of verkleint (door lepen aan de cirkel zelf) terwijl F
en M vast blijven liggen, verandert de ellips mee.
Hoe krijg je een smalle, hoe een relatief brede ellips? En hoe zit dat met de hy-
perbolen die ook zullen ontstaan?
c. Bestudeer het beeld dat je krijgt alsje TRACE ON/OFF gebruikt op de ellips.
d. Zorgdat je ook hyperbolenin beeld krijgt met dezelfde brandpunten F en M.
Onderzoek hoe de hyperbolen en de ellipsen elkaar snijden:
snijden ze elkaar altijd of soms, en onder welke hoeken snijden ze elkaar?

Het computerscherm vertoont nu een serie ellipsen en hyperbolen met gemeenschappe-
lijke brandpunten: de zogenaamde confocal e schaar van ellipsen en hyperbolen.

15 Construeer een ellips waarvan de brand-

punten M en F gegeven zijn en ook nog

een punt P op de ellips, zoalsin deze fi-

guur, daar isd(P, F) > d(P, M). °P

a. Zoek eerst een punt op de richtcir-
kel. Voor dat punt VV; moet gelden:
d(P, Vq) =d(P, F).
Noem dierichtcirkel ¢,
Zorg dat \/, ook op MP ligt.

b. Construeer nu de elips op de gewo-
ne manier. Je moet dus eerst een
extrapunt op V derichtcirkel leggen!

16 Je hebt bij de vorige opgave V; bepaald als snijpunt van de cirkel om P door F met
delijn door M en P. De cirkel om M door V; isderichtcirkel.
a. Gebruik nu het andere snijpunt van de cirkel met MP, noem dat V,, en gebruik de
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cirkel om M door V,, asrichtcirkel. Noem die cirkel c,.

b. Construeer nu de bijbehorende hyperbool die door P gaat.
Let hier ook op de opmerking bij 15b. En de volgende handigheid: doordat MV
al loopt over ¢4 iser a een punt W dat loopt over c,. Dat kun je gebruiken.

c. Jehebt nu een ellips en een hyperbool die door P gaan. Lijkt je vermoeden over
de hoeken (vraag 14d) te kloppen? Test dit door MV z6 te draaien dat de gecon-
strueerde punten op de elips en de hyperbool met P samenvallen.

bewijs vin- 17 Kieszdf langs welke weg je wilt gaan bewijzen dat de raaklijnen in P loodrecht op
den elkaar staan. Je hebt de methode van opstellen van de vergelijkingen van de midde-
loodlijnen een paar keer gezien, dus dat zou moeten kunnen.
Maar misschien iser een andere, makkelijker weg, per dot van rekening weet je een
hoop over cirkels, raaklijnen, deellijnen, middellijnen en rechthoekige driehoeken.
Zoek het uit op de manier die jou bevalt.
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Hoofdstuk 1: Grens en conflict

Hoofdstuk 1: Grens en conflict

20: Grenzen onder water

1 a

b.

5

» oo

De straal van een getekende cirkel is de (gelijke) afstand van het middel punt tot de Deense en de
Noorse kust.

Nee; alsje de grens doortrekt richting Britse kust, dan geldt voor een punt op de grens nog steeds
d(P, Noorwegen) = d(P, Denemarken), maar zo'n punt ligt niet meer op de grens.

Het voetpunt van een punt P op de rand van een gebied G is een punt waarvoor de afstand tot P
minimaal is.

Bij een inham kan een punt meerdere voetpunten hebben.

Een iso-afstanddlijn van een gebied G is de verzameling van alle punten P waarvoor d(P, G) de-
zelfde waarde heeft.

Bij het tekenen van de iso-a-lijn bij een ingewikkeld gebied kun je gebruikmaken van stootcir-
kels (dat zijn cirkels met straal a die met G alleen randpunten gemeen hebben).

Deiso-a-lijn isdan de lijn waarop de middel punten van alle stootcirkels liggen.

Groot-Brittannié.
Teken de stootcirkel om dat drielandenpunt.
GB-DK-DenGB-D-NL

Zoek met de passer enkele middel punten van aan Nederland en Denemarken rakende stootcir-
kels. Deze punten liggen vrijwel op een recht lijnstuk dat halverwege de twee drielandenpunten
van de vorige opgave begint en op het zuidelijke puntje van de monding van de Elbe eindigt.
Sommige van die stootcirkels lopen door Duits gebied. Zoek de stootcirkel die juist aan Duits
gebied raakt. Vanuit het middel punt van die stootcirkel loopt de Duits-Nederlands grens naar de
Dollard en de Duits-Deenes naar het eind van de Duits-Deense landgrens. Dat laatste punt kun
je op de kaart vinden: de ‘ politiek’ gemaakte onderwatergrens eindigt daar natuurlijk ook.

21: Verdelingsproblemen

6 a

b.

Volgens dit principe kan niet vastgesteld worden of Brutus of Flavius de eigenaar van het gear-
ceerde gebied wordt.

— Titus verliest zijn directe toegang tot de rivier
— hij had in de inham een even lange kustlijn als Brutus, maar aan zijn deel is veel minder ‘ aan-
gegroeid'.
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7 Degrenzen worden nu gevormd door twee bissectrices (bij Brutus en Titus wordt een hoek van 180
doormidden gedeeld).

Antonius

8 Nu spelen de bissectrices een rol van de driehoek die gevormd wordt door de kustlijn van Antonius
en de twee kustlijnen van de oorspronkelijke inham.

Antonius

Antonius heeft recht op de kleine donkere ‘ driehoek’.

9 a. Insector 6isde grens ook een middenparallel.
b. Indesectoren 3 en 4 ligt de grens op een bissectrice (zie opgave 8).
c. Datzijndesectoren2enb.
d. Insector 2 zijn de iso-af standslijnen van land B cirkelbogen om F.

Omdat d(P, F) < d(Q, F) isde conflictlijn niet deel van een cirkel om F.
e. Fen G zjnkapen vanland B.
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22: Constructie van conflictpunten

10 Er zijn vier ‘inhammen’; in elke inham liggen de conflictpunten op een deellijn.
De ‘halve’ deellijnen van overstaande hoeken vormen samen een hele lijn, een bissectrice. De vier
‘halve’ dedllijnen vormen dus een bissectricepaar.

12

13

14

15

a.

Je kunt de punten P, P, en P3 snel en exact tekenen: ) ,
— P, is het midden van het loodlijnstuk van Aop [; P>, A P3

R 7H 777777777
— P, enPgliggen op delijn door Aevenwijdigaan|; zezijn 1
hoekpunten van twee vierkanten. | P, |
— het voetpunt V van een conflictpunt P is het snijpunt van * ‘ |
| met de loodlijn door P; | |
_ . .. . . . .. . I
de conflictlijnis symmetrischin lijn AVq; A A V3

— op het verlengde van AV, kan geen tweede conflictpunt
meer liggen, de conflictlijn is dus niet gesloten.

Je kunt hier helemaal in analogie met de vorige situatie aan

het werk gaan.

— de punten P, P, en P zijn snel en exact te tekenen:

P, is het midden van AV;; P, en P3 liggen op de cirkel
door A om M; ze zijn de twee snijpunten van deze cirkel
met de cirkel om A met straal d(A, Vy);

— het voetpunt V van een conflictpunt P is het snijpunt van
¢ met delijn PM; (dezelijnisin analogie met de situatie
bij vraag a deloodlijnop cinV);

— de conflictlijn is symmetrisch in lijn AV, (= MA);

—op het verlengte van AV, kan geen tweede conflictpunt
meer liggen, de conflictlijn is dus niet gesloten.

—F en V, liggen op dezelfde cirkel om Py;

— P4 ligt op de middelloodlijn van F en V.
Demiddelloodlijn mil (F, V4) kan met deloodlijnop | in V4
niet meer dan één snijpunt hebben; dat punt isal ‘vergeven’ (P4). Er is dus geen ander conflict-
punt dat V; als voetpunt heeft.

DeloodlijninV,opl.

Teken mll (F, V).

Het snijpunt van de zojuist getekende lijnen heeft V, al svoetpunt en ligt dus op gelijke af standen
van F enV,enook van F enl.

Omdat de middelloodlijn nooit evenwijdig aan de loodlijn op | loopt, is er atijd zo’ n snijpunt.
4. Teken de loodlijninV op .
5. Teken mll (F, V).

Teken deloodlijn op cin V,, dat is MV,. Teken mll (F, V,). Het snijpunt is Po.

4. Teken lijn MV. 5. Teken mll (F, V).

Nee. Het is bijvoorbeeld mogelijk dat de twee lijnen evenwijdig lopen of dat het snijpunt in het
binnengebied van de cirkel ligt.

. Ja. Want er is om een conflictpunt altijd een stootcirkel die aan ¢ raakt en door F gaat. Het raak-

punt heeft derol van V.
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16

a.

Analoge overwegingen als bij opgave 11 a leiden tot
de figuur hiernaast. Nu kun je vier conflictpunten
snel en exact tekenen:
— P4 ishet midden van AVy;
P, en P53 liggen op de cirkel door A om M; ze zijn
de twee snijpunten van deze cirkel met de cirkel om
A met straal d(A, Vy);
— Diametraal aan V ligt op cirkel c het punt V,; dat
is het voetpunt van Py.
— de conflictlijn is symmetrisch in lijn AV, (= MA);
—op het verlengte van AV, ligt nu wel een tweede
conflictpunt (P,), deze conflictlijn is wel gesloten.
Ja, dat gaat goed.

AlsF samenvalt met het middel punt M van cirkel ¢, danisde conflictlijn de cirkel om M met een

half zo grote straal asc.

23: Conflictlijnen met CABRI

17
18

19
20

21

22

oo o

a
b.

De driehoek blijft gelijkbenig. De tophoek verandert wel van grootte.

De middelloodlijnen lijken aan de conflictlijn te raken.

Een parabool is de conflictlijn van een lijn | en een punt F (niet op dielijn).
Een parabool is symmetrisch in de loodlijn door F op .
De top van de parabool is het midden van F en het voetpunt van F op |.

De parabool lijkt smaller te worden als de afstand tussen brandpunt en richtlijn kleiner wordt.

De middelloodlijnen mil (F, V) lijken raaklijnen aan de parabool te zijn.

oo ow

1. Teken een punt F
2. Teken een cirkel ¢ met middelpunt M
3. Teken een nieuw punt V op c.

I

. Teken de halve lijn MV.
. Teken de middelloodlijn van V en F

ol

bestaat.

~

. Zet de namen bij de punten F, V en P
. Teken de lijnstukken FP en VP en kleur ze groen
9. Teken lijnstuk FV en kleur dit lijnstuk geel.

0o

6. Markeer het snijpunt van de twee lijnen indien het

Hoe construeer je een punt op de conflictlijn van een punt en een cirkel?

voorbereiding

constructie

verfraaiing
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—

24

©oo T

a
b.
c
d

De symmetrieassen lijken te zijn: lijn FM en mil (F, M)

Driehoek FVM is dan rechthoekig in V.

De middelloodlijn mll(F, V) heeft net geen gemeenschappelijk punt met de conflictlijn; hij lijkt
asymptoot te zijn.

AlsV wel een conflictpunt P oplevert, dan lijkt de middelloodlijn mil(F, V) deraaklijn in P aan
de conflictlijn te zijn.

links: V;  rechts: V,
links: V4 rechts: V;
links: V4 rechts: Vq

. links: d(Vs, P) = d(F, P) + 2r rechts: d(Vs, P) = d(F, P) - 2r

25 Een hyperbool heeft twee takken.

26

27 a.

De conflictlijn van een cirkel en een punt F buiten de cirkel is een van de takken van een hyper-
bool.

Een hyperbool is symmetrisch in delijn FM en mll(F, M)

De hyperbool lijkt smaller te worden als de afstand tussen punt F en

de cirkel kleiner wordt.

De middelloodlijnen mil(F, M) lijken raaklijnen aan de hyperbooal te zijn.

Voor twee punten V op de cirkel levert de constructie geen punt P van de hyperbool op. In deze
gevallen

— isdriehoek VFM rechthoekig in V

—ismll (V, F) een asymptoot van de hyperbool.

Delijn FM en mll (F, M)

Als F samenvalt met M, dan isde ellips een cirkel.
Danis er geen lijn FM meer en ook geen middelloodlijn; de cirkel heeft oneindig ved symme-
trieassen.

28 Een dlipsisde conflictlijn van een cirkel met middel punt M en een punt F binnen deze cirkel.

Een ellipsis symmetrisch in de lijn FM en mll (F, M)
Deellips|lijkt smaller te worden als de af stand tussen punt F en de cirkel kleiner wordt.
De middelloodlijnen mil (F,V) lijken raaklijnen aan de ellipste zijn.
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Hoofdstuk 2: Parabool, ellips, hyperbool

24: Definities van parabool, ellips, hyperbool

1 Eigenlijk niet. Hij heet nu aleen geen conflictlijn meer.

2 Tekendeloodlijnuit Fop !l (voetpunt E). F
Maak nu de twee vierkanten waarvan FE een zijde is. P2 Py
Dat geeft twee punten P, en P, van de parabool. ‘ T
I nderdaad: ‘
d(Py, F) =d(Pq, V) =d(Pq, 1) en v £ A

d(P2, F) =d(P,, V) = d(P,, 1)
(Zie ook opgave 11 a van hoofdstuk 1)

1) @ ®)
F
i/
|

a. Diecirkel moet door F gaan. F”
b. Het tweede snijpunt van de cirkel met de symmetrieasis een
tweede mogelijkheid voor F, zeg F'.

il

4 d(Q1)=5. VolgensPythagorasd(Q, F) = ,/42 + 32
d(R 1) =10. VolgensPythagorasd(R, F) = 4/6°+8% = 10

dS1)=7. VolgensPythagorasd(S, F) = /¢854’ 7,071
Q en Rliggen duswel op de parabool, maar Sniet. |

5

5 a Dedl:
Gegeven: d(P, F) =d(P, ¢
Te bewijzen: dP,F)+ d(P, M) =r.
Bewijs:
d(P,c)=d(P, V) (afstand punt tot cirkel)
d(P,F)=d(P, ¢ (gegeven)
Conclusiel: dP,F)=d(P, V)
d(P, V) +d(P, M) =d(M, V) =r want M, P en V liggen op een rechte lijn)
dP. F)=dP V) (conclusiel)
Conclusiell: dP,F)+d(P, M) =r.
Ded I1:
Gegeven: dP,F)+dP,M)=r.

Te bewijzen: d(P, F) = d(P, ¢).
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Bewijs:
d(P, V) + d(P, M) =d(M, V) =r want M, P en V liggen op een rechte lijn
dP,F)+dP,M)=r (gegeven)

Conclusielll: d(P, F) = d(P, V).

Anderzijds. d(P, ¢) = d(P, V) (afstand punt tot cirkel)
ConclusielV: d(P, F) = d(P, ¢)

b. AlsP gespiegeld wordt in mll (M, F) krijg je een punt P' en dan geldt:
d(P, F) =d(P', M) end(P, M) = d(FP', F).
Het spiegel punt P' voldoet ook aan de voorwaarde dat de som van de afstanden tot F en M gelijk
isaanr enligt dus ook op de ellips.

6 a. Desom van deafstanden van elk punt van de ‘ovaa’ tot de beide paaltjesis 7 m; deze
eigenschap komt overeen met die in de standaarddefinitie van de ellips.
b. Laat M het punt midden tussen de paaltjes zijn. Je kunt nu de af standen van de ‘ extreme punten’
B en A tot M berekenen. Zie linkerfiguur.

d(B, M) = J35°~1% = /11,25
‘breedte’ van de ellips = 2./11,25 = ./45 » 6,7m

Omdat d(A, Fq) +d(, Fp) =7, isook d(A, M) +d(, M) =7
dus: d(A, M) =35
Dus: ‘lengte’ ellips=7 m.
c. Deédlipsgaat nog meer op een cirkel lijken.
d. Delengte van de ellipsblijft 7 meter.
Inde rechterfiguur krijgt BM nu de lengte 1.5.
Stel nu de afstand van het brandpunt tot M gelijk aan x. Danisd(F4, B) = 4.5 - x, omdat het touw
in totaal 9 meter lang blijft.
Pythagoras in driehoek MleB geeft nu een vergzell jking:
+1, 52 4,5-x)

Uitwerken: x2 + 1,52 = 4,52 —-9Ox + x2
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Dus: X

_45°-15° _

2
9

De paaltjes moeten dus 4 m uit elkaar staan.

7 Delange as heeft de lengte 10, de korte as heeft de lengte 6.

8

9

10

a. Tweefiguren bestaande uit een cirkel en een punt binnen de cirkel, kunnen in het algemeen niet
door in- of uitzoomen in elkaar worden overgevoerd.
b. Een cirkel. Je kunt dan niet spreken van dé lange en dé korte as; een cirkel heeft oneindig veel

symmetrieassen.

c. Delengteverhouding van de lange as en de korte as moet hetzelfde zijn.

In opgave 3 heb je gezien dat de voorwaarde
d(P, F1) =d(P, cy)

gelijkwaardig is met
diP,Fy) +d(P,Fy=r

Op dezelfde wijze alsin opgave 3 volgt dat
d(P, Fy) =d(P, ¢y)

gelijkwaardig is met
diP,Fy) +d(P,Fy) =r

Hieruit volgt nu dat de conflictlijn van F4 en

C, samenvalt met de conflictlijn van F, en c,.

Aan delange as.

Immers de straal van derichtcirkel is de con-
stante som van een punt tot de brandpunten.
Neem A a's punt:

d(A, Fp) + d(A, Fy) =

d(B, F1) + d(A, Fq) = d(A, B).

Ded I:

Gegeven: d(P,F)=d(P, ¢
Tebewijzen: d(P,M) -d(PF)=r
Bewijs:

d(P, ) =d(P, V)

d(P, F) =d(P, ¢

Conclusiel: d(P, F) =d(P, V)

dP,M) -d(P, V) =d(M, V) =r
dP,F)=d(P V)
Conclusiell: d(P, M) -d(P,F) =r

Ded Il (het omgekeerde):
Gegeven: dP,M) -dP,F)=r

(afstand punt tot cirkel)
(gegeven)

(want M, P en V liggen op een rechte lijn)
(conclusiel)
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12

13

14

15

16

Tebewijzen: d(P, F)=d(P,c)

Bewijs:
d(P. M) -d(P,V)=r (want M, P en V liggen op een rechte lijn)
d(P, M) - d(P, F)=r (gegeven)

Conclusielll: d(P, F) =d(P, V)

Anderzijds. d(P, ¢) = d(P, V) (afstand punt tot cirkel)
ConclusielV: d(P, F) =d(P, ¢).

a. Alsje P spiegelt in de middelloodlijn van M en F,
krijg je een punt P' en dan geldt er: P P
d(P', F) =d(P, M) en
d(P', M) =d(P, F).
Dus:
diP,F) -dP,M)=r
d(P, M) -d(P,F)=r. M F
Bij de voorwaarde d(P, M) - d(P, F) = r hoort én
hyperbooltak. Bij de voorwaarde d(P', F) - d(P', M) =r hoort ook één hyperbooltak en dieisdus
het spiegelbeeld van de eerste tak.

b. Het punt M en de cirkel met middelpunt F en straal r.

a. Trek deverbindingdijn der brandpunten. Dat bepaalt een
van de toppen, T.
r=|d(T,F2)—d(T,F1)|=5cm—-1cm=4cm.

b. Dat ishet middenvan F{F,.

c. Het kan door de geodriehoek met de rechte hoek tussen
de brandpunten in te schuiven, zoals dat bij ‘Denken in
cirkels en lijnen’ gebeurde. Je kunt ook de cirke met
middellijn F1F, tekenen om P en Q te bepalen.

d. Nee, want de zijden PF, en PF4 verschillen dltijd 4 cm!

‘Korteas zou nogwel kunnen, maar delange as zou een hele
lijn zijn, die niet eens twee punten van de hyperbool verbindt,
zoals bij de ellips.

Assen zonder meer is goed: het zijn de symmetrieassen.

Derichtcirkelszijn de cirkels met straal ¢ om de brandpunten. Het zijn net als bij de ellips de cirkels
die gebruikt kunnen worden in de conflictlijnbeschrijving van de hyperbool.

Net als twee elipsen zijn twee hyperbolen in het algemeen niet gelijkvormig.

Ofwel precies hetzelfde antwoord als bij de ellips:

Twee figuren bestaande uit een cirkel en een punt binnen de cirkel, kunnen in het algemeen niet door
in- of uitzoomen in elkaar worden overgevoerd.

Bovendien nog: Als de hoeken tussen de asymptoten van twee hyperbolen ongelijk zijn, dan zijn die
hyperbolen zeker niet gelijkvormig.
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17 d(P, V) < d(P, W;), want V is het voetpunt van P op de cirkel, au
d(P, W;) = d(P, F), want a; is middelloodlijn van W; en F. W, =
Conclusie: d(P, V) < d(P, F) \
18 Willen a; en a, loodrecht op elkaar staan, dan moeten FW; en T > A
FW, loodrecht op elkaar staan, en dus ook MW; en MW,
Je kunt nu een cirkel tekenen met twee onderling loodrechte raak- M Wy
lijnen, het snijpunt is dan het punt F.
19
by
ook een
mogelijke plek
voor R.
C1
a. C

b. Ja Dusligt Q dichter bij M dan bij F.

c. Defiguur van Q, R en beide cirkels is spiegel symmetrisch rond de lijn by. Dus gaan de cirkels
door één punt, zeg S, het spiegelbeeld van F in by dat ook op W, F ligt.

d. Indetekeningisdat a zo. Het kan, omdat de boog van de cirkel tussen Sen F steeds viakker
wordt als R verder weg gaat liggen.
Alsjewilt, kun je een geschikte positie van R ook nauwkeurig bepalen:
Trek de lijn MSen snijd die met b, (de streepjedijn in de figuur).
Neem dat snijpunt als punt R. Nu hebben de cirkel rond M en de cirkel rond Rdiedoor F en S
gaat zeker geen punt gemeen, want Sis het punt van die cirkel dat het dichtst bij M ligt, en Sligt
buiten de cirkel om M omdat W, F aan de cirkel om M raakt.

e. Rligt aan de F-kant van de hyperbooltak, Q aan de M-kant. Ergens ertussen moet de hyperbool
delijn b, dus oversteken.
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25: Conflictlijnen herleiden en opsplitsen

20 a.

21

22

o ®

De conflictlijn moet symmetrisch zijn en je kunt drie punten weer vrij makkelijk vinden: het punt
op de loodlijn door M op de kust van land Y en de punten op de lijn door M evenwijdig aan die
kust (M is het middel punt van de cirkel).

(1) dPRM)=dPV)+r

(2 dP. K)=d(P1) +r=d(P A)+r

3 d(P, V) = d(P, A)(P op conflictlijn van | en c)

Conclusie: d(P, M) = d(P, k)

Parabool (met brandpunt M en richtlijn k)

Een rechte lijn: de middelloodlijn van de twee middel punten.
Een concentrische cirkel precies tussen de twee cirkelsin.

(o

eiland Y

eiland X

In de rechter figuur iseiland X vervangen door cirkel c; met straal rq enis
eiland Y vervangen door cirkel ¢, met straal ro.

Cirkel c3heeft straal r1 - r, (c3is‘evenwijdig’ aan c, op afstand ry).

Nu geldt analoog aan de redenering bij 20 at/m c:

Elk punt P op de conflictlijn van ¢, en ¢, heeft gelijke afstanden tot c3 en M.
De conflictlijn is dus een hyperbooltak (met brandpunten M4 en My; T is de top).

23

a.

24 a.

b.

25

In de rechter figuur zijn de twee
landen weer vervangen door de
cirkels ¢, met straal rq en c, met land X
straal r.

Cirkel cgheeft nu straal rq +ro.

Elk punt P op de conflictlijn van ‘la;d y
C1 en C, heeft nu gelijke afstan-
den tot c3 en M;.

De conflictlijn is dus een €llips
(met brandpunten M4 en M,).

Als de straal groter wordt, wordt
de ellips ronder.
Als de afstand van de middel punten groter wordt, wordt de ellips platter.

conflictlijn tussen ... en ... punt rechte lijn cirkel

punt middelloodlijn parabool ellips,
hyperbooltak
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26

27

conflictlijn tussen ... en ... punt rechte lijn cirkel
rechte lijn bissectricepaar, parabool
middenparallel
cirkel ellips,

hyperbooltak

land Y

land X lijn |
sector geval conflictlijn
1 punt-lijn parabool met brandpunt A en richtlijn |
2 lijn-lijn bissectrice van AC en |
3 punt-lijn parabool met brandpunt C en richtlijn |
4 lijn-lijn bissectrice van CB en |
5 punt-lijn parabool met brandpunt B en richtlijn |

Ja, de parabool loopt op gegeven moment steiler dan de grendlijn van de sectoren 5 en 6 en snijdt

dus ooit eens deze lijn.
In sector 6 is de conflictlijn dan de bissectrice van AB en|.

Trek de lijnen AC en BC door om de snijpunten met | te vinden. Teken dan de twee bissectrices

(stippelen buiten de desbetreffende sector!).

Teken detop van de parabool in sector 3 en laat de parabool soepel aandluiten op de twee bissec-

trices.

Teken uiteindelijk nog enkele punten van de parabolen in de sectoren 1 en 5.
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28

geval cirkel-lijn \ / eval cirkel-lijn
(deel van parabool) " )/ ?deel vanparag)ool)

land X

In de sectoren is de aard van het stuk van de conflictlijn aangegeven. Het hyperbolische deel heeft
debolling in derichting van land Y.

26: De raaklijneigenschap van de parabool

29 a. Deloodlijn op de spiegel in het punt waar de straal aankomt, moet bissectrice zijn van deinval-
lende en teruggekaatste straal .
b. Verbind de pijlpunt met F. Teken dan eerst de bissectrice van de twee stralen.
Daarop loodrecht vind je de goede stand van de spiegel.
c. Despiegelszijn niet evenwijdig.

30 Tebewijzen: —FPS=—-VPS
Bewijs:
(1) driehoek FPV is gdlijkbenig, (want d(P, F) = d(P, V))
(2) in een gelijkbenige driehoek zijn de basishoeken gelijk.
(3) Conclusiel: —PFS=—PVS
(4) —FSP=—VSSP =90 (SSPismll(F, V))
(5) In een driehoek is de som van de hoeken 180 , (basisfeit 7)
Uit (3), (4) en (5) volgt conclusie 2: — FPSS=— VPSS

31 (1) dQ,V)=d(Q,F) (wantQ ligtopmi(F,V)
(2) d(Q,V)>d(Q,) (want Q heeft een ander
voetpunt op | dan V)
Uit (1) en (2) volgt de bewering.
(Het maakt voor de redenering niet uit aan welke kant van P het N
punt Q ligt.) §
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32 De stralenrichting wordt omgekeerd, maar voor het spiegelen maakt dat niet uit. Dus:
Als stralen uitgaan van het brandpunt F, dan vormen de door de parabolische spiegel teruggekaatste
stralen een evenwijdige bundel.

33 a. Delichtbundel iseen ‘massieve cilinder’, ale stralen zijn evenwijdig.
b. Dankrijgje een divergerende lichtbundel: de lichtstralen waaieren uit.

34

f S, S;

$ $ golffront

wels

richtlijn

Vo \%1

Voeg de richtlijn aan de figuur toe en de bijhorende punten V; en V,

d(Sy, Py + d(P, F) = d(S, Py) + d(Py, V) = d(f, I).
Precies zo:

d(S,, Po) + d(Py, F) = d(Sp, Py) + d(Py, Vp) = d(f, I).

35 Radiotelescopen, waarmee de PTT signaalverbindingen legt, richtmicrofoons die bijvoorbeeld ge-
bruikt worden om geluiden op het voetbalveld of tennisbaan op te kunnen nemen voor uitzending.

36

a. De gereflecteerde straal
uit Q gaat door F.

b. Spiegel RP, indedeellijn
van QP;F om de voort-
Zetting te vinden.

c. Teken ook dralen die
vanuit R naar P, en Py
gaan en hun gespiegelde
vervolgen.

d. De dtralen die vanuit R
gaan vormen een diverge-
rende bundel. Nareflectie in de parabool gaan ze niet door één punt.
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37 Alsdebundel niet evenwijdig aan de asinvalt, vormen de gereflecteerde stralen geen convergerende
bundel meer. Maar a's de hoek met de as klein is, wijkt het weinig af van convergentie.

27: De raaklijneigenschap van ellips en hyperbool

38

39 a.

diS Fp) =d(SV) (Sop mil(V, Fy)
d(S Fy) +d(S Fp) =d(S V) +d(S F,) (invullen voorgaande)
dSV)+d(SFy)>dV,Fy =r (driehoeksongelijkheid)

Dus: d(S F) + d(S F,) >r. Dusligt S buiten de ellips.

Voor ek punt op de getekende ellips is de som van de af standen tot de twee brandpunten gelijk;
voor ek punt daarbuiten is de som groter.

P is het enige punt dat op de middelloodlijn én de dlipsligt. P is dus het gezochte punt.

40 Het bewijsis precies hetzelfde als voor de parabool in opgave 30 van de vorige paragraaf. Je hoeft
alleen F te vervangen door F;.

41 Zeworden allemaal naar het andere brandpunt F, teruggekaatst.

v

De hoeken u zijn gelijk vanwege de raaklijneigenschappen. Maar dan zijn ook de hoeken van inval
en terugkaatsing (s) gelijk.

4?2 a.

b.

Elliptisch: delamp in het ene brandpunt, de kies van de patient in het andere.

Een parabolische spiegel met de lamp in het brandpunt. Het oppervliak moet z6 groot zijn dat de
bundel van evenwijdige lichtstralen de juiste diameter heeft.

Een andere mogelijkheid is een elliptische spiegel waarbij de lamp niet helemaal in een brand-
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punt zit.
43 De vloer van de zaal heeft de vorm van een ellips.

44

a.

b. Het spiegelbeeld van de straal uit Q ligt weer buiten de hoek F,P;F,, maar dan aan de kant van
F,. Deze raakt de ellipsin P,. Dezelfde redenering toepassen op P,P, enzovoort, levert op: alle
gereflecteerde stukken gaan niet tussen de brandpunten door.

c. De straa uit R blijft tussen de brandpunten doorlopen. Die uit S gaat om en om door de twee
brandpunten. Blijkbaar gaan de stukken steeds meer langs de lange as lopen!
De volgende drie plaatjes zijn met CABRI gemaakt en geven de situaties goed weer.

P
/

N

N \

45 Omdat d(F4, S = d(V, S gaan we driehoek SVF, gebruiken
en daaruit een ongelijkheid voor d(F,, S) halen.
d(Fy, 9 <d(V,9 +d(V,Fy) (driehoeksongelijkheid))
Omdat d(V, Fy) = r, end(Fq, § = d(V, S kan dat direct om-
gewerkt worden tot:
d(F 9 —d(Fy, S <.

46
a. Alsof ze uit F; zouden komen.
b. Alsof ze uit F, zouden komen.
C. Zegaan alemaal naar F;.

28: (Overzicht parabool, ellips en hyperbool)
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29: (Extra) De opgevouwen lichtweg

47

©oo o

Hyperbolisch, met brandpunten F; en F»,.

De gestippelde lijnen. De straal komt bijnain Q aan.
F, en Q liggen behoorlijk ver uit elkaar.

Wat het uit elkaar leggen van de beelden betreft wel, wat de scherpte betreft nog niet helemaal .
Want punt Q is eigenlijk een vlekje, het is niet echt één punt.

'S,

]

S3 S

"] O J

Ttweede spiegel (bol)

Wl
parabolische spiegel (hol)
‘ centraal gat

fotografische film J Q

T

F
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Hoofdstuk 3: Analytische Meetkunde

30: Cartesisch assenstelsel

1

© 00 N O

10

a. P en Q hebben een ‘horizontale afstand’ 2 en een ‘verticale afstand’ 1.

De stelling van Pythagoras geeft nu: d(P, Q) = 422+ 1% = /5

b. 1,3);(2,4;(4,49:(5,3;(5,1);4,0:;(2,0).

a. (2,15

b. (-2, 14)

c. Dex-codrdinaat (y-codrdinaat) van het midden is het gemiddel de van de x-coordinaten (y-codr-
dinaten) van de twee gegeven punten.

B: (4,9

a 7:;13

b. 13;20

a. AlsP verticaa wordt verschoven, verandert de afstand tot delijn x = 4 niet.

b. Alsxp>4,dand(P, 1) =Xp - 4, dsxp=4,dand(R, 1) =0,
asxp<4,dandP 1) =4 -xp

dR. )= |yp—3

Uit de stelling van Pythagoras volgt: d P,S)? = d P,1)?+d (P,k)? en daaruit volgt de formule.

17:101:5

De afstand verdubbelt ook. Dat kun je zien aan de formule: als je ale codrdinaten verdubbelt, krijg

je A/(2x,3—2xq)2 + (2yp—2yQ)2

2

en dat isgelijk aan A/4(xp—xq)2+4(yp—yQ) ofwel ZA/(XP—Xq)2+ (yp_yQ)2

Meetkundig:
P Alsje de codrdinaten van een punt
2r verdubbelt, komt dat meetkundig
Q neer op een vermenigvuldiging vanuit
P de oorsprong met factor 2.
Het lijnstuk PQ wordt daarbij 2 keer
zo lang.

Een oneindig lange horizontale strook, begrensd door delijneny =4 eny =6.
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11 a. Eenanalytischevoorstellingis: [x—1/ £3 én|y—1/£2

b.

Als de acht gebieden als volgt worden genummerd:

IV 1l I
V |
VI Vil VIl
dan geldt:
Pin afstand van P tot gebied
I la—4|
Il Ja—47%+ b-3y
I lb-3|
IV Ja+27?+ 037
vV la+2
Vi Ja+2P2+ b+1)
A/ 2 2
VIl @-4) "+ b+1)

31: Zwaartepunten

12

a.

b.
C.

—1 1 -1 1.1 1 - 3 1
XL = 3Xp X T Xp 3 GXp T 3Xg) = Xt iXg
Analoog voor de y-coordinaat.

P en Q verwisselen vanrol, dus Xy = 3Xp + X . Evenzo voor yy.
Dan X = 3Xp+3%p = Xp
Het lijnstuk PQ is dan verticaal en de x-codrdinaat van L is dan ook gelijk aan dievan P (en Q).

- 200 iy ) = Ly 42

14
i __m : __m -
a. Danvolgt uit: |PyZy| = mlTmz|P1Q1| dat: Xp—X; = mlez(xp—xQ) en door beide leden
met -1 te vermenigvuldigen, krijg je dezelfde vergelijking al's bovenaan bladzij 59.
b. Dan geldt Xp = Xg = Xz, en dat klopt ook met de formule.
15 (6,9)
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16

17

18

19

20

21

Sligt in het midden van lijnstuk QR. Z ligt op PSz6, dat |PZ| : |29 = 2:1

. Het zwaartepunt van de drie massa’'sligt op delijn die Q verbindt met het midden van PR. Even-

zo ligt het zwaartepunt op de zwaartelijn uit R. En omdat drie massa's slechts één zwaartepunt
hebben, gaan de drie zwaartelijnen door hetzelfde punt Z.

—1 1 — 1 1
Xs = XQt3XR» ¥Ys = Yq t ¥R
X; = Xp+5Xs = Pp+5GXg+3XR) = XptiXo T ¥R L EVENZO Y, = Jyp+ Yo+ GVR
Deze formules zijn ‘symmetrisch’ in P, Q en R. Dat wil zeggen dat je de punten onderling van
rol kunt laten veranderen, zonder dat dit iets aan het resultaat verandert. Als je dus bijvoorbeeld

Q met het midden van PR verbindt en op dit lijnstuk het punt berekent dat dit lijnstuk in de ver-
houding 2 : 1 verdeelt, vind je hetzelfde punt Z! Zo ook met delijn die R verbindt met het midden

van QP. Conclusie: Z ligt op alle drie de zwaartelijnen.

a z(5,5)
b. Zl: (5,3%),22: (5:—23 ,5),23: (41' ,6%)

c. Het gemiddelde van de x-cotrdinaten van Z,, Z, en Z is gelijk aan 5; evenzo voor de y-coordi-

naten.

Ja. Je kunt dit narekenen door uit te gaan van P: (Xp , Yp) , Q: (Xg, Yo) en R (Xr , YR)

Dat levert voor de x-codrdinaten op:
=4 4 1 =1 4 4 =4 1 4
le = Xp + 9XQ + %R XZ2 = Xp + 9XQ + %R en X23 = Xp + 9XQ + %R

Het gemiddelde van deze drie codrdinaten is juist gelijk aan het gemiddelde van Xp , Xg €n Xg.

Neem bijvoorbeeld eerst het zwaartepunt G van de massa'sin P en Q.
Voor de codrdinaten van G geldt: Xg = 3%p + 2Xg €N Y5 = 3Yp +3Yq -
Je kunt de massa'sin P en Q nu vervangen door een massavan 3kg in G
De x-cotrdinaat van het zwaartepunt Z van de massa’'sin G en R volgt uit:
1

(

1 2 1 -1 1 1
2 GXp T 5XQ) T 2XR T gXp T 3XQ t KR

— 1 1 —_
Xz = X T3XR = 3§

Evenzo de y-codrdinaat. Merk op dat de codrdinaten van Z ‘ gewogen gemiddelden’ zijn van die van

P, Q en Ren dat de verhouding van de ‘gewichten’ gelijkisaan1:2: 3.

a. Plaatsgelijkemassa'sin A, B, C en D (zeg van 1 kg).

Demassa’sin A en B hebben hun zwaartepunt in het midden
M van AB en je kunt daar dus een vervangende massa van
2 kg plaatsen. Analoog voor de massa’'s in C en D. Het
zwaartepunt van de twee massa’'svan 2 kgin M en N is het
midden van MN.

Als je de vier massa’'s op een andere manier in tweetallen
verdeelt, vind je dat het zwaartepunt op KL moet liggen of
op PQ. Omdat het systeem van de vier massa's één zwaar-

tepunt heeft, weet je nu dat KL, MN en PQ door één punt
gaan (en dat dit punt het midden is van de drie lijnstukken).
b. Voor de x-cotrdinaat van het midden Z van de middens van
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AB en CD geldt:
—_ 1 1 —_ 1A 1 1.1 1 —_ 1 1 1 1
Xz = Xm T XN = 3 GXaFXg) 5 GXe H5Xp) = Xat Xt X+ XD

Omdat xa, Xg, Xc, Xp Volkomen gelijkwaardige rollen in deze uitdrukking hebben, valt er een
snelle conclusie te trekken over het midden van de middens van AC en BD: dat is hezelfde punt.
Anders gezegd: vanwege de symmetrie in Xp, Xg, Xc, Xp heeft het midden van de middens van
AC en BD of van AD en BC dezelfde x-codrdinaat.

Net z iets geldt natuurlijk voor de y-codrdinaat.

Conclusie: de drie verbindingslijnen van de middens van achtereenvolgens AB en CD, AC en BD
en AD en BC gaan door één punt. (Dit punt heet het zwaartepunt van het puntenviertal ABCD.)

32: Vergelijking van cirkel en rechte lijn

23

24

25

26
27
28

29
30
31

32

a.

b.
C.
d.

0.5 -1.68+1.3=0.46 enniet 0.47.

0.5 isderichtingscoéfficiént, 1.3 is de y-codrdinaat van het snijpunt met de y-as.

1.5 en -1zijn de codrdinaten van het middelpunt, 5 is de straal.

Denk aan de formule voor de afstand van twee punten. Het punt (X, y) ligt op de cirkel C alsen
aleen alsde afstand van (X, y) tot het punt (1.5, -1) gelijk isaan 5.

De afstand van een punt (x , y) tot het middelpunt (3 , 2) is gelijk aan: « x—3)2+ (y—2)

Jx=372+ y—2)? = /5 isgdijkwaardigmet x—3)%+ (y—2)° = 5.

a (x-32+(y-22=20

b. Acht stuks.

c. (x-32+(y-22=13

a’+b?=r?

Het punt (a, b). Men spreekt soms van ‘puntcirkel’.

a. Devergelijkingen zijn: (x - 2)2+ (y - 2)2=4, (x + 2)% + (y - 2)% =4,
(x+2)2+(y+2)2=4,(x-22+(y+2)?=4.

b. Destraa van dekleinste cirkel is 2./2 — 2 en de straal van de grootsteis 2./2 + 2.

De vergelijkingen van de beide cirkels zijn:
Xyt = 12-82enx’+y’ = 12+8,/2

Binnengebied met rand: (x—3)°+ (y—3)° £ 4. Buitengebied met rand: (x+ 1)+ (y—1) + 4

Zie defiguur rechts.

a.

b
a
b

o

. 10-5=5
y-2=3(x-2) ofwel y=3x -4 / \
. 2£x£3,0fevengoed: 2£y£5
I e o . 3-31 1
N: (23 , 32); derichtingscoéfficiént van MN is = -
4-2 3

d(P, M) = 13, r = 10, dus d(P, C) =13 - 10= 3

m
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33

34
35

36

37

38

39

a
b.
C.
d.

Nee.
Richtingscoéfficiénten van OA en OB zijn respectieveijk a en b.

IOA| = J1+a°, |OB| = J1+b%, |AB| = |a—b]

I0A>+|0B> = |AB? @+a’)+ 1+b%) = @—b)®

2 = -2ab ab = -1

Als de punten dezelfde x-codrdinaat Xy hebben. De vergelijking wordt dan: x = xg

De richtingscoéfficiént van BC is % ; de richtingscoéfficiént van een loodlijn op BC isdus -2.

De gevraagde vergelijkingis: y - 5= -2(x + 2) ofwel: y = -2x + 1.

Verbindingdlijn van (5, 8) en (8, 13) heeft richtingscoéfficiént g

Verbindingslijn van (8, 13) en (13, 21) heeft richtingscoéfficiént g

Omdat £ ,, ¢ liggen de drie punten niet op éénlijn.

a.

De genoemde vergelijking is van de eerste graad in x en y en stelt dus een rechte lijn voor. De
cotrdinaten van de punten A: (a, 0) en B: (0, b) voldoen aan de vergelijking en die moet dus wel
delijn AB voorstellen.

Voor a=1enb=1isAB deverbindingdijnvan (1, 0) en (0, 1).

Het loodlijnstuk is dan een halve diagonaal van een vierkant met zijde 1 en heeft dus de lengte

1. /2. Dat is gelijk aan de uitkomst L van deformule.
2 2

2
Noem die factor k. [ka) kb)) = k™ |ab) = k oude afstand

Jka)’+ kab)®  k Aa’+b’
Manier 1: opperviakte=2 d O, B) d(O,A) =3 |ab|
Manier 2: opperviakte=2 d@, B) d(O,V) = Ja® +b? d(o, V)

Gelijkstellen geeft de juiste uitdrukking voor d(O, V).

NI

a t=2:(8,9)t=2:(4;,4);t=16:(50, 65)

Die vector heeft componenten ter grootte 3 en 4 in respectievelijk de x- en y-richting;

kortweg: vector = (3, 4).

X]_T:2+3T,Y1T:1+4T

De lijn gaat door (2, 1) en heeft richtingscoéfficiént g; vergelijking: y—1 = g(x—Z) ofwel
4x—3y = 5

Andere manier:

Uitx=2+3teny=1+4tvolgtdat 4x=8+ 12t en 3y = 3 + 12t.

Uit de laatste twee vergelijkingen volgt: 4x - 3y =8 - 3dus 4x—3y = 5 isde x-y-vergelijking
van delijn. Opmerking: deze berekeningswijze wordt wel eliminatie van t genoemd.

b+ d-b)t

<
1

{x = a+ (c—alt
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40

a.

b.

C.

Het zwaartepunt van OPQ is ¢ (c—a)t,: d—b)t). Dit punt beweegt met een constante snel-

heidsvector, namelijk ¢ c—a),; d—b)) en doorloopt dus een rechte lijn. Op t = 0 bevindit
het punt zich in de oorsprong.
De richtingscoéfficiént van PA is r—__Lx ,dievan BPis r—+Lx

Product = -1 geeft —y? = —(F=x) (+x)) = —r>+x% dus X2 +y? = 12
IPVI2=y2, |AV| =r-x, |BV| =x+r

33: Conflict(lijn) en vergelijk(ing)

4

42

a.

b.

<

o o

Punt P, verdeelt lijnstuk AB in de ver-
houding 2:1

Punt Q op deze middelloodlijn ligt op af -
stand 160 km van A, maar op een afstand
van veel meer dan 80 km van B.

De punten P, tot en met Pgin de figuur.
De conflictlijn is zeker symmetrisch in
AB, niet recht, maar gesloten (op ABiser
aan de kant van B nog een punt Pg z0, dat
d(Pe, A) =2 - d(Pg, B)

Wortels ‘weglaten’ betekent eigenlijk:
kwadrateren. Omdat onder beide wortels
determ niet-negatief is, haal je geen extra
oplossingen binnen.

Alle kwadraat-termen vallen tegen elkaar
weg, er blijft naherleiden over: y=x -1
Dezelijn gaat door het midden (4, 3) van lijnstuk AB en heeft de juiste richtingscoéfficiént.

Jox+5P+ -7 = Jx-32+ y+3°7  y=ix+1

Het midden isM: (-1, 2), de richtingscoéfficiént van AB is —3

De gezochte lijn moet dus door (-1, 2) gaan en de richtingscoéfficiént ;‘ hebben en dat levert
weer op: y = gx+1

Kies je bijvoorbeeld de oorsprong in A, dan wordt de afstand tot A heel eenvoudig (d(P, A) =
by

Kies je de oorsprong in P4, dan gaat de conflictlijn door de oorsprong en heeft daarom (mis-
schien) een eenvoudigere vergelijking.

A: (-8,0) , B: (4, 0)
Ps: (16, 0)

A/(x+8)2+y2:2w/(x—4)2+y2 x2—16x+y2:0
De cirkel met middelpunt (8, 0) en straal 8 heeft vergelijking x—8)° +y* = 64.

Uitwerken hiervan geeft ook x* — 16X + y2 =0
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45 a.
y = ax’ krijgen.
F: (0, 1) enl:y= -1 voor een ‘dalparabool’

(de keuze F: (0, -1) en|: y = 1 geeft een ‘bergparabool’)

y =

De afstand moet 3 zijn.
46 1y?
47

op x ® o 0

Gegeven: d(P, P1) = d(Q, O)
d(O, 1) =d(P4, V) = d(F, O) (definitie parabool)
Te bewijzen: d(P, V) = d(F, Q)

X+ (y—l)2 =y+1 (Merkop:y>-1,dus|ly+1 = y+1)

Bekijk nog eens ‘ De techniek van het differentiéren’, blz. 15.

A

Bewijs:

d(P, V) =d(P, P7) + d(P4, V) = d(Q, O) + d(O, F)
=d(Q, F)

c. dP,V)=d(F Q)
d(P,V)=d(P, F)
FO parallel aan PV
Conclusie 1: vierhoek FQVP is een ruit,

dusd(Q, V) =d(Q, F)

(volgens b)
(P op parabool)

4

Als dan ook nog de y-as als symmetrieas gekozen wordt, moet de formule de eenvoudige vorm

A y-as

P x-as

Conclusie 2: Q ligt op de middelloodlijn van F en V, dus k is de middelloodlijn van F en V.

Neem bijvoorbeeld de x-as langs A en B en de y-as dls
middelloodlijn van AB.

A: (—=r,0),B: (3r,0)

M: (0, yy ). Dan:

dM,)=d(M,c)

dM,O)=d(D,A) -dM, A

2

o

YW =T Y= &)

Vo= &) =1 - Y
dit geeft yy = &r

49 a. De'bissectrice’ van —ACB ismll(A, B),
de andere twee ‘bissectrices' zijn conflictlijnen van een
cirkel en een rechte lijn; volgens het overzicht uit
hoofdstuk 3 zijn dat parabolen.
Hier het bewijsvoor de conflictlijn vanlijn| en cirkel c:

d(P, 1) =d(P, c)

d(P, V) =r - d(P, A)

d(P, A) =1 -d(R V)

d(P, A) = d(E, A) - d(W, A)

d(P, A) = d(W, E)

(P, A) =d(P, k)
De conflictlijn is dus de (berg)parabool met brandpunt

Yy A

<

cirkel c

Ym

!

liin |

q 1 B X
2r

m

cirkel ¢

114



Hoofdstuk 3: Analytische Meetkunde

50 a.

51 a.

Aenrichtlijn k.
voor r = 4.

2
= —1(x+2)"+2 (brandpunt A),

y = —1x—2)°+2 (brandpunt B)

De hoogte van de driehoeken is gelijk, maar DAOP heeft een twee keer zo lange basis.

Neem nu AP respectievelijk PB als basis.

DAOP heeft weer een twee keer zo grote opperviakte en een twee keer zo lange basis als DBOP;
beide driehoeken moeten dus weer dezelfde hoogte hebben.

PO isde dedllijn van — APB.

2:1 (net zo as bij 50 a).

Het bewijs gaat analoog aan de vorige opgave. d;
is de hoogtelijn van DPQB bij basis BP, d, is de
hoogtelijn van DPQA bij basis AP. Dubbele op-
pervlakte en dubbele lengte van de basis geeft
weer gelijke hoogte.

De binnen- en de buitenbissectrice van een hoek
staan |oodrecht op elkaar! De punten P moeten op .
de cirkdl van Thales liggen met midddlijn OQ dy
Het middelpunt is het midden van OQ.

34: Vergelijkingen van ellips en hyperbool

52

53

Langeas = 10, korte as = 6.
diP,c)=d(P, Fy) =r—-d(P, F))

100—204 X+4)° +y? +x°+8x+ 16 +y> = x> —8x + 16 +y°
Eerst gelijksoortige termen samenvatten, dan wortel apart zetten:

54/ (x+4)2+y2 = 25—4x, dan pas kwadrateren

Symmetrie: als de codrdinaten van een punt P; (X, y) aan de vergelijking voldoen, dan geldt dat
ook voor die van een punt Q: (-X, y) en van een punt R: (X, -Y).

Q is het spiegelbeeld van P in de y-as, Ris het spiegelbeeld van P in de x-as.

Aslengten: y = 0 geeft de toppen (5, 0) en (-5, 0). De lange asis dus 10 lang.

x = 0 geeft de toppen (0, 3) en (0, -3). De korte as heeft dus lengte 6.

2aen2b
Een cirkel met straal a
Alsjedecirkel x”+y* = a” indey-richting vermenigvuldigt met factor 2 krijgje de figuur met

2 2
vergelijking x*+ €y)° = a” endatispreciesdellips . + L = 1
a b
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54 a b
7 1
7T
s N / \
\ Y )
NPy \ ]
| P~

55 a. T4(a 0), Ty(-a, 0), T30, b) , T4(O, -b).
b. Ziedetekening hiernaast.

56 Bij beide€llipsenisc= 5
Bij de€ellipsvan 54 a: F4( 5,0), Fo(- 5, 0)
Bij de andere ellips: F1(0, 5),F,(0, - 5)

57 Brandpuntenop dex-asdusa>b.b=1

=1

<o

¥
AT
4

_2(_ 2 é)Z _ > ) 2

58 a. (13) +( = (cost)”+ (dnt)” = 1.
b. c=12ena> Db, dusF(12, 0), Fx(-12, 0).

59 a.

Een globale analyse geeft de volgende resultaten:

— de conflictlijn gaat door het raakpunt T,: ( -4, 0) van de twee cirkels;

—de conflictlijn is symmetrisch in de lijn door de twee middel punten;

—de conflictlijn gaat door het gebied tussen de twee cirkels, de doorgang door de x-as is direct
te bepalen, T1: (4, 0);

— er liggen ook punten van de conflictlijn buiten c,; de punten links van T, op de x-as.

— de punten T;: (4, 0) en T,: (-4, 0) zijn toppen van de conflictlijn;

—de conflictlijn is een gesloten kromme, waarschijnlijk een ellips.
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Hoofdstuk 3: Analytische Meetkunde

60

61
62

63 a.

o

o

De meetkundige aanpak moet onderscheid maken in twee gevallen:
Geval EEN: Binnen decirkel c,:
dP,c)=d(Pcy) dP My -3=5-dPMy) d(P,Mq)+d(P,My) =8
Dat is een ellips met brandpunten M; en M, ena =4, c= 1.
Omdatc=1volgtb= 15
Geval TWEE: Buiten de cirkel c,:
diP,c))=dPc) dP M) -3=dPMy)-5 d(P,My) -d(P, M) =2
Dat zijn precies de punten van de x-as met, met x < —4.

Devergelijking van de ellipsis: —+y— =1

16 15
De vergelijking van het anderes stuk is: y=0én x <-4.
y =Xen y = -X y
Fai (-2, -2)
De asymptoten zijn de middelloodlijnen van F;W; en
F W W F1
272 — ~
In de figuur kun je Wy en W, zien en ook dat r = 4.
. d(P,Fy) =d(P, ¢
d(P, Fy) = 4 - d(P, F) N X
Jx—22+ y-2 = 4—J x+ 22+ y+2)? F, W,
Een keer kwadrateren, herleiden en vereenvoudigen /
gesft c

«/(X+2)2+ (y+2)2 = 2+X+y.
Na nog een keer kwadrateren blijft uiteindelijk alleen
over:

Xy = 2.

y=xeny= -x

Q: (v, x) enR: (-y, -X)
Teken lijnstuk OP. De grijze rechthoek bevat nu twee

grijze driehoekjes; as je die driehoekjes spiegelt in de Q
lijneny =xeny = -X, dan krijg je twee witte driehoekjes. P
De opperviakte van de rechthoek is dus gelijk aan de

som van de oppervlakten van de beide witte driehoekjes
en daaruit volgt het gevraagde.

dP.Q) = ¥ x—y)*+ y—x)?

= J2x-y)* = 2 [x-
d(P, R) analoog
opp.rechthoek =1 1 -|RP[ - [PQl =1 1. |x-yl./2 - [x+y42=1

L-0¢-y)=1 X -y*=2

y = 0 geeft detoppen T1: (&, 0), Ty (-a,0)
x=0geefty= = -p? en dus geen oplossingen!
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Voorbeelduitwerkingen

64

65

66

67

68

a.

o

Alsje delijny = x in verticale richting met g vermenigvuldigt, krijg jedelijny = gx. Deze
vergelijking is gelijkwaardig met g—% = 0.
Evenzo vind je voor de andere asymptoot: y = —gx ofwel g +% = 0.

d(T,Fy) =d(T,F,) -rgeeftc-a=c+a-r.

Hieruit volgt: r = 2a

De driehoeken OKF, en F,W; F4 Zijn gelijk- W1

vormigenomdat |F,F,| = 2 - |OF,| isde

gelijkvormigheidsfactor gelijk aan 2.

Je kunt de tangens van 2a b

— KOF; = a op twee manieren berekenen:

In driehoek OKF; geldt ¥ , F1(c.0)
FK _ FK @

tana:_:L
OK a

; - KS_b _
In drichoek OSK geldt tana = <~ 2"

richtingscoéfficiént van de asymptoot.
DusF.K =h.

Linksen rechtsdelen door 4 geefta=1, b= 2. Detoppen zijn T;: (1, 0) , T,: (-1, 0) en de brand-
punten Fy: ( 5,0), F,: (- 5 0)

y= 2)(eny: -2X
P2 = 1 ganp)? = L=Snt? _ ost? _ 4
34 (cost)? ©ost)>  (cost)?
_ 4

y = —3X

F1(5 0), Fx(-5,0)

2aen2b

Decirkel heeft straal 4/a+b? = ¢ , de brandpunten zijn dus de snijpunten van de cirkel met de

X-as.
2

X _
2

= —1; x =0 geeft de toppen T3: (0, b) en T4: (O, -b.

QD
N

a a
De inhoud van de ellipsoide is gelijk aan: Ipyzdx = sz‘p(l—x—2 dx = gpabz.

a
—a —a
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Hoofdstuk 4: Onderzoek parabool, ellips, hyperbool

Hoofdstuk 4: Onderzoek parabool, ellips, hy-

perbool
! N\
a. Een rechte lijn, evenwijdig aan de richt-
lijn door de top van de parabool. R
b.
c. \ /F
d. >
2 H....4 T
a.
b. Vligtopdelijny= -1. Y [
c. Sishet midden van FV volgens bladzijde \
57.S Gx,0). AN
d. Sligt op de x-as; de afstanden [T en |SR]
zijn beide [3x| .
3
a. De manier van opgave 34, bladzijde 66, is bruikbaar. De lijn gaat door (6, 0) en heeft rich-
tingscoéfficiént 6. Dus: y = 6 (Xx—6).
b. P: (12, 6(12-6) ) = (12, 36).
. . .. Xy Xy
c. Devergelijking van de middelloodlijn van FV wordt: y = —z—(x——z—)
X Xy
P ligt op die lijn en heeft x-codrdinaat x, . Invullen geeft P: ( xy, 2Y(x. — V) = | x,,~
gt op die i} v g (VZ(XV 2)) (V4j
d y= ‘_11X2 . Klopt met wat eerder gevonden is.
4
a \
b. .
C. R
d. R
e
f. F
\ i
v
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Voorbeelduitwerkingen

5 Teken deloodlijn vanuit Q op m. Het voetpunt is R.
Sishet midden van RT (Optie: CONSTRUEERL > MID-
POINT).

AlsF het brandpunt is, dan moet SV loodrecht op QS
staan. 7

DaaromisQSgetekend, dieloodlijn, endeloodlijnin

Topm. r

Nu zijn F en | bepaald en kan de gewone parabool- -~ /
constructie uitgevoerd worden. Er moet dus een extra R E\ T / mn
punt V; op | aangebracht worden; dat punt wordt als

lopend punt gebruikt voor de eigenlijke parabool con-
structie.

Delocusvan P is de uiteindelijke parabool.

Al |

6
b. Deloodlijn gaat door het eind van het segment
TV, niet door het midden.
c. Hetlijkt weer een parabool te zijn.

c. d(T,1)=4d(F, T F

a St V:(Xy, -1).

4

De richtinscoéfficiént van lijn VT is ;Tl , dus i /
die van de loodlijn op VT is Xy
Devergelijking van TQ isdus: y = Xyx
Snijden met de lijn VP (dat is x = X)) geeft Q: (XV,XVZ)

b. y= x2; een parabool.

c. Ja Hetbrandpuntvany = X is(0, %).

9 Jezou kunnen zeggen:
maar ik zie eigenlijk niet waarom (0, ‘—11) brandpunt zou zijn van de figuur. Dat merk je alleen door

het rekenen, maar in de figuur betekent het nog niet veel.
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Hoofdstuk 4: Onderzoek parabool, ellips, hyperbool

10

a. TQ loodrecht op TV en QV loodrecht op .

oo

Q
meetkundige plaats
van Q als V
door | loopt
E
R
/
T
| B
\%

Alsdat punt F niet van Q afhangt, dan kunnen we de parabool construeren met brandpunt F, top
T en TR astopraaklijn. Q ligt dan volgens de constructie van Sen de loodlijn in Sop FSop de
parabool. Dit geldt voor alle mogelijke punten Q. Dit betekent dat de hele meetkundige plaats op
die paraboal ligt.

Andersom geldt ook: elk punt Q van de parabool kan door de constructie geleverd worden.
Ziefiguur.

IFT]:|TS =SR] : |RQ|.

TRV is gelijkvormig met QRT. (Weliswaar ook met QTV, maar omdat we met TR willen werken
isdie niet zo geschikt voor ons verhaal )

|[RV| : |RT| = |[RT| : |RQ)].

Nog niet gebruikt is dat | TS = |SR| = %|TR|.

Invullen en uitwerken van de verhoudingen waar FT en RV voorkomen:

IFT| = ITS [SR _ 1TR_[TR
IRQ| 4 |RQ|
IRV| = TR |TR|
IRQ|

|FT| iseenvierde van |RV|. RV isonafhankdijk van V, RV is constant. Het isjuist de afstand van
T tot I. Dus FT is onafhankelijk van V (en van Q). Kortom: F is een vast punt.

De parabool door Q met top T kan geconstrueerd worden door eerst het brandpunt te bepalen via
punt S. Een berekening leidde tot de conclusie dat dat brandpunt onafhankelijk van de gekozen
ligging van V, dus van Q is. Dat betekent dat alle parabolen die je zou vinden as Q zou lopen
over de oorspronkelijke meetkundige plaats, een en dezelfde parabool zijn. Dat moet dan juist
de meetkundige plaats van Q zijn, want ‘ale’ Q’s liggen erop.
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Voorbeelduitwerkingen

. Wiseen punt op decirkel, dat nu derol van V speslt.
. Y doorloopt een lijn! De lijn staat loodrecht op de

. W ligt tegenover V op de cirkel,

. Plan:

verbindingslijn FM.

dus: W: (—cost, —sint)

— Stap EEN: Bepaal de vergelijking van de middel-
loodlijn van VF, noem diel{

— Stap TWEE: Bepaal de vergelijking van de middel -
loodlijn van WF, noem diel,

— Stap DRIE: Bereken de cotrdinaten van het snij-
punt van |, en |,.

De uitzonderlijke situaties waarin richtingscoéfficiénten niet bepaalbaar zijn (omdat een lijn

evenwijdig aan de y-as loopt) of wanneer de lijnen niet snijden (doordat ze evenwijdig zijn) be-

kijken we achteraf.

Uitvoering:

Stap EEN:

Gebruik de methode van opgave 43b, bladzijde 70. Dat was de methode zonder verdrijven van
wortels.

Het midden van FV is (S3L+ 28 S0ty e vichtingscosfficiént van FV is —at—
2 2 cost—a

cost+a sint —cost+a

Degezochte lijn moet dusdoor ( S ) gaan en de richtingscoéfficiént . heb-

2 sint
ben en dat levert de vergelijking voor |4 op: .
y_si_nt _ —C0§t+a(x_cost+a)
2 sint 2

(Werk dit niet verder uit voor je weet dat het absoluut nodig is.)

Stap TWEE: De vergelijking voor |, kunnen we op dezelfde manier berekenen, maar een short-
cutis: vervang overal, cos door —cos en sin door —sin. Immers dat is de manier hoe we van V naar
W kwamen.

De vergelijking voor |, wordt nu:

y+ sint _ COS'F + a(x_— cost + a)
2 —sint 2

Stap DRI E: het snijpunt van |, en |, bepalen. Omdat we willen aantonen dat dat snijpunt op een
lijn evenwijdig aan de y-as ligt, berekenen we alleen de x-codrdinaat en ‘hopen’ dat die niet van
t afhangt. ‘Hopen’ iste zwak gezegd: als het niet uitkomt, dan valt niet te bewijzen dat de punten
Y op zo'nlijnliggen.

Omdat jey duskwijt wilt, trek je de vergelijkingen van elkaar af, y verdwijnt dan uit het linkerlid.
Dus:

_sint_sint _ —cost + a(x_ cost + a) _cost + a(x—_cos“' a)
2 2 sint 2 —sint 2
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Hoofdstuk 4: Onderzoek parabool, ellips, hyperbool

14

. Alsdecirkel groter wordt, wordt de elipsre-

. Elke hyperbool snijdt alle ellipsen, omdat de

Langs veel wegen kun je nu vereenvoudigingen uitvoeren. Een goed planis: met sint vermenig-
vuldigen (de uitzondering sint = 0 komt later aan bod).

. 2 . 2
_§nty”_ snt)” _ cost+a)(x—C°St+a) _—cost+a)
2 2 2 2

Alle sinussen en cosinussen blijken nu door wegvallen tegen elkaar of door gebruikmaken van

+ (cost + a)(x

(cost)?+ (sint)® = 1 alssneeuw voor de zon te verdwijnen.

Resultaat na overbrengen van de termen waarin de cosinusin het kwadraat voorkomt naar delin-
kerkant en zorgvuldig observeren dat de bijdragen met een cosin het rechterlid allen twee keer
voorkomen, aan elkaar tegengesteld:

-1 = (a)(x—g) + (a)(x—g)

Het lukt! x hangt niet van t af, uiteraard wel van a, namelijk zo:
_ gf_gz
XX:___Z;g_

De storingen onderweg kunnen zijn:

— FVisevenwijdig aan de y-as; dan is de richtingscoéfficiént van de middelloodlijn toch te be-
palen, dieisdan 0. Indat geval isjuist cost = a, er isgeen echt probleem. Zelfde overweging
voor FW.

— De lijnen snijden elkaar niet. Dat gebeurt a's de twee middelloodlijnen evenwijdig zijn. Dat
gebeurt inieder geval alsV en W op dex-asliggen, dusalssint = 0. Dan zijn beide mll’s even-
wijdig aan de y-as.

—cost +a cost + a
. en .
sint —sint
a=-aenisdus uitgesioten.
M.aw. Het niet-snijden is een geisoleerd uitzonderingsgeval.
Omdat de x-codrdinaat van het snijpunt Y constant is, ligt dat punt op een vastelijn. De vergelij-
king ervan is:

Alsdat niet zo is, moeten aan elkaar gelijk zijn. Dat leidt tot

— —1+a°
2a

latief breder. Het is eigenlijk dezelfde vorm-
verandering als die bij het verslepen van F
richting M.

Als de cirkel kleiner wordt, wordt eerst de el-
lips smaller. Als de cirkelrand over F heen-
gaat, wordt naar heel platte hyperbolen ge-
sprongen. Hoe kleiner de cirkel hoe ‘steiler’
de hyperbaool.

hyperbool tussen de brandpunten doorloopt
en de ellipsen eromheen. En andersom.

Het lijkt erop of alle snijdingen loodrecht zijn!
De ellipsen snijden elkaar niet. De hyperbolen snijden elkaar onderling ook niet.
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Voorbeelduitwerkingen

15

g, Fy
a. Teken decirkel om P die door F gaat en snijdt die met MP.
b. P, ishet lopende punt van de ellipsin de tekening hierboven.
16
a.
b. Het punt W dat over dekleine cirkel (c,) loopt, is gebruikt. P, is het lopende punt van de hyper-

bool.
c. Zotezienklopt het. AlsjeV op V, legt, gaat W met V, samenvallen. Zie onderstaande figuur.

iy, Fy =miliy1, F)
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Hoofdstuk 4: Onderzoek parabool, ellips, hyperbool

Een meetkundige redeneerweg is nu snel gevonden:

De raaklijnen in P zijn in de laatste figuur de middelloodlijnen van V;F en V,F. Die
staan loodrecht op elkaar omdat V4F en V,F zelf loodrecht op elkaar staan. Dat komt
omdat V4V, een middellijn is van dein 15 a getekende cirkel, die ook door F gaat.

Een andere redenering:
Trek de lijnen PF en PM. De raaklijnen in P aan de ellips en aan de hyperbool zijn de
beide deellijnen van dat lijnenpaar. Die staan dus loodrecht op elkaar. Einde bewijs.

Een analytische weg is er ook wel, maar daarvoor moet je eerst uitzoeken hoe je uit het
abc van de ellips en dat van de hyperbool vergelijkingen van confocale ellipsen en hy-
perbolen vindt. Daarna zou je hun snijpunt moeten bepal en en dan de raaklijnen. Tot slot
zou je moeten aantonen dat de richtingscoéfficiénten product -1 hebben. Het moet kun-
nen, en misschien valt het rekenwerk ook wel mee.

Na de voorgaande meetkundige oplossingen zul je er wel niet zo’n zin in hebben!

Bedenk na deze kritische noot dat bij het onderzoek naar de meetkundige plaats van pa-
ragraaf 18 de analytische methode ons wel degelijk hielp!
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