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omgekeerde
bewerkingen

regels voor
het differen-
tiéren

vooraf

In het eerste dedltje (Som & verschil, afstand & snelheid) van de Differentiaal- en Inte-
graalrekening kun je twee stromen onderkennen:

S D
} }
OPPERVLAKTE RAAKLIIN
} }
(afgelegde) (momentane)
AFSTAND SNELHEID
} }
INTEGREREN DIFFERENTIEREN

Die stromen monden uit in twee bewerkingen voor functies, respectievelijk integreren
en differentiéren genoemd. Die twee bewerkingen hebben erg veel met elkaar te maken,
ze zijn elkaars omgekeerde. Net zoals bijvoorbeeld de bewerkingen ‘kwadrateren’ en
‘worteltrekken’ elkaars omgekeerde zijn. Sommige mensen gebruiken in plaats van het
werkwoord integreren de term anti-differentiéren. Evengoed zou je worteltrekken ‘ anti-
kwadrateren’ kunnen noemen of differentiéren ‘anti-integreren’.

Van de twee beweringen ‘kwadrateren’ en ‘worteltrekken’ is de eerste rechtstreeks: je
kunt bij elk getal direct het kwadraat berekenen. Daarentegen is worteltrekken een soort
terugzoeken: je zoekt het getal waarvan je het kwadraat al weet. Je moet dus eerst weten
hoe je kwadraten uitrekent om te kunnen worteltrekken.

Bij differentiéren en integreren is het eigenlijk net zo. Differentiéren gaat rechtstreeks
en bij integreren probeer je een functie waarvan je de ‘ gedifferentieerde’ (meestal * afge-
leide’ genoemd) al weet, terug te zoeken.

Het lijkt dus verstandig om eerst maar eensteleren hoejeallerlei functies kunt differen-
tiéren. Daarvoor zijn een aantal regels nodig, diejein dit boek zult leren gebruiken.
Aantechniek aleen heb jeweinig alsje die niet kunt toepassen in de daarvoor geschikte
situaties. Daarom zal er in dit boek ook aandacht zijn voor de betekenis van het differen-
tiéren en hoe je de resultaten kunt interpreteren. Het zal dan blijken dat je heel wat kunt
zeggen over het gedrag van een functie op grond van zijn gedifferentieerde.




1 Snelheid, helling en afgeleide

1 Hieronder zie je drie tijd-af stand-grafieken Eén van deze grafieken zou betrekking
kunnen hebben op een auto die optrekt, nadat het stoplicht zojuist op groen is ge-

sprongen.
10 s (m) 10 s (m) 10 s (m)

5 5 / 5 /
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0 1 2 3 40 1 2 3 4 0 1 2 3 4

a. Welkevan dedrieisdat?
b. Schetshij elk diagram een passende tijd-snelheid-grafiek.

2 Bekijk onderstaande t,s -grafiek van een auto. Langs de horizontale asis detijd (in
minuten) uitgezet en langs de verticale as de af stand over de weg (in km) tot een vast
punt A op de route. Het tijdstip t = 0 is het tijdstip waarop A werd gepasseerd.

s 10
(km)

4 /

0 2 4 6 8 10 12t (min)
a. Schat uit de grafiek met welke snelheid (in km/min) het punt A werd gepasseerd.

Als het voertuig zich van A verwijdert, rekenen we de snelheid positief, as het
zich naar A toe beweegt, rekenen we de snelheid negatief.

b. Op welkevan detijdstippent=0, 1, 2, ..., 12 was de snelheid negatief?

¢. Op devolgende bladzij zie je hoe er ingezoomd is op de grafiek rond het punt dat
correspondeert met het tijdstip t = 2. Je ziet dat bij de vierde uitvergroting de gra-
fiek nagenoeg een rechte lijn lijkt. Wat is de ‘natuurkundige’ betekenis van het
hellingsgetal (ofwel de richtingscoéfficiént) van dielijn?
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Zoas bekend, wordt de helling van een (niet-verticale) lijn in een assenstelsel gemeten
door het verschil tussen de y-cotrdinaten van twee punten op die lijn te delen door het
verschil tussen de x-codrdinaten. Waar je die punten op de lijn kiest, doet er niet toe; het
resultaat is overal hetzelfde.

y

(X1y) (X2.¥2) oy
v richtingscoéfficiént = by - 22 1
X=Xy

Voor deze hellingsmaat zijn verschillende namen in omloop. De officiéle term in de
Nederlandse taal is richtingscoéfficiént. Maar je leest ook wel hellingscoéfficiént of
hellingsgetal. In het Engels gebruiken ze eenvoudig het woord slope (= helling).

Bij een niet-rechtlijnige grafiek is de helling veranderlijk. Bij een grafiek als hierboven
kun je door inzoomen rond een punt, een bijna-rechte lijn krijgen en daarmee de locale
helling in dat punt bepal en. We spreken van de (local€) helling van de grafiek in dat punt.
Derechtelijn door een punt P waarvan de helling overeenkomt met delocale helling van
de grafiek in P isderaaklijn aan de grafiek in P.




niet glad

|'is raaklijn van de grafiek

—

de locale helling in het punt met x =2

0 is gelijk aan de richtingscoéfficiént van |
0 1 2 3 4

3 Hetisniet atijd zo dat jein een punt van een grafiek kunt spreken van de locale hel-
ling. Plot op de GR de grafiek van y x) = 2x + /X2 .
Neem het venster symmetrisch ten opzichte van de oorsprong.
Zoom een aantal keren in op de oorsprong.
Gaat de grafiek in (0, 0) nu steeds beter op een rechtelijn lijken? Waarom?

4 Nog een voorbedd.
PlotopdeGR degrafiek van y (x) = X2+ 2./x2 + 3. Neem het venster symmetrisch
rond de y-as. Zoom een aantal keren in op het punt (0, 3).
Beschrijf wat er gebeurt.

In de opgaven 3 en 4 heb je voorbeelden gezien van grafieken met een punt, waarin er
geenraaklijnis. In beide gevallen is er sprake van een niet-geleidelijke verandering van
de helling: er is een knikpunt. We zeggen dan

dat de grafiek niet glad isin dat punt.

5 Detijd-afstand-grafiek bij opgave 2 isoveral glad. Dat betekent dat er in elk punt één
raaklijnisaan de grafiek ofwel, dat jein elk punt kunt spreken van de lokale helling.
Hieronder zie je een lijst van locale hellingen (in één decimaal) voor de grafiek van
opgave 2.

t-waarde locale helling
0 2.2
2 0.2
4 -0.5
6 1.0
8 0.2
10 0.6
12 1.8

a. Controleer (zo goed en zo kwaad als dat kan) tenminste één van die hellingsgetal -
lenin de grafiek op bladzij 2.
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functie

afgeleide
functie

b. Verwerk dezetabel in een grafiek (t-waarden langs de horizontal e as, hellingsge-
tallen langsde verticale). Schets een vlioeiende krommelijn door de zeven punten.
De grafiek die je nu krijgt is een benadering van de ‘hellinggrafiek’ bij de oor-
spronkelijke grafiek op bladzij 2. Wat is de ‘ natuurkundige’ betekenisvan die hel-
linggrafiek?

c. Dehellinggrafiek snijdt tussent = 0 ent = 12 een aantal keren det-as. Hoe vaak?

d. Hoe kun je het antwoord op vraag c aflezen uit de oorspronkelijke grafiek?

Bij een gladde grafiek hoort een hellinggrafiek. Die hellinggrafiek bevat informatie over
de oorspronkelijke grafiek: ‘waar stijgt die heel sterk’, ‘waar isdie heel vliak’, dat soort
vragen kun je beantwoorden met de hellinggrafiek. Het tekenen van zo' n hellinggrafiek
op de wijze van opgave 5 is tijdrovend, zeker als je eerst de hellingen moet meten. Het
heeft eigenlijk alleen zin als er geen formule bekend is die bij de grafiek past.

Met de TI 82/83 kun je bij iedere ingevoerde functie (Y = ...) niet alleen snel de grafiek,
maar ook de hellinggrafiek ervan op het scherm krijgen. Toets een functie naar keuze in
voor Y. Voer dan in: Y,= nDeriv(Y,X,X). NDeriv kun je vinden in het menu MATH. Na
GRAPH krijg je grafiek en hellinggrafiek op het scherm.

Een formule van devorm ‘y = ...", waarbij op de plaats van de stippen een of andere uit-
drukking in één andere variabele (bijvoorbeeld x) bedoeld is, beschrijft een functie.

De werking van een functie kun je voorstellen door een *input-output-model”.

De functie wordt dan opgevat als een automaat die op de een of andere welomschreven
manier een ‘inputvariabele’ (zeg X) omzet in een ‘outputvariabele’ (zegy).

X ———» functie (= F) >y

Alsjedefunctie voorstelt door F, dan zegt ‘y = F(X)’ hetzelfde als ‘de functie F levert
bij deinput x de output y'. Behalve viaeen formule zijn er nog vele andere manieren om
een functie te bepalen of te beschrijven. Een beeldende vorm is de grafiek.

Als de grafiek van de functie F overal glad is, dan is er in elk punt een locale helling
meetbaar. In dat geval kun je de functie bekijken die bij elke x-waarde de locale helling
in het punt (x , F(X)) levert. Die functie noemt men soms hellingfunctie, maar meestal
afgeleidefunctie. (Het Engelsvoor afgeleide functieis derivative, vandaar nDeriv op de
GR). Als de oorspronkelijke functie wordt aangeduid met F, dan wordt de afgeleide
functie vaak F' (spreek uit: F-accent) genoemd.

. : locale helling
x ————» afgeleide (=F) ————» grafiek van F
in punt (x,F(x))

6 Op ek van devolgende twee bladzijden staan zes grafieken. De grafieken aangeduid
met de Romeinse cijferszijn de oorspronkelijke grafieken (F-grafieken) en de grafie-
ken met gewone nummers zijn de daarbij horende hellinggrafieken (F'-grafieken).
En, jeraadt het al, de twee series staan niet in zodanige volgorde, dat je kunt zeggen:
1 hoort bij I, 2 bij I, enz. Welke grafiek van de tweede serie hoort bij welke grafiek
van de eerste serie? Als je dat makkelijker vindt, kun je net doen of de eerste serie uit
tijd-af stand-grafieken en de tweede uit tijd-snelhei d-grafieken bestaat!




Zes F- grafieken.

p)

N = O

© O < ™M N «H O

v

© 1 I ™M N «€ O

\ |

© O < ™M N <« O

Vi




Zes F'-grafieken:

© O < M N

o

© 1 < oM «

—

© O < M «




glad

raaklijn en
locale helling

afgeleide
functie

afgeleide en
snelheid

opgave

samenvatting

Laat F een of andere functie zijn.
Degrafiek van F isglad in het punt A= (a, F(a)) als de grafiek bij herhaald inzoomen
op dat punt steeds beter benaderd wordt door een rechte lijn.

Dierechtelijn is dan de raaklijn in A aan de grafiek.
Deloca e helling van de grafiek wordt gegeven door de richtingscoéfficiént (hellingsge-
tal) van die raaklijn.

Ya

y = F(x)

Als de grafiek van een functie overal glad is, dan bestaat bij elk punt (x , F(x)) van de
grafiek een getal dat de locale helling bepaalt.

Defunctie die bij iedere x-waarde de loca e helling in het punt (X, F(X)) levert, wordt de
afgeleide (of de gedifferentieerde) van F genoemd.

Notatie: F'.

Voor de grafiek van F geldt:

F )
|

de locale helling in (x , F(x))

de richtingscoéfficiént van de raaklijn in (x , F(x))

Degrafiek van de afgeleide functie wordt de hellinggrafiek bij de oorspronkelijke func-
tie (of grafiek) genoemd.

Delocale helling in een punt van een tijd-af stand-grafiek geeft de snelheid op één mo-
ment (het moment dat correspondeert met dat punt).

De afgeleide van een tijd-af stand-functie i s de daarmee corresponderende tijd-snel heid-
functie.

7 Geef een globale schets van de hellinggrafiek corresponderend met de grafiek hier-
boven (vany = F(X)).




2 Practicum ‘differentiéren met VUGRAF

In dit practicum ga je met het computerprogramma VUGRAFIEK de afgeleide functies
bekijken van enkele machtsfuncties, dus van functies van devorm f(x) = xP. De exponent
p kan daarbij behalve natuurlijke waarden ook negatieve of gebroken waarden aanne-

men.

1 a. Kiesin het hoofdmenu voor optie 4: Differentiéren.

Soms wordt meteen een functie getekend, dat is dan de laatste functie die je ge-

bruikt hebt. Kies dan voor F van Functie invoeren.

b. Laat de grafiek tekenen van f(x) = x* (gebruik voor de exponent de pijl omhoog).

Kieshet venster [-2, 2] bij [-2, 4].

IEK’

Nadrukken op F1 wordt de grafiek getekend. Op het scherm zie je:

fix)zx

-1 0 1

L koorden trekken door een vast punt 2 Hellingsfunctie
Functie Donein Henu

#

2 Jegaat eerst de (locale) helling van de grafiek in het punt
a. Kieshiervoor optie 1: koorden trekken door een vast
dinaat in. Onderin het scherm zie je dan:

(1, 1) benaderen.

punt. Tik dejuiste x-codr-

W1 yil Afstand({}-)1
Teken Clear Zoom{In/Uit) Menu

Met Afstand (= Dx) wordt horizontal e afstand bedoeld.

b. KiesT: Teken. De helling van de grafiek in (1, 1) wordt benaderd.

Uiteindelijk zie je op het scherm:

4
3 flxdzx
2..
l..
_1. .........
-1 0 1
il yil Afstand({¥-0.1
Teken Clear Zoom(InAUit) Menu

Hacht UGHTTR Quick

i re

1 15

0.9 13.369
0.8 11.872
0.7 10,503
0.6 9.236
0.3 8.123
0.4 7.104
0.3 6.187
0.2 3.368
0.1 4.641




van koorde
naar raaklijn

Jeweet dat delocale hellingin (1, 1) gelijk isaan derichtingscoéfficiént van deraaklijn
aan de grafiek in dat punt.

VUGRAFIEK laat een punt over de grafiek wandelen naar het punt (1, 1).

Delijn door het vaste punt (1, 1) en het wandel punt benadert de bedoel de raaklijn.

Het lijnstuk tussen het vaste punt en het wandelpunt heet een koorde. In de tabel zie je
hoe de richtingscoéfficiént van de koorde verandert tijdens het wandelen.

3 Het wandelen ging vanaf afstand 1. VUGRAFIEK stelt nu voor om te wandelen vanaf
afstand 0.1.
a. Tik op T: Teken.
De koorde benadert nu al aardig deraaklijnin (1, 1).
b. Hoe groot denk je dat de helling van de grafiek van f(x) = x*in (1, 1) is?
Alsjetwijfelt, kun je nog eens wandelen met een kleinere afstand.

4 Op dezelfde manier kun je onderzoeken wat de locale helling isvan f(x) = x2in (1, 1).
Om een andere functie te kiezen, moet je eerst terug naar het menu, waar je met
F: Functie de functie kunt veranderen.
Laat de grafiek tekenen van f(X) = x°.
Hoegroot isnu de hellingin (1, 1)?

5 Defunctief(X) = /X kun je op twee manieren invoeren in VUGRAFIEK:
met de letter V voor wortel of met > en de exponent 1/2.
Hoe groot is de helling van de grafiek van f(x) = ./x in (1, 1)?

6 Op welke twee manieren kun je f(x) = 32 invoeren?
X

Hoe groot is de helling van de grafiek vanfin (1, 1)?

7 a. Jehebt nuvan de grafieken van een paar machtsfunctiesf(x) = x P de helling in het
punt (1, 1) benaderd. Welke regel kun je vermoeden?
b. Voorspel met behulp van je antwoord bij a wat de helling van de grafiek van

f(x) = J;3 in(1, 1) zou kunnen zijn.
c. Controleer je antwoord van b met VUGRAFIEK.

Deregelmaat die je bij opgave 7 hebt ontdekt, kan van pas komen bij het vervolg.

Je hebt gekeken naar de helling van de grafiek van een machtsfunctie in een vast punt.
De helling werd benaderd met behul p van een punt dat naar het vaste punt toe wandel de,
waarbij de afstand steeds kleiner wordt.

Nu nemen we een vaste kleine afstand (= h) en laten het punt waarvoor we de helling
benaderen over de grafiek wandelen. Zo benader je voor een aantal punten van de grafiek
de helling.

8 Een punt dat wandelt over de grafiek wordt beschreven a's (x, f(x)).
Hoe kun je een punt beschrijven dat rechts van dit wandel punt ligt op een horizontale
afstand Dx = h?

10



9 a. Ganaar het menu en voer eerst weer de [ v
functie f(x) = x* in. 3 '
Kies voor optie 2: Hellingsfunctie. 2
Je ziet dan het volgende op het scherm: |
De waarde van h waar VUGRAFIEK om
vraagt, is de vaste horizontale afstand |-
waarmee de hellingen worden bena-
derd.

I]l_ wa v

b. Op het scherm staat dat de hellingen worden berekend (of beter: benaderd) met
de hellingsfunctie

HEx) = f<x+hh)—f(x)

Verklaar deze formule.
c. Kiesvoor de horizontale afstand h = 0.1.

De hellingen worden benaderd. Druk op W van WACHT alsjeongeveer bij x=1
bent. Je ziet dan dit:

[ Norwaal Quick
_4
flx)zx

Hellingsfunctie
Hi) = f(x+h;-f(x)

. ;" . voor h=0.1

-1 0 1

antal punten per 2 cn{{}) 10

uellingsfunctie

De waarden van de hellingen worden met stippen in de grafiek getekend.
Waar is nu de laatste stip neergezet? Klopt dat met je antwoord van opgave 3?

benadering 10 Als VucraFIEk klaar is met het berekenen van de hellingen, dan worden de stippen
hellinggrafiek met elkaar verbonden. De grafiek die je zo krijgt is een benadering van de helling-
grafiek.

a. Degrafiek van de afgeleide functie van f kun je ook in de figuur laten tekenen.
Je moet dan wel de formule weten.
Bedenk eerst wat die formule zou kunnen zijn.
Kies dan voor optie 2: f'(x), voer de formule in en druk op T: Teken.
b. Alshet goedis, lopen de grafieken van f' en H bijna over elkaar.
Hoe zorg je ervoor dat de grafiek van H de grafiek van f ' beter benadert?

11 Laat op dezelfde manier de hellinggrafiek van f(X) = x> benaderen.
a. Welke formulevind je nu voor de afgeleide functievan f ?
b. Bedenk een algemene regel voor de afgeleide van machtsfuncties.
c. Onderzoek of de regdl voor de afgeleide van machtsfuncties ook geldt voor ge-
broken exponenten en voor negatieve exponenten.

11



bewering

3 De afgeleide van een machtsfunctie

In het boekje ‘ Som & verschil, afstand & snelheid’ kun je deze bewering vinden:
als de afstand van een bewegend object als functie van de tijd wordt gegeven door de
formule s(t) = t2, dan geldt voor de snelheid: v(t) = 2t.
Omdat de tijd-snelheidsfunctie de afgeleide is van de tijd-afstandsfunctie, kunnen we
ook schrijven:

ass(t) =t dan s(t) = 2t
Evenzo werd beweerd:

alss(t) = 3, dan s(t) = 3t

ass(t) =t% dan s(t) = 4t3

Dit leidt tot het vermoeden van de volgende algemene regel:
ass(t) =t", dan s(t) = nt"1

De resultaten waarop dit vermoeden is gebaseerd, werden verkregen langs empirische
weg (met gebruik van de GR). In dit hoofdstuk zul je die resultaten, en de algemene re-
gel, met behulp van algebra kunnen begrijpen. Daarbij gaan we nog een stapje verder.
Deregel geldt ook voor machten met negatieve en met gebroken exponenten; het prac-
ticum * differentiéren met VUGRAFIEK’ ondersteunt dat.

Maar eerst beperken we ons nu tot machtsfuncties met exponent n=2, 3,4, 5, ...

De grafieken van die functies vormen een bundel. De punten (0, 0) en (1, 1) zijn bij-
zondere punten voor die bundel: ze liggen namelijk op alle grafieken.

Allicht: O"=0en1"=1voorn=2,3,4,5, ....

We kijken nu eerst naar delocale helling in de punten (1, 1) en (0, 0).

voorn=2,3,4,5, .... geldt:
de locale helling van de grafiek van F(x) = x" in het punt (0, 0) is gelijk aan 0 ;

de locale helling van de grafiek van F(x) = x" in het punt (1, 1) is gelijk aan n .

12



1 Ganaof deze bewering in overeenstemming is met de algemene regel.

2 We gaan de bewering nader onderzoeken voor het geval n = 5. Eerst nemen we het
punt P (1, 1). Het ideeis nu: neemin de buurt van P een ‘wandelpunt’ P, op de gra-
fiek, zeg met x-codrdinaat r. De y-codrdinaat van P, is dan r°.

2 : 2

a. Laat zien dat geldt: richtingscoéfficiént koorde PP, = 1 +r1 + 2t
b. Voor r > 1 geldt: richtingscoéfficiént koorde PP« > 5 envoor 0 <r < 1 geldt: rich-
tingscoéfficiént koorde PP. < 5. Verklaar dit uit a.

Om delocae helling in P te vinden, laten we het wandel punt P.. onbeperkt dicht tot P
naderen; dat betekent dat r onbeperkt dicht bij 1 komt.

Eerst merken we op dat dan ook r2 onbeperkt dicht bij 1 komt.

Kijk maar naar de volgende tabellen:

r r2 r r2
1.01 1.0201 0.99 0.9801
1.001 1.002001 0.999 0.998001
1.0001 1.00020001 0.9999 0.99980001
enz. enz. enz. enz.

Je ziet aan het patroon in de tabel dat je r2 zo dicht bij 1 kunt krijgen als je wilt, door r
maar dicht genoeg bij 1 te kiezen.
Hetzelfde kan worden gezegd van r3 en r?.

3 Maak soortgelijke tabellen voor r3 en r?.

Alsr onbeperkt dicht nadert tot 1, dan naderen ook r2, r en r* onbeperkt dicht tot 1
en omdat
r5 -1 _ >

i T+r+r2+r3+r*, nadert rr _11 dan onbeperkt dicht tot 1+1+1+1+1 = 5.

13



limiet

We drukken dit z6 uit:

5

-1 voor r nadert tot 1 is gelijk aan 5

de limiet van ! 1

Of in korte notatie:

5
im ——1 -5
rfio 171

5
Hiermee wordt bedoeld dat je Lr—:_—; zo dicht bij 5 kunt krijgen als je maar wilt, door r
dicht genoeg bij 1 te kiezen.

5
Merk op: alsjer = 1 klakkeloos invult in de vorm r?—_f—ll krijg je g en dat is niet gede-

finieerd.

5
4 Bereken Lr—:_—l; voor r = 1.000001 en voor r = 0.999999

Nade hoeved ste decimaal wijkt het resultaat af van de limiet 57
Het is belangrijk dat je inziet dat de volgende drie beweringen in wezen hetzelfde zijn:

5

e Iim=t=s
reo17-1
(] de locale helling van de grafiek vany = x%in 1,1)is5

° als f(x) =x° dan f' (1) =5

5 Probeer nu te beredeneren dat de locale helling van de grafiek vany = x° in de oor-
sprong gelijk aan O is.

6 In het voorgaande hebben we ons beperkt tot de machtsfunctie met exponent 5.
Het is niet zo moeilijk in te zien dat je het getal 5 kunt vervangen door ek getal uit
derij 2,3,4,5, ...
Gebruik de voorgaande methode om de volgende bewering te verklaren:
alsf(x) =x23, dan f'(1) = 23 en f'(0) = 0.

Je kunt nu begrijpen waarom de bewering onderaan bladzijde 12 waar is.
Zij steunt in feite op twee limietbeschouwingen. Die leiden tot:

n n
lim E.E.)_.__.E__(l) = |lim r -1 =n en lim E.(L)_.__.E_.Q.) = |im E._ =0
re1 -1 rei 17—1 rio '~ rfi of

7 Bekijk nog eens de grafiekenbundel op bladzij 12.
Je ziet dat hoe hoger de exponent, hoe ‘meer horizontaal’ de grafiek in de buurt van
de oorsprong lijkt. Verklaar dit.
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8 Vier grafieken met een raaklijn in het punt (1, 1).

y = x? y =x3
2 — 2 N
N/ 1 /
0 0
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
T o 1 2 % 1 0 1 2

y =x* y=x°
2 ‘ 2 ‘

w
'
w

4 4
5 5
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

a. Controleer de plaats van het snijpunt van de raaklijn met de y-as.

b. Welke y-cotrdinaat, uitgedrukt in n, heeft het snijpunt van de y-as en de raaklijn
in het punt (1, 1) aan de grafiek vany = x" ?

c. Let nuop het snijpunt van de raaklijn met de x-as. Druk de x-codrdinaat van dat
punt uit in n.
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Dieraaklijnin (1, 1) aan de grafiek van y = x"is natuurlijk interessant, maar er zijn nog
zoveel andere punten op de grafiek. Het verrassendeis, dat je uit de kennisover delocale
helling in het punt (1, 1), de andere local e hellingen kunt vinden! Dat is wat wiskunde
soms hedl sterk maakt: uit één bijzonder geval via een waterdichte redenering een alge-
mene conclusie trekken. Voor dat we dit gaan uitvoeren, eerst een verdere verkenning
aan de hand van de grafiek van y = x°.

/
JP W

5h

L et op het raakpunt en het snijpunt van raaklijn eny-as. In delinkerfiguur is het raakpunt
(1, 2) en het snijpunt (O, -4). De afstand tussen de horizontale lijnen door beide punten
is5 keer zo groot alsde afstand van raakpunt tot x-as. Een ideeisnu, dat deze eigenschap
misschien ook geldt voor andere punten van de grafiek....

9 Alsditideegoed is, dan kun je daarmee raaklijnen tekenen aan de grafiek vany = x°.
In de rechterfiguur is de afstand van P tot de x-as vijf keer afgepast op de y-as, te be-
ginnen op de hoogte (= h) van P. Dat geeft het punt Q. Delijn PQ lijkt inderdaad de
raaklijn te zijn in P aan de grafiek.

a. Stel dat het punt P de cotrdinaten (p, p5) heeft. Als het idee over de verhouding
van de verticale af standen goed is, zou moeten gelden dat de richtingscoéfficiént
van de raaklijn in P gelijk is aan 5p*. Toon dit aan.

b. Ganahoeje op soortgelijke wijze raaklijnen zou kunnen tekenen aan de grafieken
vany=x5,y=x> y=x", enz

Alleswijst er op, maar er is nog geen bewijs(!), dat de nu volgende regdl juist is.
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regel

Als f(x) =x",
dan f'(x)=n x"1

voorn=2,3,4,5, ..

Om deregel te verklaren, nemen we een willekeurig punt P op de grafiek vany = x" en
een wandelpunt P, (ook op de grafiek) dat daar dichtbij ligt. Je mag veronderstellen dat
P niet het punt (0, 0) of (1, 1) is, want voor die punten weet je al dat de formule klopt.
De codrdinaten van P en P, stellen we gelijk aan: (x, X") en (X , X").
Derichtingscoéfficiént van de koorde PP.. is dan gelijk aan:

n n
Xy —X

Xs—X
Het gaat er nu om aan te tonen dat de limiet van deze richtingscoéfficiént voor x, nadert
tot x gelijk moet zijnaann x" 1.

P. nadert tot P

P, Wat gebeurt er met de helling
van PP ?

Ofwel:

n n

Xy —X

lim =?
P Xpfi X Xa—X

Jeweset al:

. rn—l_
lim =n
re 17-1

Devraag is: hoe kun je deze speciale limiet benutten om de gevraagde limiet te vinden?
Je zou willen dat er op de plaats van x" en x het getal 1 zou staan in de gevraagde limiet.
Dat kun je forceren, als je de teller deelt door x" en de noemer door x. 1

Forceren kan niet ongestraft! De straf is dat je de teller weer met x° en de noemer weer
met x moet vermenigvuldigen.

n _n X
Xe =X (Y) -1

Xy —X Xy X

—-1
X

Dat schiet niet op (denk je misschien), maar dat valt mee:

X«
Stel voor het gemak i r.

1Je weet: x ,, O, want P ,, (0, 0)!
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Dan kun je bovenstaande gelijkheid schrijven as.

n n n
Xx —X ML) Xn_l
X —X r—1

Xs
Als X, nadert tot x dan nadert X =rtot 1.

Dus:

X xn n
. LA .o —1 n-1 n-1
l[im = lim - X =n x
X« fl X Xy —X rii 1r—1

Daarmee is de regel voor het differentiéren van x" (n =2, 3, 4,...) verklaard.

10 Op de grafiek vany = XA liggen de punten A en B; A heeft de x-codrdinaat 2 , B heeft
x-coordinaat -2.
a. Geef vergelijkingen van de raaklijnen aan de grafiek in de punten A en B.
b. Bereken de cotrdinaten van het snijpunt van die twee raaklijnen.
c. Dezelfde twee vragen voor de grafiek vany = x°.

11 De afgeleide functie van f(x) = x* wordt gegeven door '(x) = 4x. Ofwel:

AN

functie afgeleide functie

A F(x)=x* F (x)= 4x° g

B

a. Een machtsfunctie met een even exponent heeft een grafiek die de y-as als sym-
metrie-as heeft. Hoe kun je dat verklaren?

b. Dehdlinggrafiek van zo' n functie kent een ander soort symmetrie: zij heeft geen
symmetrie-as, maar een symmetrie-punt (de oorsprong). Dat volgt uit de formule
voor de afgel eide die een oneven exponent heeft. Maar je kunt dat symmetrie-punt
ook rechtstreeks uit de vorm van de originele grafiek verklaren. Hoe?

12 Plot op de GR met venster [0, 1] bij [0, 1] de grafieken van y;(X) = X2, y»(X) = X,
y3(X) = x*. Aanvankelijk groeit y; het snelst, maar in de buurt van x = 1 groeit y, lang-
zamer dan y, enys.

a. Vanaf welke x-waarde groeit y, sneller dan y;?
b. Vanaf welke x-waarde groeit y; sneller dan y,?

13 Bij deregel voor het differentiéren van machtsfuncties op de vorige bladzij, zie je de
voorwaarde: n=2, 3, 4, ...
Ganaof deregel ook klopt voor n=1en voor n =0.
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regel D1

d-notatie

Zoa s aangekondigd in het begin van dit hoofdstuk, kan de regel worden uitgebreid voor
het differentiéren van machtsfuncties met gebroken en/of negatieve exponenten.

Als je het voorgaande bewijs nog eens goed bekijkt, dan kun je begrijpen dat de beper-
kingn=2, 3, 4, enz. alleen is gebruikt bij de limiet:

. rn—l_
lim =n
re 17—1

Deze limietstelling geldt ook voor bijvoorbeeldn= 3,n=3,n=-3,n= -1, enz.

Kortom: voor alle zogenaamde rationale getallen. Zie hiervoor de extra opgave aan het
eind van dit hoofdstuk.

Het onmiddellijke gevolg hiervan is de regel die we vanaf hier regel D1 zullen noemen
(D staat voor differentiéren):

Als F(x) = xP,
dan F'(x)=p xP?

voorp=%metk=0,—1,—2,—3,enz.enm=l,2,3,enz.

Toepassingen van D1

| Differentieer: F X) = x./X
Oplossing:  schrijf F als macht van x en pas D1 toe.
uit: FXx) =x X2 = 3~

volgt: Fe) = 3 x'% = 3./x

2

-1
t2

Oplossing:  schrijf y als macht vant en pas D1 toe.
2

Il Differentieer: y )

uit:  yt) =t
-3 _

volgt: yet) = -2 t° = =
t

N

Opmerking:
je kunt deze resultaten ook als volgt noteren:

d . /e 3
3 X/x)= 3x
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oefeningen 14 Geef de afgeleide van de functie f met:

d F =
a Fx) = xP %) =X
1
e Fx) ==
b. Fx) = X2/ X
1
f. FX)=—
c. F (X) = ?X/X_z Xﬁ
15 Bereken:
d/Jt
a Lo~ o &
d 2 e 94 t_l
b. a;((X %/X_) ) dt
d .23
dr1 f. — ()
raaklijnen 16 Hieronder zie je naast elkaar de grafiekenvany = x2 eny = JX.
4
3
2 P 2 Q
1
0 0 /
-1
-2 2 y= X
-3 Z Z 0 Z Z
-4 y=x2

3 2 1 0 1 2 3

Aan beide grafieken is een raaklijn getekend.

a. Het punt P (figuur links) heeft de x-codrdinaat p. In welke punten snijdt de raak-
lijn in P de beide coordinaat-assen?

b. Dezefde vraag voor deraaklijnin het punt Q (figuur rechts) voor het geval dat Q
de x-cotrdinaat q heeft.

17 Plot op de GR degrafiek vany = 1 op het venster [0, 5] bij [0, 5]. Plot ook een raak-
lijnin een punt van die grafiek. Laat zien dat het raakpunt preciesin het midden ligt
tussen de snijpunten met de codrdinaat-assen.
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localehelling
is limiet

afgeleidevan
een macht

standaard-
limiet

extra opgave

samenvatting

Laat f een of andere functie zijn, waarvan de grafiek glad isin het punt (x , f(x)).
Delocale helling in dat punt wordt bepaald door:

 Fk)-F &)
Fex) = Iim ————

X« fi X Xy —X

Alsjex* - x gelijk stelt aan h (zoalsin het practicum met VUGRAFIEK), dan kun je deze
limiet ook zo schrijven:

Fex) = lim —Xrn)ZF &)
hfi 0

Regel D1 voor het differentiéren zegt:

F(X):Xp ——— F(x)=p xP-1

voor alle rationale waarden van p

Deze stelling berust op de volgende * standaardlimiet’:

p

lim ===
re 17—1

voor alle rationale waarden van p

18 Bovenstaande limiet is de sleutel voor regel D1. Het komt erop neer dat geldt:

voor bijvoorbeeld p = é p= g p= -5, enz.
a. Bekijk het geval p= { enstel s=r1°,
15

Verklaar nu:  lim © = =
reo1 r—1 sfi 1s°—-1

b. Nup= g Pas weer de substitutie s = r/ toe en laat zien dat de limiet voor de zo
ontstane vorm (in s) voor sfi 1 gelijk isaan g

c. Tenslotte p = -5. Neem nu: s=r 1 en laat zien dat de limiet voor s 1 van de
nieuwe s-vorm gelijk isaan -5.
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4 De invloed van een constante

olieramp Na een aanvaring op zee zinkt een grote olietanker met 100000 ton ruwe olie aan
boord. Deze lading lekt uit het schip, waardoor zich een uitdijende olieviek vormt.
De autoriteiten van een badplaats aan een baai op 20 km van de plaats des onheils,
zijn buitengewoon bezorgd over de mogelijke vervuiling van het strand door de na-
derende vlek. Er is een mogelijkheid om de baan te beschermen met een drijvende
afsluiting. Dat is een kostbare voorziening, waarvan het aanbrengen zeker nog twee
en een halve dag zal duren. Als deze voorziening te laat wordt aangebracht, is het
weggegooid geld. De vraag isnu: hoelang duurt het voor de olieviek de kust bereikt?

wiskundig Er wordt een ‘rampenkundige’ (disasteroloog) geraadpleegd en deze ontwerpt een wis-
model kundig model. Daarbij maakt zij de volgende veronderstellingen:

- de uitstroom van de olieis gelijkmatig;

- de olielaag heeft overal dezelfde dikte;

- de olievlek is bij benadering cirkelvormig (middel punt is plaats van de ramp).

1 a. Deolievlek heeft na 1 dag een straal van 10 km. Een viek van 1 km? bevat ca. 50
ton olie. Hoeveel ton olieis er na één dag uit de tanker gestroomd?
b. Natwee dagen is de opperviakte van de vlek verdubbeld. Wat betekent dat voor
de straal van de cirkel?
c. Deplaatsvanderamp ligt 25 km uit de kust. Maak op schaal een tekening van de
kust en deolieviek nal, 2 en 3 dagen. Zal men kunnen voorkomen dat de olie het
strand bereikt?

dag 1

0 5 10km kust
e E—

2 a. Geef een formule voor de straal R van de olievlek als functievan t (tisdetijd in
dagen). Plot op de GR een grafiek van die functie.
b. Wat kun je zeggen over het gedrag van de afgeleide van die functie?
c. Welke formule past er bij die afgeleide?
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In opgave 1 heb je deze functie gebruikt:
Rt) = 104/t
Differentiéren hiervan geeft:
-12_ 9

Jt

Omdat t detijd in dagen voorstelt en R(t) de straal van de olievlek in km, stelt R'(t) de
groeisnelheid van de straal in km/dag voor.

Waarschijnlijk heb jeje bij het differentiéren weinig zorgen gemaakt over de constante
factor 10 die voor het wortelteken staat. Als je nagaat wat de betekenisis van die con-
stantein het verhaal van de olieramp, wordt het snel duidelijk dat bovenstaande bereke-
ning correct is. Immers die 10 staat voor 10 km (= straal olievlek na 1 dag). Zouden we
nu in plaats van de km een andere lengte-eenheid nemen, dan verandert de constante in
de formule. De eenvoudigste formule krijg je bij een lengte-eenheid van 10 km, die we
hier maar even ‘dakm’ (= deca-kilometer) noemen.

Jekrijgtdan R¢t) = ./t en Rett) = zijt

3 Inwelke eenheid wordt de snelheid R'(t) nu gemeten? Hoe kun je hieruit de snelheid
in km/dag berekenen?

10Jt 10t 2y = 10-%-t

4 Neem nu weer de ‘ dakm’ aIsIengteeenheid en de ‘week’ alstijdseenheid.
Deformulewordt nu: R ) = /7t .
a. Wat stelt R'(t) nu preC|es voor?
b. Verklaar hieruit:

Je hebt nu twee voorbeelden gezien van het effect dat vermenigvuldigen met een con-
stante kan hebben op de afgeleide. In het eerste geval spreken we van ‘buiten-vermenig-
vuldigen’ in het tweede geval van ‘bi nnen—vermenigvuldigen’.

buiten- vermen|gvuld|ger/ W‘e” -vermenigvuldigen

10/t

lets dergelijks kun je ook met het optellen van een constante doen:

buiten-optellen / Wen optellen

Jt+0,1

5 a. Probeer een betekenis te bedenken voor r ¢) = Jt+01 enr ) = Jt+2 in
het verhaal van de olieramp.

b. Verklaar hieruit; —Jt+01— en 9 e 1

2Jt " Gt 2. fi+2
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vier regels Het voorbeeld van dewortelfunctiein het olierampverhaal wijst naar een algemene regel
over het effect van ‘ binnen- of buiten-optellen van' en ‘binnen- of buiten-vermenigvul-
digen met’ een constante c:

+C F(x) - C F(x)
bUit:V wnen bu:[y wnAnen
F(x) +c F(x +c) cF(x) F(cx)
differentieer differentieer
F'(x) F'(x +c) cF'(x) cF'(cx)

6 Inhet schemahierboven ziejevier regelsvoor het differentiéren. Maak je bij elk van
die regels een grafische voorstelling. Dat wil zeggen: kijk naar het effect op de gra-
fiek van het buiten- of binnen optellen van (vermenigvul digen met) een constante en
hoe dit doorwerkt op de helling van de grafiek. Daarbij kun je natuurlijk heel goed
de hulp van de GR inroepen.

Om de vier regels echt te kunnen bewijzen, is wat theorie over limieten nodig. Dat voert
hier tever. We volstaan met een onvolledig bewijs, dat echter wel de kern van de gedach-
te geeft. Je weet uit het vorige hoofdstuk dat de afgel eide van F(x) = x" wordt gevonden
door de limiet te zoeken van het differentiequotiént:
F X )—F )
Xe —X
voor X, nadert tot x.

Schrijven we nu de differentiequotiénten op voor F(x) + ¢, F(x + ¢), cF(X) en F(cx), dan

komt er:
1) FX)+c)— FxX)+c) _ F & )—F X)
X*_X X*_X
©) FX+c)-F&x+c) _F&X+c)—FXx+c)
Xe — X X *tC)— (X+C)

3) cF &.)—cF x) ¢ F & )—F )
X+ — X X+ —X

(4) F cx)—F cx) - F cx.)—F (cx)
Xs — X CX« —CX

De ‘buiten-gevallen’ (1) en (3) zijn het gemakkelijkst.

In (1) isdelimiet voor x. fi x gelijk aan F'(x), in (3) gelijk aan cF(X).

Nu de ‘binnen-gevallen’ (2) en (4).

Bedenk dat voor x, nadert tot x ook geldt: x, + ¢ nadert tot X + ¢, cX, nadert tot cx !
Zo kom jetot de limieten F'(x + c) en cF'(cx).
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oefeningen

7 Bereken:

d .5 d 4
a. dx(x +6) d. dt(t+7)

dees d 4
b. dx6x e p @2t+7)

d 6 d 4
C. &(SX +4) f. cTt(lot—?))

8 a. Plot opde GRdegrafiek vany = (x - 1)° + 4.
b. Welk punt is het symmetrie-punt van de grafiek?
c. Bereken derichtingscoéfficiént van deraaklijnin het punt (3, 12) en bereken ook
de codrdinaten van het snijpunt van die raaklijn met de y-as.

9 Gegeven: F(x) = (x +4)° - 92.
a. Bereken F'(-2).
b. Inwelk punt heeft de grafiek van F een horizontale raaklijn?

10 Bereken:

9 6x)27 d a0t 3
a dx(6x) d. OIt(10t 3/t)
d g3/ 4350
b. dx6 X e i 24t
d 15 d,
C. dXlO(x—l) f. gt YAt + 1

11 Deraaklijnin het punt (3, 8) aande grafiek van y = x+1)./x+ 1 snijdt dey-as
in het punt A. Bereken de codrdinaten van A.

12 a. Van een functie F isde afgeleide functie F' gegeven door F'(X) = X2,
Bedenk een formule voor F (je moet dus ‘ anti-differentiéren’).
Weet je ook andere functies die voldoen?
b. Dezelfdevraag voor Fex) = ./x envoor Féx) = 1 s

13 Van een functieis gegeven dat de grafiek door het punt (1, 5) gaat. Bovendienisbe-
kend dat de richtingscoéfficiént van de raaklijn in elk punt (x , y) gelijk is aan 15x*.
Welke formule past er bij die functie?

14 Bereken:

d -5 dr2

a —@dx +1 2l &
= ) d. dt( ﬁ)
dr 1 2

b, 4 —5) dr 1
dX(X— e CTt(tT

1

d
c. —|— 1
dx(2x+5) f. %3/{——_1
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extra opgave

samenvatting

Laat F een of andere functie zijn met afgeleide F'.

In dit hoofdstuk heb je de regelsleren kennen voor het differentiéren van functies die uit
F ontstaan door het ‘ buiten- of binnen-optellen van’ en het * buiten- of binnen-vermenig-
vuldigen met’ een constante .

Deregelszijn:
D2 G(xX) =F(x) +c el G'(X) = F'(X)
D3 G(x) = F(x +c) —_—» G(X)=F((x+c)
D4 G(x) = cF(x) —_—p G'(x)=cF(x)
D5 G(x) = F(cx) —yy, G'(X) = CF(CX)

In opgave 10 heb je gezien dat ‘anti-differentiéren’ oneindig veel oplossingen kan ge-
ven. Dit is een onmiddellijk gevolg van de regel D1.

Nog een voorbeeld: stel je weet F'(X) = 30x°.

Dan kan gelden: F(X) = 5x8, F(x) = 5x8 + 4, F(x) = 5x° - 37, enz.

Kortom: F(x) = 50 + ¢ (waarbij ¢ elke waarde kan hebben).

15 F is een functie met afgeleide F'.
a, b, cendzijn constanten ,, 0.
Defunctie G is met hulp van F gedefinieerd door: G(x) =a F(bx + ¢) +d.
Geef een formule voor G'(x).

26



som en
verschil

5 Som- en verschilregel

1 Plot op de GR (venster [0, 4] bij [0, 10]) de grafieken vany; = X’ eny, = x°.
a. Bereken delocale helling van de grafieken van y; en'y, in de punten met x = 2.
b. Plot ook de grafiek van y3 =y +y,. Hoe groot schat je de locale helling van die
laatste grafiek in het punt met x = 2? Controleer je schatting op de GR.

In de vorige twee hoofdstukken heb je van een klasse van functies geleerd hoe je de af -
geleide, via algebraische regels, direct uit de formule kunt vinden. De klasse van func-
tiesdie je volgens algebraische regel s kunt differentiéren, wordt nu uitgebreid door mid-
del van nieuwe regels. Die gaan over het optellen en aftrekken van functies. Zo krijg je
functies als:

Fx) = 3x4+4x3

y(x) = X2—

xXIh

st) = Jt—=2+ Jt+2

Het zou natuurlijk heel mooi zijn als je die functies a's het ware ‘term voor term’ zou
mogen differentiéren. Inderdaad, het is mooi. Er geldt namelijk:

som AX) + BX verschil AK) - BX
differentieer differentieer
A (x) + B' (x) A (x) - B' (x)

Deze beide regels zijn te verklaren door naar de differentiequotiénten te kijken:

AK)+BK)) = AKX +BKX) _ A(X*)—A(X)_'_B(X*)—B(X)
X*_X X*_X X*_X

(D

@) (A(X*)—B(X*))—(A(X)—B(X)):A(X*)—A(X)_B(X*)—B(X)

X*_X X*_X X*_X

In (1) zieje staan dat een differentiequotiént van de somfunctie (zeg A + B), gelijk isaan
de som van differentiequotiénten van A en B. Die laatste vorm nadert tot A'(x) + B'(X)
voor X, fi X. Die conclusie berust op een stelling over limieten.

Evenzo nadert de rechter vorm van (2) tot A'(X) - B'(X) voor X. fi X.

Passen we de‘ somregel’ toe op de eerste voorbeel dfunctie van deze bladzij, dan komt er:

Fx) = 3x4+4x3

P

Fex) = B 4X)+ @ 3%°) = 12X+ 12%°
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oefeningen

eerst
omvormen

Differentieer de twee andere voorbeel dfuncties van de vorige bladzij.

Bereken door term voor term te differentiéren:

d d
a a;((%x6+2x3) C gp(U=13+ u+1))
b. g(t“—t3+t2—t+1) d. E(ap2+bp+c)

dt dp
Degrafiek van y (x) = 2i4x4+%x3+%x2+x+1 gaat door het punt (2, 7).

a. Controleer deze bewering.
b. Bereken delocale helling van de grafiek in dat punt.

Bekijk nog eens de grafieken vany; = X%, y, = x> eny3 = y; + Y, op de GR, nu met

venster [-2, 2] bij [-2, 4].

a. Je kunt bewijzen dat er twee punten op de grafiek van y; zijn, waarin de raaklijn
horizontaal is. Hoe? Welke punten zijn dat?

b. Maak ook de grafiek vany, =y, - Y,. Onderzoek of geldt: y', =y'1 - Y.

Plot op de GR de grafiekenvany; = X, y, = l/xenyz =y +yo.

a. Bereken de codrdinaten van de punten op de grafiek van y; waarin de raaklijn ho-
rizontaal is.

b. Plot ook de grafiek vany, =y, - y,. Toon aan dat deze grafiek in geen enkel punt
een horizontale raaklijn heeft.

Somskun je de som- of verschilregel niet meteen toepassen, maar moet je deformule
eerst in een andere vorm gieten. Voorbeeld:

2
X +2x+3
X) = —— = =
y X) x
Je kunt dit herleiden tot:
2
y (X) = x;+2?x+§ = X+2+3x "
Nu differentiéren met de somregel:
ye) = 1+0-3x7 = 1-3
X
Differentieer de volgende functies:
3 2
a y(x):X+1 C. y(x):)_(_i_)ﬁ__f
X Jx
3 2
_Xx-1 -1
b. yx) =X d. = X
y 2 y X) 1

8 Nog een paar voorbeelden, waarbij eerst wat voorwerk moet worden gedaan.

a yx) = x—1)x+1)6+1) c yX) = x+2)Jx
b. yx) = x+1) d yx) = x/x=2
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tijd, afstand, 9 Twee auto’'s A en B rijden een rally over een zeer afwisselend parcours. Een klein
snelheid stukje van deraceisin beeld gebracht met grafieken.

12

10

O0 05 1 15 2 25 3

Op de horizontale asis detijd (in minuten) uitgezet, op de verticale as de afstand tot
een bevoorradingspost (in eenheden van 250 m). Op het moment t = 0 wordt A, die
zojuist bijgetankt heeft, ingehaald door B.
Het wiskundige model waarop de grafieken zijn gebaseerd, is het volgende:
voor 0 £ t £ 3 zijn de plaatsen van A en B gegeven door:

sa(t) =t ensg(t) = t3 - 3t% + 4t.
Druk de snelheden v, en vg van respectievelijk Aen B uit int.
Op welketijdstippen tussent = 0 ent = 3 reden de beide auto’s precies even snel ?
Geef een kort verslag van wat zich afspeelde rond het tijdstip t = 2.
Bereken het tijdstip in de periode [0, 3] waarop de snelheid van B het laagst was.
Bekijk op de GR de grafiek van y(t) = sg(t) - sa(t) . Wat is de betekenis van deze
functie voor de race tussen beide coureurs?
Op welk moment tussent =0ent = 2is sg(t) - Sa(t) maximaal?

PoooTe

—h

Doortocht door een klein Kenyaas dorp tijdens een Oost-Afrikaanse Safarirally.
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som- en
verschilregel

extra opgave

naschrift

samenvatting

De afgeleide van een som of verschil van twee functies vind je door term voor term te
differentiéren.

D6 FX)=A(X)+B (X) = F' (X)=A'(X) +B'(X)

D7 F(X)=A (X)-B (X) =——— F(X)=A"(X)-B"'(X)

Bovenstaande regels zijn geformuleerd voor twee termen. Uit de regels volgt eenvoudig
dat je ook termsgewijs kunt differentiéren bij een som met drie, vier, vijf, ... termen.

In opgave 5b heb je gezien dat je om de afgeleide van een product te vinden niet factor
voor factor mag differentiéren. In hoofdstuk 8 komen we daar uitgebreid op terug.

10 Deregels D2, D4, D6 en D7 kunnen worden samengevat in één regel:

FX)=c AX)+d B(X) =y F'(x)=C A'(x)+d B'(X)

Hierin zijn ¢ en d constanten.

Om hijvoorbeeld D2 te krijgen, moet je c = 1 nemen en B(x) = 1.

Dankomter F(x) = A(X) +den F'(x) = A'(X) +d 0= A'(X).

Wat moet je doen om te laten zien dat de regels D4, D6 en D7 bijzondere gevallen
zZijn van deze laatste regel.

AlsF(x)=c A(X) +d B(x) noemt men F een lineaire combinatie van A en B.

24 A(¥)+15 B(x)en3 A(x) - 2 B(x) zjn voorbeelden van zulke combinaties.

Degetallen 24 en 15 in de eerste, respectievelijk % en g in de tweede, zijn de constante factoren
in die lineaire combinaties.

De laatste regel zegt: de afgeleide van een lineaire combinatie van A en B is een lineaire combi-
natie van A’ en B' en wel met dezelfde constante factoren.
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stijgen en
dalen

definitie

6 Berg en dal

In dit hoofdstuk en het volgende wordt een pas op de plaats gemaakt voor wat betreft het
ontwikkelen van nieuwe rekenregels. Het gaat hier vooral om de betekenis van de afge-
leide voor het gedrag van de functie en de grafiek. Relevante vragen zijn bijvoorbeel d:
‘waar stijgt de grafiek?, ‘wat is de maximale waarde die de functie bereikt? , enz.

Bij dit alles heb je voortdurend de regels nodig, die in de vorige hoofdstukken zijn ont-
wikkeld en zo krijg je gaandeweg meer oefening in het differentiéren.

Eerst een opgave.

1 PlotopdeGR, venster [-4, 4] bij[-6, 6], degrafiek van F (x) = §x3—4x.

a. Op het scherm ziejetwee punten waarin de helling nul is. Bereken de exacte coor-
dinaten van die punten.

b. Plot de grafiek van F'. Pas zo nodig het venster aan.

c. Opwek x-interval heeft de grafiek van F een negatieve helling? En waar heeft de
grafiek een positieve helling?

d. Probeer de volgende vraag te beantwoorden zonder te rekenen. Welk getal isgro-
ter: F(100) of F(101)? Licht je antwoord toe.

2 Degrafiek bij opgave 1 geeft een schommeling te zien.
Van de functie y zeggen we dat deze afwisselend stijgend en dalend is.
a. Probeer een paar voorbeelden te bedenken van functies die zo'n afwisseling niet
hebben, maar overal stijgend zijn.
b. Dezelfde vraag voor dalend.

Wat moet je daar precies onder verstaan: een functie is stijgend (dalend)?

De grafische voorstelling is waarschijnlijk het meest sprekend: als je van links naar
rechts de grafiek volgt en je gaat daarbij voortdurend omhoog, dan noemen we die gra-
fiek (of defunctie) stijgend; gaje steedsomlaag, daniser sprake van een dalende grafiek
(functie).

Hoe vertaal je dit nuin een ‘strenge’ definitie?

A A

F is stijgend Fis dalend

F (x5) Pl
F (Xq) g - g F(x2)

v
v

X1 Xp il X2

Naar rechts én omhoog gaan in een Oxy-stelsel betekent, dat zowel x eny groter worden.
Zo komen we tot:

Een functie F is stijgend op een interval |, als voor de x-waarden van | geldt:
hoe groter x hoe groter F(x).

Of puntiger gezegd:

Een functie F is stijgend op een interval |, als voor elk paar x; en X, in | geldt:
als x> xq  dan F (xp) > F (Xq)
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hettekenvan
de afgeleide

3
4

Geef nu zelf een scherpe definitie voor: ‘een functie F isdalend op eeninterval | *.

Gavan de volgende functies na of zij stijgend of dalend zijn op het interval [0, 5].
Probeer het antwoord eerst te vinden door direct de definitie toe te passen.
Daarna kun je controleren met een grafiek.

a Fx) =X d FX)=1-x

b. Fx) = Jx e Fx) =11

¢ Fux) = —1_ f. Fx) = 09
Xx+1

Bij functies van opgave 4 kun je op grond van de formule en wat redeneren wel inzien
of ze stijgend of dalend zijn. Bij meer ingewikkelde functieswordt dat al gauw lastiger.

5

Neem bijvoorbeeld F (x) = 5x — /X . De bestanddelen 5x en —./x werken elkaar te-

gen (de een is stijgend, de andere dalend). Je hebt misschien het idee dat die 5x het

wel wint. Maar dat is toch oppassen!

a. Plot de grafiek van F op het venster [0, 5] bij [0, 10]. Het lijkt er inderdaad op
dat F stijgend isin [0, 5].

b. Zoom een paar keer in op het punt (0, 0). En?

Om precies te kunnen vaststellen waar een functie stijgend (dalend) is, beschikken we
over een sterk instrument: de afgeleide! Denkend aan de grafiek kunje‘zien' dat bij een
positieve (negatieve) afgeleide een stijgende (dalende) functie hoort. En alsde afgeleide
nul isin een interval, dan hoort daar een constante functie bij.

Je kunt voortaan gebruik maken van de volgende, zeer aannemelijke, stelling:

Q) als F' (x) >0 voor iedere x in het interval |, dan is F stijgend op |
) als F' (x) <0 voor iedere x in het interval |, dan is F dalend op |
3) als F' (x) =0 voor iedere x in het interval I, dan is F constant op |

6 Bovenstaande stelling kun je vertalen in termen van snelheid en af stand. Welke (van-

zelfsprekende) uitspraken krijg je dan?

Gebruik de stelling om uit te zoeken, in welk intervalletje de functie F van opgave 5
dalend is.

Stelling (1) kun je niet zomaar omkeren.

Bekijk de functie: F'(x) = x°.

Volgens de definitie is deze functie stijgend in bijvoorbeeld het interval [0, 5].

Immers:; hoe groter x hoe groter xC.

a. Geldt voor iedere x uit dat interval F'(x) > 0?

b. Bedenk een functiediedaend isop eeninterval, maar waarvan de afgeleidein dat
interval niet overal negatief is.
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9 Op het venster [-2, 6] bij [-15, 25] zieje hier de grafiek van y(x) = 6x? - x® - 10.

20
10
0
-10
-2 0 2 4 6

a. De grafiek heeft twee punten waarin de ragklijn horizontaa is. Hoe kun je de
cotrdinaten van die punten vinden door een berekening?

b. Inhet venster zie je twee dalende stukken grafiek. Let op het stuk tussen x =4 en
X = 6. In gedachten kun je de grafiek voortzetten buiten het venster. Blijft die gra-
fiek verder dalen? Verklaar je antwoord.

top De punten waarin een grafiek overgaat van dalend naar stijgend (of omgekeerd) worden

de toppen van de grafiek genoemd. Als de grafiek glad isin een top, dan is de raaklijn
daar horizontaal.

maximum en  Bij toppen kun je onderscheid maken in bergen en dalen. Een top van een berg corres-
minimum pondeert met een (lokaal) maximum van de functie, een top van een dal (je zou kunnen
zeggen een dip) correspondeert met een (Ilokaal) minimum.

10 Kies het GR-venster [-2, 3] bij [-5, 6].

a.

11 a

Maak de grafiek vany = X} - 4. Het lijkt er op of -4 de kleinst mogelijke functie-
waardeis (het minimumvan de functie). Hoe kun jeaan deformuley = x* - 4zien
dat dit inderdaad zo is? En hoe kun je dat zien aan de afgeleide functie?
Verander de formuleiny = x* - 4x en bekijk de grafiek. Nu lijkt het minimum -3
tezijn. Dat volgt niet zo gemakkelijk direct uit de formule. Hoe kun je met de af -
geleide functie vaststellen dat -3 inderdaad het minimum is?

Maak er nuvany = x* - 4x2 Net als bij a. is -4 de kleinste functiewaarde. Toon
dit aan.

Tenslotte neem jey = x* - 4x3, Om het minimum op je scherm te krijgen, moet
het venster anders worden ingesteld. Hoe groot is het minimum precies?

Teken een grafiek die een bergtop heeft, zonder dat de raaklijn daar horizontaal is.

. Teken een grafiek die één horizontal e raaklijn heeft, zonder dat de grafiek daar een

top heeft.

12 Maak op de GR een grafiek die twee toppen heeft: een bergtop in (0, 1) en een dal
topin (1, 0).

13 Plot op de GR, venster [0, 16] bij [0, 16], de grafiekenvan y; = 4./x en Y, = X.

a.

b.

C.

Bereken de codrdinaten van het punt op degrafiek vany,, waarin deraaklijn even-
wijdig is aan de grafiek van ys.

Maak nu ook de grafiek van y3 =y; - y,. Bereken het maximum vany; .
Verklaar het verband tussen de resultaten van aen b.
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optimalise- De afgeleide functie is een sterk wapen bij het opsporen van minimale en maximale

ren functiewaarden. Het vinden van een maximum of minimum wordt wel optimaliseren ge-
noemd. V&6r de uitvinding van de differentiaalrekening hadden wiskundigen allerlei
vernuftige methoden bedacht om optimaliseringsproblemen aan te pakken. Met de
komst van de differentiaal rekening, verkreeg men een methode, die misschien niet altijd
de meest el egante opl ossing geeft, maar wel doeltreffend is. In een van devolgende deel-
tjes van deze serie (titel Optimaliseren), zul je een aantal interessante problemen aan-
treffen, waarbij verschillende methoden zullen worden vergel eken.
Bij wijze van voorproef, hier alvast een optimaliseringsprobleem.

14 Uit een vierkant stuk karton van 24 bij 24 cm kan op eenvoudige wijze een doosje
worden gemaakt. Je knipt in elk van de hoeken een even groot vierkantje uit en vouwt
de randen om, zoals aangegeven in de figuur.Vervolgens kun je met cellotape de op-
staande randen aan elkaar plakken.

knip—p

24 <— Vouw

Alsjevier hele kleine vierkantjes uitknipt, krijg je een platte doos met weinig volu-
me. Maak je de vierkantjes groter, dan wordt de doos hoger, maar de bodem kleiner.
Het probleem is nu: bij welke afmetingen van de afgeknipte vierkantjesis het volume
van het doosje maximaal ?
a. Stel dezijden van de afgeknipte vierkantjes gelijk aan x. Welke waarden kan xin
principe hebben?
b. Het volume van de doosis nu een functie van x, zeg V(X). Druk V(X) uit in x.
c. Maak de grafiek van V op een geschikt venster.
Voor welke x schat je V(X) maximaal ?
d. Controleer je schatting met behulp van de afgeleide V'.




stijgen en
dalen

extra opgave

samenvatting

een functie F is stijgend op een interval | een functie F is dalend op een interval |

betekent betekent
als X1 €nXxpinlenxy,> X als Xp enxpinlenxy;>xg
dan F (x2) > F (xq) dan F (x5) <F (xq)

Met behulp van de afgeleide functie F' kun je uitmaken of de functie F stijgt, daalt of
constant is.

Er geldt:
Q) als F' (x) > 0 voor iedere x in het interval |, dan is F stijgend op I.
) als F' (x) <0 voor iedere x in het interval |, dan is F dalend op .
3) als F' (x) = 0 voor iedere x in het interval |, dan is F constant op I.

De punten op de grafiek van een functie F waarin de raaklijn horizontaal is, zijn a's het
ware de ‘rustpunten’ in de verandering van de functie. Er zijn vier mogelijkheden:

1 top 2
stijgend dalend dalend stijgend
F'(x) + F'(x) - F'(x) - F'(x) +
top
3 4
stijgend dalend
F(x) + P -
stijgend dalend
F'(x) + F(x) -

Rustpunten waarin de grafiek van F overgaat van stijgend naar dalend (of omgekeerd)
worden toppen van die grafiek genoemd. Als de grafiek een raaklijn heeft in een top
(topraaklijn), dan is die raaklijn horizontaal.

Bij het passeren van een top wisselt F'(x) van teken (van + naar - , of omgekeerd).
Indegevallen 3 en4iser wel sprakevan eenrustpunt, maar niet van een tekenwisseling;
er is daar dan geen sprake van een top.

15 Kijk even terug naar opgave 14. De afmetingen van het vierkante stuk karton zijn
daar 24 bij 24 genomen. Je kunt het probleem wat algemener bekijken, door het vier-
kant a bij a te nemen. Hoe maak je het doosje met een maximaal volume?
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typen daling
en stijging

7 De tweede afgeleide

Over stijgen en dalen valt nog wel wat meer tevertellen. Zo zijn er verschillende soorten
‘stijgend’ en verschillende soorten ‘dalend’. Alsinleiding daarop de volgende opgaven.

1 Twee krantenkoppen:
‘DE WERKLOOSHEID NEEMT AF
‘DE STIJGING VAN DE WERKLOOSHEID NEEMT AF
a. Wat ishet verschil in betekenistussen beide beweringen? Maak dat duidelijk door
het schetsen van twee (globale) grafieken.
b. Nog een krantenkop, tamelijk recent:
‘AANTAL BOEREN GAAT STEEDS SNELLER DALEN
Hoe kun je dit uitbeelden in een globale grafiek?

2 Zo'ntwintig jaar geleden:

Van onze parlementsredactie.

DEN HAAG - De afnemende groei die de misdaad in Nederland in de | aatste jaren vertoonde,
isweer omgeslagen in een toenemende groei. Dit blijkt uit het jaarversiag van de vijf procureurs-
generaal over 1976, dat bij de begroting van justitie is gevoegd.

a. Bekijk onderstaande grafieken. Welke grafiek illustreert de tekst?
b. Bedenk een verhaal bij de andere twee.

omvang misdaad
omvang misdaad
omvang misdaad

tijd tijd tijd

3 Twee grafieken van stijgende functies.

/

a b a

Beide functies hebben een afgeleide die op het interval [a, b] uitsluitend positieve
waarden aanneemt. Dat betekent dat de hellinggrafieken boven de ‘nullijn’ zitten.
Toch is er een wezenlijk verschil tussen die hellinggrafieken. Welk verschil is dat?

4 Plotdegrafiek van y(x) = x3 op de GR. Zorg ervoor dat het punt (0, 0) ergens midden

in het venster ligt. In die ene grafiek zieje twee typen stijging. Voor x> 0 iser sprake
van toenemende stijging, terwijl voor x < 0 de stijging afnemend is. Hoe kun je dit
gedrag verklaren uit de formule van y'?

5 Bekijk nog eens de grafiek bij opgave 9 uit het vorige hoofdstuk. De functie is stij-

gend tussen x = 0 en x = 4. In de buurt van x = 0 kun je een toenemende stijging zien
en in de buurt van x = 4 een afnemende stijging. Het ‘omslagpunt’ ligt ergens daar-
tussenin. Waar precies? Hoe kun je dat verklaren met behulp van de afgeleide?
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tweede
afgeleide

raaklijn-
patroon

omhullende
kromme

In het voorgaande heb je misschien ontdekt dat het stijgend of dalend zijn van de afge-
leide bepaalt of er sprakeisvan toenemende, dan wel afnemende stijgi ngl. Het omslag-
punt correspondeert in dit voorbeeld met het maximum van de afgeleide.
Een middel om een afgeleide te onderzoeken op zijn stijgende of dalende karakter, ligt
voor de hand: neem de afgeleide van de afgeleide. Dat wordt dan de tweede afgeleide
genoemd.
De tweede afgeleide van een functie F wordt aangeduid met F".
Voorbeeld:

asF(x) =x* - 32x + 75, dan F'(X) = 4x° - 32 en F"(x) = 12%°.

6 a. Uit bovenstaande formules volgt dat F stijgend isvoor x > 2. Verklaar dat.
b. Aandeformulevoor F" kunjezien dat waar F stijgt, er sprakeis van toenemende
stijging. Verklaar dit ook.

In het voorgaande heb je gezien dat er bij grafieken sprake is van verschillende soorten
stijging en daling. Het karakter van deze soorten van stijging kun je duidelijk maken met
een raaklijnpatroon.

I toenemende Il afnemende
stijging stijging

Stel je nu voor dat in beide plaatjes de raakpunten zo' n beetje in het midden van de ge-
tekendelijnstukjeszitten. Je kunt je dan een aardige voorstelling maken van een kromme
lijn (grafiek). Die kromme wordt ook wel de omhullende kromme van het lijnenpatroon
genoemd.

In figuur 1 kun je dan twee dingen vaststellen:
— derichtingscoéfficiént van iedere raaklijn is positief
— derichtingscoéfficiént van de raaklijn neemt toe van links naar rechts.

Of in termen van afgeleide functies:
— deeerste afgeleideis positief
— detweede afgeleideis positief.

In figuur 1l kun je zien:

— derichtingscoéfficiént van iedere raaklijn is positief

— derichtingscoéfficiént van de raaklijn neemt af van links naar rechts.
Met andere woorden:

— deeerste afgeleideis positief

— detweede afgeleide is negatief.

IMen spreekt in dit verband ook wel van progressieve of degressieve stijging.
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hol en bol

buigpunt

7 Schets nu zelf raaklijnpatronen bij situaties waarin:
a. deeerste afgeleide negatief en de tweede afgeleide positief is;
b. de eerste en de tweede afgeleide beide negatief zijn.

8 a. Maak op de GR een grafiek van een functiey op een zeker interval, waarbij geldt:
Y (X) <0eny"(x) >0 op dat interval.
b. Hoe zou je het gedrag van die functie omschrijven?
c. Wat verandert er aan de grafiek als de eis y"(x) > 0 wordt gewijzigd in y"(X) < 0?
d. Enwat alsdietweede eis wordt: y"'(x) = 0?
Bekijk nog eens de figuren | en |1 van de vorige bladzij.
Alsdeafgeleide stijgt, dus als de tweede afgel el de positief is, noemen we de grafiek van
de oorspronkelijke functie hol.
Alsdeafgeleide daalt, dus als de tweede afgeleide negatief is, noemen we de grafiek van
de oorspronkelijke functie bol.

A A

7D

» »
» »

hol bol

Het verschil tussen wat we ‘hol’ en wat we ‘bol’ noemen, kun je gemakkelijk onthouden
door aan een holle of bolle vloer te denken.

Alseen grafiek uit holle en bolle stukken bestaat, dan wordt een punt waar de overgang

plaatsvindt van hol naar bol (of omgekeerd) een buigpunt genoemd.
A

top (berg)

buigpunt

top (dal)

v

9 Bekijk het laatste plaatje. Je ziet daarin de raaklijnen van de grafiek in de twee toppen
en in het buigpunt. De eerste twee worden topraaklijnen genoemd en de derde een
buigraaklijn.

a. Wat is het bijzondere van een buigraaklijn als je let op de ligging van de grafiek
ten opzichte van dielijn?

b. Bij het passeren van een top wisselt de eerste afgeleide van teken. Verklaar dat.

c. Kun je een dergelijke uitspraak ook doen voor het passeren van een buigpunt?
Hoe?

d. En om het nog een bestje ingewikkelder te maken: het buigpunt van een grafiek
correspondeert met een top van de hellinggrafiek. Leg dit uit.
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versnelling

10 Hieronder zie je de grafiek van de functie:
yX) = O,2x5—2x3 +5x+2

0

-1 \/

35T o0 1 7 3

a. Geef deformule voor y' en maak op de GR de grafiek van y'.

b. Hoeleesjeuit degrafiek vany' (dus de hellinggrafiek vany) af inwelke interval-

len de grafiek van y dalend is? Bereken de exacte grenzen van die intervallen.

Bereken de codrdinaten van de vier toppen van bovenstaande grafiek.

De hellinggrafiek van y heeft drie toppen. Bereken ook daarvan de cotrdinaten.

e. Hoeved buigpunten heeft bovenstaande grafiek? Bereken de codrdinaten van die
punten.

Qo

11 a. Plot op de GR met venster [0, 5] bij [0, 5] de grafiek vany = 10_

5
b. Die grafiek heeft één top en én buigpunt. X
Bereken de cotrdinaten van beide punten.

o

12 a. Een buigpunt waarin de raaklijn aan de grafiek horizontaal is, wordt een horizon-
taal buigpunt genoemd. Bedenk drie verschillende functies waarvan de grafiek
een horizontaal buigpunt heeft.

b. Op een soortgelijke manier kun je ook af spreken wat een verticaal buigpunt is.
Bedenk een functie waarvan de grafiek een verticaal buigpunt heeft.

De tweede af gel eide speelt ook een duidelijke rol in de natuurkunde.

Bij de vrije val op aarde wordt de valweg s (in m) as functie van de tijd (in sec) in be-
nadering gegeven door de formule §(t) = 5t2.

Differentiéren hiervan geeft de (momentane) snelheid: v(t) = s(t) = 10t.

De snelheid is een maat voor de verandering van plaats.

De snelheidsfunctie kan op haar beurt ook weer worden gedifferentieerd: v'(t) = 10.

De afgeleide V' is een maat voor de verandering in snelheid, en heet versnelling.

De versnelling wordt in de vakliteratuur aangeduid met a (= acceleratie).

Bij de vrije val geldt dus: a(t) = v'(t) = 10.

De versnelling bij de vrije val is constant, althans als er geen rekening wordt gehouden
met de luchtweerstand.
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De versnelling van een ongeremd vallend object is 10 m/sec per sec.
In de natuurkunde drukt men dit zo uit: de versnelling is 10m/sec? (spreek uit: 10 meter
per seconde kwadraat).
De ‘versndlling’ wordt verkregen door de ‘ afgelegde weg' tweemaal te differentiéren!
Er geldt namelijk:

4(dsw)=am

dt\dt>
Dit kan ook zo worden genoteerd:
2
d—zs t)= af)
dt
Of met de accent-notatie:
stt) = af)

13 Van een beweging is de versnelling (m/secz) asfunctie van t (sec) gegeven door
a(t) = 12t. Op het momentt= 0 geldtv=0m/secens=0m. Druk ven suitint.

14 Om een arm van een robot een gewenste beweging te laten maken, moet de snelheid
van de aandrijfas van 0 omwentelingen per seconde (omw/sec) naar 10 omw/sec
worden gebracht. Het tijdsverloop waarin dat moet gebeuren is 4 seconden. De snel-
heid (v) is zo een functie van de tijd (t). Om die beweging soepel te laten verlopen
stellen we bepaal de eisen aan die functie. Niet alleen de snelheid moet zonder spron-
gen veranderen, maar ook de versnelling. Bij de start is de versnelling 0 omw/sec? en
aan het eind moet dat weer zo zijn.

Dit allesis te bereiken door een snelheidsfunctie te nemen van de vorm:

V() = Cy+cyt+Ct2+cot3

a. Bereken de waarden van de constanten cg, ¢4, C, en c3 en maak de grafiek van de
gevonden functie op de GR. Die grafiek noemen we het snelheidsprofiel.

b. Op welk tijdstip is de versnelling maximaal en hoe zie je dat aan het snelheids-
profiel?

¢. Hoe groot zijn dan de snelheid en de versnelling?

d. lemand maakt een ander snelheidsprofiel door van (0,0) tot (2,6) een deel van een
parabool met top (0,0) te nemen en van (2,6) tot (4,10) een deel van een parabool
met top (4,10). Voldoet dat snelheidsprofiel aan alle eisen?
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Bij een stijgende/dalende functie kan onderscheid worden gemaakt tussen toenemende,
gelijkmatige en afnemende stijging/daling.

Bij een gelijkmatige stijging of daling is de grafiek een stijgende of dalende rechtelijn.
In de andere gevallen isde grafiek een krommelijn. Met behulp van de tweede afgeleide
F" kun je uitmaken waar de grafiek van F hol, dan wel bol is.

Alsje een raaklijnenpatroon schetst, kun je zien hoe dat verband is.

Punten waarin de grafiek overgaat van hol naar bol worden buigpunten van die grafiek

genoemd.
hol bol
F(x) + F (x) +
buig#punt buighpunt
bol bol
F"(x) - F'(x) -

Bij het passeren van een buigpunt wisselt F*(x) van teken (van + naar - , of omgekeerd).

Bij een beweging noemen we s de afgel egde af stand, v de (momentane) snelheid en a de
(momentane) versnelling.

Er geldt:
V()= s¢t)
at)=vet)
at)=stt)

15 Een derdegraads-vedtermfunctie F is een functie van de gedaante:
Fx) = ac +bx’ +cx+d
Hierbij wordt de coéfficiént a , 0 verondersteld.
a. Bewijsdat degrafiek van F voor allewaarden van a, b, c end precies één buigpunt
heeft.

b. Aan welke voorwaarde(n) moeten a, b, ¢ en voldoen, wil er sprake zijn van een
horizontaal buigpunt?
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Zelftoets

1 P(0,0)enQ(4, 10) zijn punten op de grafiek van y = x + 3./x
Delijn PQ wordt evenwijdig verschoven z4 dat de punten P en Q tot elkaar naderen.
Tendotte vallen P en Q samen.
Bereken de cotrdinaten van de eindpositie van P en Q.

2 Gegeven isde functie F door:
100

Fx) = Zxk
k=0

a. Bij deafgeleide F' past de formule:
100
Feb) = S kK
k=1

Verklaar deze formule.
b. Geef zdf een formule voor F"(x) met gebruikmaking van het teken s.

3 Bewijsdat de x-as een raaklijnisvan de grafiek van

_ 2.1
yX) = 1+)_(+_2

X

4 Een punt P met positieve cotrdinaten ligt op de grafiek bedoeld in 3.
De voetpunten van de loodlijnen uit P op de x-as en de y-as noemen we respectieve-
lijk Py en Py. Als P over de grafiek wandelt (en daarbij positieve codrdinaten houdt),
verandert de oppervlakte van de rechthoek OP,PP;.
Bereken de codrdinaten van P z6 dat de oppervlakte van die rechthoek minimaal is.

5 Van defunctie y x) = x*—34x° + 420x° — 2240x + 4352 is een deel van de gra-
fiek op een zakcomputer geplot, met al's resultaat:

a. Op het scherm is één buigpunt zichtbaar. Wat zijn de codrdinaten van dat punt?
Licht je antwoord volledig toe.

b. Het x-interval bij het scherm is 6 eenheden, het y-interval is 48 eenheden lang.
De grenzen van beide intervallen zijn gehele getallen.
Vind uit welk intervallen bij het venster passen.

c. Eenandereinstelling van het venster levert een meer compleet beeld van de gra-
fiek, met alle toppen en buigpunten. Noem geschikteintervallen voor x eny, waar-
bij dit het geval is.
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8 De regels van Leibniz

In dit hoofdstuk leer je regels kennen voor het differentiéren van produkten en quotién-
ten vanfuncties. Dieregels zullen blijken een stukjeingewikkel der te zijn dan voor som-
men en verschillen. Zo kun je bij een som van functies term voor term differentiéren en
die gedifferentieerde termen gewoon weer optellen. We noemen dit termsgewijs diffe-
rentiéren. Bij een product gaat die vlieger niet op: factorsgewijs differentiéren geeft geen
goed resultaat! Zo geldt bijvoorbeeld:

x2 + x4 x2. x4
dfferenltieer differetheer
3 .
2X + 4x 6x°> (niet: 2x - 4x3)

Om tekomen tot een regel voor het differentiéren van een product van twee functies, kij-
ken we eerst in een opgave hoe een product verandert als de beide factoren veranderen.

1 Versgezaagde planken krimpen in de eerste maanden nadat ze gezaagd zijn. Door de
celstructuur van het hout vertoont het krimpproces in de lengte een ander beeld dan
het krimpproces in de breedte. In onderstaande grafieken is te zien hoe de lengte (L)
en de breedte (B) van een plank van 60 bij 60 cm in de loop van de tijd veranderen.

L(t) L(t)
T 60 T 60
59 ‘\ 59
\\
58 58
30 60 90 120 30 60 90 120
— t(dagen) —p t(dagen)

a. Gedurende welke periode krimpt de plank in de lengterichting sneller dan in de
breedterichting? Lees je antwoord zo goed mogelijk af uit de grafieken.

b. Opt=0isdeplank vierkant. Tijdens het krimpen verandert de verhouding tussen
lengte en breedte. Na ongeveer hoeved dagen zal de plank weer vierkant zijn?

c. Opt =90 zijn de afmetingen van de plank 58.3 cmin de lengte- en 58.5 cm in de
breedterichting. De plank krimpt dan in delengterichting 0.007 cm en in de breed-
terichting 0.017 cm per dag. Hoeveel cm? per dag verandert de oppervlakte dan?
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2 Onder bepaal de omstandigheden kan een plank ook uitzetten.
Veronderstel dat in zekere periode de ene zijde (= A) van een plank aangroeit met DA,
de andere zijde (= B) met DB en de opperviakte O met DO.
a. Toonaan:DO=DA-B+ A-DB+ DA-DB.
b. Jekunt die formule ook ‘zien’.

DB

A DA

Leg de formule van a uit aan de hand van de figuur.

In 2 werd verondersteld dat A en B in detijd veranderen, dus functies zijn van t.
De oppervlakte O is dat dan natuurlijk ook. De aangroeiingen DA, DB en DO vinden
plaats gedurende een tijdsinterval met lengte Dt.

3 Bekijk bovenstaand plaatje. Je kunt verwachten dat bij een kleine waarde van Dt de
aangroeiingen van de zijden (en van de opperviakte) ook klein zijn.
a. Stel je voor dat Dt zo klein is genomen dat DA en DB allebei meer dan 100 keer
zo klein zijn als in de figuur, dan worden de staafjesDA - Ben A - DB allebel 100
keer zo dun. Hoe zit het dan met het blokje rechtsboven?
b. Jekunt zeggen: DA - B + A - DB is een goede benadering van DO. Verklaar.

Let nu op de snelheden waarmee de aangroeiingen plaatsvinden.
Op een zeker tijdsinterval, te beginnen op tijdstip t en met lengte Dt zijn de gemiddelde
groeisnelheden gelijk aan:

DA DB _ DO

Dt ' Dt Dt
Delen we nu:

DO = DA B+A DB+DA DB

door Dt en laten we Dt tot nul naderen, dan komt er:

DO _ DA DB , DA

-2 B+a =2+22 B

Dt Dt Dt Dt

Lo Loy
dA dB dA

De derde term van het rechterlid nadert tot nul; in het limietgeval komt er:
do _ dA ;. , dB
dt dt dt

Dit resultaat geeft aan hoe je te werk moet gaan bij het differentiéren van het product
(hier O) van tweefuncties (hier A en B). Zo komen we tot de zogenaamde productregel.




productregel

Leibniz

A(x) - B(X)

diffe / ren \ tieer

A'(X) - B(x) + A(x) - B'(x)

De productregel geeft aan hoe het product van twee functies gedifferentieerd kan wor-
den. Het komt erop neer dat je de eerste factor differentieert en detweede laat staan, ver-
volgens de eerste factor |aat staan en de tweede factor differentieert en tendotte de twee
resultaten optelt.

Het ‘rechthoeksmodel’ geeft een bewijs van de productregel voor het geval A en B po-
sitieve waarden hebben. Dat model is hieronder vertaald in een formule, waarbij die eis
kan vervallen. Het ziet er ingewikkeld uit, maar je kunt het narekenen!

AKX.)-BX)-AKX)-BX)
X*_X
A X )—AX) BX:)—-BX) AX)—AX)
— -BX)+AKX) - + - B X )—BX))
X*_X X*_X X*_X

Limietovergang voor X, fi X geeft het resultaat: A'(X)B(x) + A(X)B'(X).

Deze regel werd ooit door Leibniz ontdekt, nadat hij een paar dagen ten onrechte had
gedacht dat de afgeleide van het product gelijk zou zijn aan het product van de afgelei-
den. Al gauw kwam hij tot het juiste inzicht. Zijn verklaring leek een beetje op wat je
gezien hebt bij opgave 3, en berustte op het idee dat de oppervlakte van het rechthoekje
rechtsboven verwaarloosbaar klein isin vergelijking tot de aangroeiing langs de randen
van de rechthoek.

De productregel toegepast op het voorbeeld in de aanhef van dit hoofdstuk:

2.4

X=X

diffe / ren \tieer

2x - x4+ x? a3

6x>

In de meest verkorte vorm ziet de productregel er z6 uit:

AB)e= AB +ABc¢
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4 GegevendefunctiesA(X) =x - LenB(X) = x5 + x2+ x + 1.
a. Bereken de afgeleide van het product A(X)B(x) met behulp van de productregel.
b. Het differentiéren van de productfunctie had hier slimmer gekund. Hoe?
Vergdlijk je resultaat met dat van vraag a.

5 Controleer de productregel voor het geval dat één van beide factoren constant is.

6 Bereken met de productregel:

9_ d 2
a. dXXA/X+4 C. a—tt( -1)
d 2 d/ 2t
b. dxx JX+4 d. d—t(t—_—

Deregel voor de afgeleide van een product van twee factoren laat zich direct uitbreiden
voor meer factoren. Zo geldt:

A(X) - B(x) - C(x)
differen |tieer

A'(x) - B(x) -+ C(x) + A(xX) - B'(x) - C(x) + A(x) - B(x) - C'(x)

Of in verkorte vorm:

(ABC)¢= ABC+AB«L +ABC¢

7 a. Hetbewijsvan dezeregel kun jevinden door twee keer de productregel voor twee
functies toe te passen. Laat dit zien.
b. Hoe zal de productregel voor vier functies luiden?

8 Gegeven de functie F(x) = (x2 + 1) + 2)(x* + 3).
Bereken F'(2).

9 Degrafiek vany = (X - 1)(x - 2)(x - 3)(x - 4) snijdt de x-asin vier punten.
a. Bereken de helling van de grafiek in elk van die vier punten.
b. Alsje de vorige vraag goed hebt beantwoord, vind je afwisselend een negatieve
en een positieve helling. Licht dat toe met een schets van de grafiek.
c. Hoeved toppen heeft de grafiek van F ?

10 Laat y een of andere functie zijn van x.
a. Verklaar uit de productregel dat geldt:

d 2 _
d—)—((y(x)) =2 yKX) yéex)
b. Evenzo:
d 3 _ 2
I X)) =3 X)) yex)

c. Welke algemeneregel kun je nu bedenken?

11 F(x) = (x2 - 100)*
Bereken F'(X) en F"(X).
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quotiénten Nu je weet hoe je produkten van functies kunt differentiéren, ligt het voor de hand ook
van functies  naar quotiénten te kijken. Product en quotiént zijn als het ware zusje en broertje, net zo-
als som en verschil dat zijn. Daarmee wordt bedoeld:

alsQ=A/B,danQ -B=A
net zoals geldt:
asV=A-B,danV+B=A

2x—1

3x+1

Uit: (3x + 1)F(X) = 2x + 1, kun je nalinks en rechts differentiéren en het oplossen van
F'(X) vinden dat:

12 Gegevenisdefunctie F (x) =

5
Bx+1

Fe) = ,
)

Laat zien hoe dat gaat.

De methode van opgave 12 zou in princi pe kunnen worden toegepast op elk quotiént van
twee functies, waarvan je de afgeleide kunt vinden.

quotiént- Als die methode wordt toepast op het quotiént A(X)/B(x), komt er dit resultaat:
regel

AX)

B(x)

diffe / ren \ tieer

Acx)B X)—A X)BeX)
2
B x))

of in kortschrift:

AB -ABc¢

BZ

ABIC=

13 Differentieer de functie van 12 met de quotiéntregel.
14 Stel F(X) = A(X) / B(x) en bewijs de quotiéntregel viaB(x) - F(X) = A(X).

3

-1
> )
X +1
d x* +3x% + 2x

a. Laat zien dat uit de quotiéntregel volgt: Ix 5
X o + 1)

b. Differentieer ook het omgekeerde van de gegeven functie. Wat valt je op alsje het
resultaat vergelijkt met dat van vraag a?

15 Gegeven de functie: y = X
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oefeningen

16 Vergelijk de productregel met de quotiéntregel. Ze hebben wel wat van elkaar weg,
maar de productregel is evenwichtiger. De factoren in het product zijn volkomen ge-
lijkwaardig: je kunt ze tegen elkaar uitwisselen zonder dat het resultaat verandert. Bij
de quotiéntregel is dat niet het geval.

a. Wat gebeurt er met het quotiént A/B alsje A en B van rol laat verwisselen en hoe
verandert het teken van de afgeleide?

b. Stel je voor dat A/B een stijgende functie is op een zeker x-interval. . Wat is het
effect van onderlinge verwisseling van A en B?

De moraal van opgave 16:

Bij het gebruik van de quotiéntregel is de volgorde belangrijk: eerst de tellerfunctie
differentiéren (en de noemer ongewijzigd laten), daarna andersom.

17 Alsjetwijfelt aan wat eerst te differentiéren, de teller of de noemer, daniser een aar-
dige proef op de som: voer de quotiéntregel uit voor het geval de noemer-functie con-
stant 1 is. Je ziet dan meteen of je de goede volgorde hebt genomen. Leg dat uit.

18 Differentiéer de functiey in het geval y(X) =

X+2 4x
o © X+ 1
b -4 f X+ 1
4x-3 4x
3x-3 1
c g
ax-4 X+ x+1
d h Xt
x+1 x3_1
19 Hieronder zie je de grafiek van y(x) = 26X voor -6 £X £ 6.
X +1
4
3
2
1
0
-1
-2
-3
4] 5 ;i ) 0 7 Z 5

a. Volgensde tekening zijn (1, 3) en (-1, -3) detoppen van de grafiek.
Controleer dit met behulp van de afgeleide functie.

b. De grafiek is puntsymmetrisch en heeft daarom een buigpunt in de oorsprong.
Geef een vergelijking van de buigraaklijn in dat punt.

c. Bereken y«fx) en toon aan dat de grafiek nog twee buigpunten heeft.

d. Wat kun je zeggen van het gedrag van de grafiek a's x onbeperkt groeit?
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2
20 Van defunctie F x) = 136x

zieje hier een grafiek op het x-interval [-10, 10].

x4 + 16
20
15
10
5
0
-10 -5 0 5 10

a. Bereken de coodrdinaten van de toppen van de grafiek.
b. Eentweedefunctie G wordt gegeven door G(x) = F(X) + ¢, waarbij ¢ een constante
is. De grafiek van G raakt aan de lijn y = 10. Welke waarde(n) kan ¢ hebben?

Bij het differentiéren van een functie is het vaak nodig om eerst nog enkele algebraische
rekenregels toe te passen voordat je bij een ‘net antwoord’ komt. Rekenregelsdiejere-
gelmatig nodig hebt zijn bijvoorbeel d:

_AC+B
C

1. A+

A
:'_A\_@ 3: _B A 4: é:_@
C C

2. A :
BC B /B

Olw
Olw

21 Toepassen van de productregel bij opgave 6 a gaf:
1 1

Y+ ixx+4) 2

1
d _d 2 _
a—XxA/x+ = a—xx(x+4) = x+4

Laat zien hoe je de bovengenoemde rekenregel s kunt gebruiken om die laatste vormr
te schrijven als: 3x+8

2./x+4

22 Differentieer de volgende zestien vormen (soms kan het helpen om enkele rekenre-
gelstoe te passen voordat je gaat differentiéren, dat maakt het werk eenvoudiger):

12 1 4 /
3/x 3x XA Jx
% 3 N 1
3 X 3x° 3+x°
X+1 X X X
X X+1 X+1 x+1
2 10 5 x>
X" —X) X=X X x> —1) 5
X =1
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fileprobleem

2
23y(X) = 52— enyy(X) = =—
X =3 X =3

a. Berekeny;¢x) en y,¢x).
b. Defunctiesy; eny, zijn verschillend maar hebben dezelfde afgeleide.
Hoe kan dat?

24 Een te groot verkeersaanbod op eente smalleweg . . . . weer eenfile.

Hoe drukker het is, des te langzamer rijdt defile.

Blijkbaar kunnen bij lage snelheden meer auto’s worden verwerkt.

Toch gek, want bij een snelheid van 0 km/u stroomt geen enkel e auto door.

Iser een optimale snelheid van een file? Over dit probleem gaat deze opgave.
Belangrijk bij het fileprobleem is de onderlinge af stand van de auto’s. Hoe groter de
snelheid van defile, hoe groter de onderlinge afstand moet zijn, en dat isvan invioed
op de doorstroming. Anderzijds is de onderlinge afstand bij lage snelheid wel klein,
maar in een slakkegangetje kan er ook niet veel doorstromen.

De onderlinge af stand bepalen we met behulp van een vuistregel van de ANWB:

r = 0.0075 2 (vinkm/u, r = remweg in m).

a. Hoevedl m afstand tot zijn voorligger zou een automobilist tenminste moeten aan-
houden bij een snelheid van 60 km/u?
En bij een twee keer zo grote snelheid?

b. Stel je voor dat een file een snelheid van 60 km/u heeft en uit louter personen-
auto’s bestaat. Neem voor het gemak aan dat elke auto 4 m lang is en dat iedere
automobilist de voorgeschreven remafstand in acht neemt.

Op een zeker punt heeft de politie een teller geplaatst.

Co. <y o

am 27m 4m

Laat zien dat er per minuut ongeveer 32 auto’s de teller passeren.
c. Hoegroot ishet aantal auto’sdat deteller passeert bij een snelheid van 120 km/u?
d. Het aantal auto’s (=N) dat de teller per minuut passeert, is een functie van de snel-
heid v (in km/u).
Toon aan dat geldt: N = ——19299’—— .
0,45v° + 240
e. Plot degrafiek van N als functie van v op de GR en ga na dat de maximale door-
stroming van een file onder de hierboven geschetste voorwaarden plaatsvindt bij

een snelheid van ongeveer 25 km/u.

f. Bereken %;/N en gebruik dit resultaat om de optimale snelheid te berekenen.
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De afgeleide van een product of quotiént van twee functies, kun je vinden via de regels
van Leibniz:

Acx)B x)+A X)B¢x)

D8 FKX)=AKX)BKX) =73 Fc)

Acx)B X)-—A X)BeX)
B(X)2

DY Fi) =g o o) =

Regel D8 kan gemakkelijk worden uitgebreid voor produkten van drie of meer functies.
In verkorte vorm, komt er:

(ABC) = A'BC + AB'C + ABC'
(ABCD) = A'BCD + AB'CD + ABC'D + ABCD'

enz.'

Alsdefactoren A, B, enz. aan elkaar gelijk zijn, krijg je een (natuurlijke) macht van een
functie. Toepassing van de (uitgebreide) productregel geeft dan:

S AN =2 AK) AcK)
X
aol(A(x))3 =3 Ax)? Acx)
X
a‘i(A(x))“ =4 AKX AcX)
X

25 F'(X) is een maat voor de locale verandering van een functie F.
In sommige situaties zijn we geinteresseerd in de verhouding tussen F'(x) en F(x).

Het quotiént Fe®) \wordt wel derelatieve afgeleide van F genoemd. Voor derelatieve

F )
afgeleide van het product of quotiént van twee functies, gelden mooie regels.

a. Laat ziendat derdatieve afgeleide van het product van tweefuncties Aen B gelijk
is aan de somvan de relatieve afgeleiden van A en B.

b. Laat zien dat de relatieve afgeleide van het quotiént van twee functies A en B ge-
lijk is aan het verschil van de relatieve afgeleiden van A en B.

Opmerking: deze regels doen denken aan de regels die je misschien in de natuurkunde hebt
geleerd over de relatieve fout bij een product of quotiént.
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y' evenredig
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9 Exponentiéle functies

Indedl 1 (Som en verschil, afstand en snelheid’) heb je gezien dat bij een beweging ge-
geven door een exponentiéle formule, bijvoorbeeld: s(t) = 2!, de snelheid evenredig is
met de afgelegde weg.

Die ontdekking gebeurde op empirische wijze, namelijk met de GR. Daarbij gebruikte
jetabellen vany; = 2%, y, = y;(x + 0.00001) - y; enys =y, /3 0.00001.

Met weglating van de differentiey, , komt er:

Y4

-
L

i -
N e T
LM

[EL] s ¥ ] - - LET]

O O O LA e O =
= MmN

LrSE A
e L L L)

Il | AL

e
=)

Het lijkt erop dat y, en y; evenredig zijn en dat de evenredigheidsconstante ongeveer ge-
lijk is aan 0.69315.
Zo kwamen we tot de (voorlopige) conclusie:

ds st) =2 ,dan  set) = c, 2

waarbij Co » 0.69315.
Evenzo vonden we:

ds st) =3 ,dan  set) = c; 3
met c3 » 1.0986.
In dit hoofdstuk gaan we wat dieper in op het differentiéren van exponentiée functies
en de hier genoemde regels zullen nader aan de tand worden gevoeld.

1 Maak op de GR de grafieken vany, = 2¥ y, = 3¥ y3 =5 eny, = (1/2)*.

a. Deze grafieken gaan alle door een zelfde punt. Welk punt is dat en waarom?

b. Jeziet dat de grafiek van y, het spiegelbeeld is van de grafiek van y, ten opzichte
van de y-as. Hoe kun je dat met algebra verklaren?

c. Welk grondtal moet je een nieuwe exponentiéle functie geven om de spiegelgra-
fiek van y, te krijgen? En van y3?

d. Beschouw de exponentiéle functiesy = a* met a> 0.
Voor welke waarden van het grondtal a is de functie respectievelijk stijgend, con-
stant, dalend?

2 a. Teken met de GR deraaklijn aan de grafiek vany = 2¥in het punt (0, 1). Leesde
waarde van de richtingscoéfficiént af op het scherm. Komt deze waarde overeen
met wat er boven opgave 1 staat?

b. Hoegroot zal de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de grafiek vany = (1/2)*
in het punt (0, 1) zijn?
c. Enaandegrafiek vany = 3%?
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Bij de grafieken van machtsfuncties (dus functies van het type y = x2) heb je gezien dat
kennis over de helling van de grafiek in het punt (1, 1) voldoendeis om de helling in de
andere punten te vinden.

Bij de grafieken van de exponentiéle functies (y = a*) geldt iets dergelijks, maar in plaats
van (1, 1) wordt het punt (0, 1) genomen; dat is nu namelijk het punt dat op alle grafie-
ken ligt (zie de figuur op de voorkaft).

3 Alsvoorbeeld nemen we het grondtal a = 2.
Ga na dat de richtingscoéfficiént van de koorde die het punt (0, 1) verbindt met het

wandelpunt (r , 2") gelijk is aan 2'-1
r

Alsr weinig van 0 verschilt, wordt de richtingscoéfficiént van de raaklijnin (0, 1) be-
naderd door de uitkomst van bovenstaand differentiequotiént. Helaas kun je hier niet,
zoals bij de machtsfuncties, het differentiequotiént vereenvoudigen.

Daarom maken we nu een tabel, om het gedrag van de uitkomsten voor verschillende
waarden van r te bekijken.

2 -1
r r

0.1 0.7177346
0.01 0.6955550
0.001 0.6933875
0.0001 0.6931712
0.00001 0.6931495
0.000001 0.6931474

Het lijkt erop of de uitkomsten een limiet hebben: 0.69314....
Dat is ook het geval alsje voor r negatieve waarden in de buurt van 0 neemt.

4 Maak zelf een soortgelijke tabel voor r = - 0.1, - 0.01, -0.001, enz.

We nemen nu aan dat de grafiek van F(x) = 2% overal glad is, dusook in het punt (0, 1).
De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de grafiek in (0, 1) isdan gelijk aan:

im FEO=FO) _2'-1

rfi 0 r-0 rei o I
Die limiet is een getal waarvan de eerste vijf decimalen achter de komma kennelijk
69314 zijn. Omdat de limiet niet exact te geven is met decimalen (er zijn er oneindig
veel), gebruiken we voorlopig de al eerder ingevoerde notatie: C,.

8
r
4 C, = lim2=1
re0 '
rcicz
0 /[
-4 0 4
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Nu bekijken we het verband met de helling in andere punten.

Neem een punt P = (x, 2¥) en een wandelpunt P, = (X, , 2X*) op de grafiek vany = 2%,
De richtingscoéfficiént van de koorde PP, is gelijk aan:

X*
2 =¥

Vergelijk deze vorm met:

Stel: X, - x=r. Dan geldt: X, =r + X.
Ingevuld in de eerste vorm geeft:

2X*_2X _ 2r+x_2x _ 2r2x_2x _ 2r_1 2X
X, —X r r r
Als nu x, nadert tot x, dan nadert r tot O.
Er komt nu:
X X r
lim 2 =2 = |im2=1 2 = ¢, 2¥
X, fi X X, —X ri0 T
En daarmee is aangetoond:
Als F(x) = 2%,

dan F'(x)=c, 2%

Voor andere positieve grondtallen (,, 1) kan dezelfde redenering worden gegeven.
Zo krijgen we de algemene formule:

Als F(x) = a¥,

dan F'(x) =c, a*

In woorden: de afgeleide van een exponentiéle functie is evenredig met de functie zelf.
Hieronder zie je een lijstje van de evenredigheidsconstante c, voor a = 2, 3, 4, ..., 10,
afgerond in negen decimalen achter de komma.

a Ca

0.693147181
1.098612289
1.386294361
1.609437912
1.791759469
1.945910149
2.079441542

© 00 N o OO A~ W N

2.197224577
2.302585093

[En
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het getal e

5 Bereken (in je antwoorden mag je de passende constante c, laten staan):

d _x+2 d .t
a. a—x5 d. ai(z +2 )
b. L5 59 d. .

dx e a-t(t 3)

E —X d t
C. dx2 f. cTtJe

6 Bekijk detabel van de constanten c,.
Het lijkt erop dat c4 gelijk isaan 2 - ¢, endat cggelijk isaan 3 - C,.
Hoe kun je dierelaties bewijzen?
Aanwijzing: schrijf eerst 4° en 8% a's machten met grondtal 2.

7 a. Controleer in de tabel dat ¢, = ¢, + C5. Je kunt die eigenschap verklaren uit de
productregel. Hoe?
b. Bewijsdat voor alle positieve waarden van aen b geldt: c,p =c4 + Cp .

8 a. Indetabel van c, zieje: hoe groter a, hoe groter c,. Vanzelfsprekend?
b. Wat kun je zeggen van de waarden van c, voor 0 < a < 1?

9 Bekijk opnieuw de c,-tabel. Omdat de waarden van c, geleidelijk oplopen met toe-
nemende waarden van a, zal er één grondtal a zijn, ergens tussen 2 en 3, waarvoor
geldt c, = 1. Probeer met hulp van de GR een benadering van dat getal te vinden in
twee decimalen achter de komma.

Het grondtal a waarvoor geldt dat de constante c, gelijk isaan 1, iseen van de beroemde
getallen uit de wiskunde. Dit getal wordt aangeduid met de letter e.

Dit ister ere van de Zwitserse wiskundige L eonhard Euler (1707 - 1783) .

Het getal heeft een aantal mooi e eigenschappen en duikt overal in de wiskunde op. Maar
ook daar waar wiskunde toegepast wordt in andere vakken, kom je e vaak tegen.

Wij hebben nu één van de vele eigenschappen van e leren kennen, namelijk:

Met als gevolg:

In woorden:
de exponentiéle functie met grondtal e is gelijk aan zijn afgeleide.

10 Het getal e, of beter de functiey = €%, zit standaard op de GR.

a. Neemy(x) = €“en plot de grafiek. Teken ook deraaklijnin (0, 1). Hoe groot moet
derichtingscoéfficiént zijn?
b. Maak nu de grafiek van de afgeleide van y.

Bereken e (= e!) met de GR. Vergelijk dit resultaat met je antwoord bij 9.

d. Het lijkt erop of de decimalen van e een regelmatig patroon vormen, maar dat is
schijn. Om nog drie decimalen te berekenen, kun je de uitkomst van e eerst met
1000 vermenigvuldigen en vervolgens het stuk voor de komma (2718) er aftrek-
ken. Bepaal op deze wijze de benadering van e in 12 decimalen.

o
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Beroemde getallen en aftelversjes

De getallen p en e zijn beroemdheden in de wereld van de exacte vakken.

Beide getallen hebben oneindig veel decimalen achter de komma; in die decimale
ontwikkeling is geen mooi regelmatig patroon te zien, zoals bijvoorbeeld in de
ontwikkeling van 1/6 = 0.1666666666.... of van 2/7 = 0.28571428571428...

Sinds de komst van rekenmachine en computer kun je gemakkelijk aan een aantal
decimalen van p en e komen, maar vroeger was dat anders. Toen zat er niet anders

op dan te gaan rekenen of om de decimalen op te zoeken in een boek. Omdat de

de meeste mensen gemakkelijker een tekst (= rijtie woorden) dan een rijtje van

cijfers onthouden, bedacht men allerlei zinnen of versjes om bijvoorbeeld de decimalen
van p te kunnen onthouden. Hier komt er eentje, waarschijnlijk afkomstig van de Engelse
natuurkundige Arthur S. Eddington:

How | want a drink, alcoholic of course, after the heavy chapters involving quantum mechanics

IR

Geheel in overeenstemming met:
p = 3. 14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 58209 ...

Een heel romantisch pi-versje (in oude spelling) en voor wat minder decimalen is:

Eva, o lief o zoete hartedief
uw blauwe oogen
zijn wreed bedrogen

Voor:
e = 2.71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 47093 99959 57496 ...
heeft de Nederlandse wiskundige E.C. Buissant des Amorie het volgende versje bedacht:

Je ontmoet e steevast in wiskunde

‘t grondtal is vernoemd naar Euler misschien!
Deze knaap is een genie van klasse!

Ik bewonder Leonard zeer.

De uitroeptekens staan hier voor het cijfer nul.

Een ander versje is afkomstig van Maurits Dienske (docent lerarenopleiding), blijkbaar
onwetend van het bestaan van het vers van Buissant:

De handige e

grenstal en grondtal,

e evenaart pi,

nochtans geen enkel aftelvers.
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¢, =€log2

a de e g2
dx dt
d —x

b. —e d t+ 2
dx f. OIt(e e)
d 5X d t

C &Ze g cTt(_e)
d 5 h. 9 t-1)d)

12 Gegeven de functiey = (¢ + %) / 2.
a. Plot met de GR de grafiek (venster [-2, 4] bij [0, 4]). Weat zijn de codrdinaten van
de top van deze grafiek?
b. Teken deraaklijnin het punt met x-codrdinaat 1. Bereken de exacte y-codrdinaat
van het snijpunt van die raaklijn met de y-as.
c. Toon aan dat geldt: y"' = .

13 Plot met de GR de grafiek van y = 5xe™
a. Toon aan dat de top van die grafiek de x-codrdinaat 1 heeft.
b. Heeft de grafiek een buigpunt? Zo ja, welke x-codrdinaat heeft dat punt?

Je hebt nu gezien dat het differentiéren van machten van e prettig is omdat de differen-
tieerconstante gelijk is aan 1. Daarom wordt in de praktijk veel met machten van e ge-
werkt. Dit ismogelijk omdat machten met een ander grondtal dan e herschreven kunnen
worden als machten van e. Stel bijvoorbeeld: 2 = e en dus 2% = (4% = &

Dan geldt:

Conclusie:

Met andere woorden c, is de exponent van de macht, waartoe je e moet verheffen om 2
te krijgen. Maar dat getal is per definitie de e-logaritme van 2.
Ofwel:

c, = €log2.

Dit geldt natuurlijk ook voor een willekeurig ander grondtal a (>0):
c, = €loga.
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natuurlijke De evenredigheidsconstanten c, , die optreden bij het differentiéren van exponentiéle
logaritme functies blijken dus gelijk te zijn aan logaritmen met grondtal e. Dergelijke logaritmen
worden natuurlijke logaritmen genoemd.
In plaats van bijvoorbeeld €log2 schrijft men vaak In2 (In = logaritmus naturalis).

14 Op de GR zit de toets LN. Bereken hiermee ®og2 (of In2) en ©log3 (of In3) en verge-
lijk de resultaten met de tabel van de constanten c, (bladzij 54).

15 Kijk nog even terug naar opgave 7. De daar genoemde e genschap komt overeen met
een eigenschap van de logaritme. Noem die | ogaritmische eigenschap.

Nu we weten dat de constanten c, natuurlijke logaritmen zijn, zullen we die voortaan
gebruiken bij het differentiéren van exponentiéle functies:

—a* = elo a- aX
dx< = 9
ofwel:

X

a = Ilna ax
dx

16 Verklaar op twee manierendat Ine= 1.

17 Bereken:
d(5 o dgo
a d—>‘<(|'rT dt
d/In d. d et
b ) at

18 Aan degrafiek vany = €“is een ‘raaklijndriehoek’ getekend, met de basis op de x-as.
7 : : ‘ ‘ ‘ :

basis

1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
a. Toon dat de lengte van die basis onafhankelijk is van de plaats van het raakpunt
op de grafiek.
b. Geldt deze eigenschap ook voor andere grondtallen dan €?
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Exponentiéle functies treden op in modellen van groeiprocessen. Een vee gebruikt
groeimodel wordt gegeven door de formule:
y=b et

Hierin staat de constante b voor de waarde (van y) op het tijdstip t = 0.

19 a. Onderzoek op de GR welke invlioed de constante ¢ heeft op het groeiproces.
Neem ook negatieve waarden van ¢ in beschouwing.
b. Verklaar dat voor de groeisnelheid y' geldt: y' = cy.

In een later boekje zullen we ingaan op de herkomst van dit type model en van andere
modellen die wat ingewikkelder zijn. Over zo'n wat ingewikkelder model gaat de vol-
gende opgave.

20 Voor de groel van een pompoen heeft een biol oog het volgende model opgesteld:

3000

—1,2t
1+ 9e

Hierin ist detijd in dagen (vanaf een zeker moment in het groeiproces), G het ge-
wicht van de pompoen in gram.
a. Bekijk de grafiek bij dit groeimodel op de GR (kies het venster [-5, 10] hij [O,
4000].
Hoe zwaar is de pompoen op den duur?
b. Leg uit dat je het antwoord van a ook uit de formule kunt vinden.
c. Laat zien dat voor de afgeleide G' geldit:
—1,2t

Ge= 126 —2€

—1,2t
1+9e

d. Hoekunjeaan deformulesvoor G en G' zien dat de pompoen op den duur vrijwel
niet meer groeit?
e. Leidt uit de beide formules af dat geldt:

Ge= 1.2G —0,0004G>

Aanwijzing: druk eerst 9e 12 Litin G
f. Leidt nu ook af:

Gt = G¢(1,2-0,0008G)

g. Degrafiek van G alsfunctie van t heeft één buigpunt. Bepaal zo nauwkeurig mo-
gelijk de cobrdinaten van dat buigpunt.
Wat is de betekenis van dit punt voor de groei van de pompoen?
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afgeleidevan
exponentiéle
functies

natuurlijke
logaritme

extra opgave

samenvatting

D10 F(x)=a* =——3p F(x)=Ina-a*

voor alle waarden van a >0

Hierbij geldt:
Ina=1voora=e »2.71828...

Ina="°Cloga

De logaritme met grondtal e wordt natuurlijke logaritme genoemd.
Het symbool In staat voor logaritmus naturalis.

Als speciaal geval van D10 geldt:

D10’ F(X) =e* =——p F'(x)=¢e"

In woorden:
de exponentiéle functie met grondtal e is gelijk aan zijn afgeleide.

21 De afgeleide van een exponentiéle functie is evenredig met de oorspronkelijke func-
tie. Bij het grondtal e is de evenredighei dsconstante gelijk aan 1.
a. Bij welk grondtal is de evenredigheidsconstante gelijk aan 2?
b. Bedenk een functie F waarvoor geldt: F'(X) = 5F(X).
c. Bedenk een functie F waarvoor geldt: F'(xX) = -F(X).
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log en 10"
zijn elkaars
inverse

Inen e
zijn elkaars
inverse

10 Logaritmische functies

Op de GR zitten twee ‘logaritmische’ toetsen, namelijk LOG en LN.
LOG staat voor ‘logaritme-met-grondtal-10’ en LN voor ‘logaritme-met-grondtal-€'.

log x = 10Iogx en In x = €log x

1 VoerindeGR defunctiesy, = logx eny, = 10,
a. Bekijk de tabellen van deze twee. Wat is opmerkelijk? Hoe verklaar je dat?

b. Vervang nu logx door Inx en 10" door e'*. Wat verandert er aan de tabel?

De functiesy; = logx en y, = 10* zijn inverse functies van elkaar.
Het woord ‘inverse’ komt uit het Latijn en betekent ‘ omgekeerde'.
De omkering (of beter verwissealing) zie je bijvoorbedld in:
y1(1000) = 3 eny, (3) = 1000
Je ziet dus dat bij de inverse functie ‘input’ en ‘output’ verwisseld zijn.
Dat betekent ook: als je op een getal y, toepast en daarna op het resultaat y, , dan krijg
je asuitkomst het oorspronkelijke getal. Bijvoorbeeld:

log 1on

1000 —» 3 ——» 1000
10" log

-2 —» 001 —» -2

Algemeen geldt voor x > 0 en u willekeurig:

log 10”
X —» logx ——» x

1o0n lo
u —» 10 _g» u

Deze twee ‘kettingen’ kun je ook in formulevorm gieten:

10/09% = x
log(10Y) = u

2 Evenzozijn defunctiesy; = In x eny, = e inverse functies van elkaar.
Maak soortgelijke formules als hierboven voor deze beide functies.

3 Op deGR zit geen knop voor logaritmen met een ander grondtal dan 10 of e.
Toch kun je ook van bijvoorbeeld y = 2Iog x de grafiek maken op de GR.
a. Ganadaty = Zlog x gelijkwaardig is met x = 2Y en dus met 10'°% = (10'°92) .
b. Verklaar dat hieruit volgty log 2 =1og x
¢. Hoekunjenudefunctiey = 2Iog X invoeren in de GR?
d. Maak de grafiek van y = 2log x. Hoe ligt die grafiek ten opzichte vany = 2%?
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regels voor
logaritmen

In opgave 3 heb je deze formule herontdekt:

2 _ logx
logx = —==
d log2
Laat nu ook zien dat geldit:
2 Inx
logx = —=
d In2

Controleer dat beide formules dezelfde grafiek geven.

Nu volgt een korte herhaling van de belangrijkste regels voor logaritmen.

Overgangsformule

Deformules van opgave 4 noemen we overgangsformules, omdat ze de overgang
van een grondtal (hier 2) naar het grondtal 10 of e bewerkstelligen.

In het algemeen geldt voora>0ena , 1.

Hoofdeigenschap

Naast de overgangsformule is ook de volgende formule voor logaritmen interes-
sant. Die formule zegt hoe je van de som van twee logaritmen met hetzelfde
grondtal één nieuwe logaritme kunt maken. Of ook: dat je van een product een
som kunt maken door ‘bemiddeling’ van een logaritme. Nemen we bijvoorbeeld
het grondtal e, dan geldt voor alle positieve waarden van a en b:

Ina+Inb = Inab

Deze regel wordt de hoofdeigenschap van de logaritmen genoemd.

Logaritme van een macht.
Een derde belangrijke eigenschap gaat over de logaritme van een macht.
Er geldt namelijk voor positieve a en willekeurige t:

t
Ina” =t Ina

Deze beide eigenschappen zijn terug te voeren op eigenschappen van machten,

u+v u

namelijk: ¢° g’ = g"*' en @")’ = gV

Kies g = e om bovenstaande e genschappen voor natuurlijke logaritmen te bewijzen.
Hier volgt een fragment van het bewijs van de hoofdeigenschap:

| Inb
—ab=¢e" e™ = .

a. Maak het bewijs af.
b. Geef het bewijs van de andere eigenschap (dus over de logaritme van een macht).

Hoe bewijs je beide eigenschappen voor logaritmen met grondtal 10?
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7 Toon aan dat geldt:
10

z logk = log (10!)
k=1
Opmerking: 10! (spreek uit: 10-faculteity =1 -2 - 3 - .... - 10.

8 Bedenk een formule voor:

n
3 In )
k=1

afgeleide van  Je gaat nu ontdekken hoe je logaritmische functies kunt differentiéren. Daarbij kan han-

In en log dig gebruik worden gemaakt van de regel voor het differentiéren van een exponentiéle
functie.
9
7 . 4
—e =In
6 y 3 y X
5 2
4 (xy) 1t 4 X.Y)
3 o]
2 1
1 / 2
0
[1 )
L7 S S 1T 2 3 4 4

"1 0 1 2 3 4 5 6 7

Bekijk de grafieken van defunctiesy =e‘eny =Inx.

In opgave 18 van het vorige hoofdstuk heb je gezien dat in de linkerfiguur de zijde
van de raaklijndriehoek die langs de x-as valt, gelijk isaan 1.

Dat geldt dusin de rechterfiguur voor de zijde die langs de y-as valt!

Verklaar nu dat geldt:

nx = 1
X

d,
dx

10 Nujede afgeleide functie van de natuurlijke logaritme kent, ken je ook de afgeleiden
van andere logaritmische functies, bijvoorbeeld van die met grondtal 10.
Laat zien dat uit 9 volgt:

ogx = L1
dx 9 In10 x
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11 De ontbrekende schakel.

a%((ax ) = X
C%( 1.3y = ¢2
%(g %) = x
Sw =1
C%((. )= X"
%((—x'l) X7
aq)—((—%x_z) X~

a. Dezerij kan gemakkelijk worden uitgebreid naar beide kanten. Wat zal de eerst-
volgende regel aan de bovenkant zijn? En aan de onderkant?
b. Het principe kun je in één formule gieten:

a
dx

(. )= x5

Wat moet er staan op de plaats van de stippen?

Deze formule geldt voor k=0, 1, 2, 3, ... envoor k= -2, -3, ...

Echter niet voor k = -1.

Het isverbazend dat voor die ontbrekende schakel de logaritmische functie nodigis!
We hebben immers op de vorige bladzij ontdekt:

agg Inx) = x

Eén van de eerste wiskundigen die de differentiaalrekening doceerde, was de Zwitser
Johann Bernoulli. Van de colleges die hij in 1691 en 1692 in Parijs gaf, zijn de aan-
tekeningen bewaard gebleven enin 1922 boven water gekomen. Uit die notitiesblijkt
dat Bernoulli toen nog niet goed raad wist met die ontbrekende schakel. Hij noemde
‘oneindig’ als oplossing. Misschien heb je wel een idee hoe hij op die gedachte
kwam. Overigens duurde het daarna niet lang voordat hij wist dat de gezochte scha-
ke de (natuurlijke) logaritme moest zijn.




12 Bereken:

dz2 d

a. Ix logx d. a—t(t+ Int)
d

b. a)—(InZX e, aqt(t Int)
d d Int

C. &In 2+ X) f. d—tT

13 Laat ¢ een positieve constante zijn.
Volgens de hoofdeigenschap geldt voor iedere positieve waarde van x dat
Incx=Inc+Inx.

Dus moeten ook de afgeleiden van linker- en rechterlid aan elkaar gelijk zijn.

Ganaof dit klopt.

14 a. Maak op de GR de grafiek vany = xIn x - x.
b. Bereken de cotrdinaten van de top van die grafiek.

15 a. Maak op de GR de grafiek vany = (In ).
b. Toon aan dat de grafiek aan de x-as raakt.
c. Bereken de coodrdinaten van het buigpunt van de grafiek.

16 a. Bewijsdat uit de hoofdeigenschap volgt:
Ina—Inb = In
b

voor alle positieve waarden van a en b.
b. Differentieer de functie die voor x > lis gegeven door:
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samenvatting

inverse

Defuncties F, x) = “logx en F,x) = a*
functies

a ,meta>0ena, 1, zijnekaarsinverse.

Fq a Fs
X —» %logx —=p» X
F F
u —2 % at 1,
Ofwel:
Zlogx
e
a
Iog(au):u

rekenregels Voor logaritmen met grondtal a gelden de volgende rekenregels:

a logx Inx
logx = 9Xx

loga Ina

a a a
logx + logu = logxu

a t _ ., a
logx =t “logx

afgeleide
a
{
van -og D11

F(X) = 3og x —p FX= —

X

Als speciaal geval van D11 geldt:

D11’ F(x) = In x —_— FX= )1(

extraopgave 17 Beschouw de grafiek vany = In x.
a. Stel Aishet punt (1, 0) en A, ishet wandelpunt (r , Inr) metr >0,r , 1
Toon aan dat de richtingscoéfficiént van de koorde AA. gdlijk is aan:

Inr

r—1
b. Verklaar: |im dnr _ 1
ro1 =1
c. Stel P en P, zijn de punten respectievelijk met x-codrdinaat p en pr op de grafiek.
(p>0,r>0,r , 1). Toon aan: richtingscoéfficiént van de koorde PP, isgelijk aan:
Inr 1
r-1p
d. Wat isde limiet hiervan voor r nadert tot 1?




lineaire
benadering

11 Lineaire benaderingen

1 a. Plot op de GR met venster [-3, 3] hij [-1, 3] de grafiek vany = €~
b. Zoominop het punt (0, 1). Herhaal dit enige malen, totdat de grafiek zich alseen
rechte lijn vertoont. Ganawelk x-interval nu bij het venster past.
c. Laat decursor over de grafiek lopen en ga nadat er tussen de y-coordinaat en de
x-cotrdinaat bij benadering een lineair verband bestaat.

Wat jein opgave 1 hebt gezien, drukken we z4 uit:

eX wordt in de buurt van x = 1 lineair benaderd door 1 + x

Dit betekent hetzelfde as. delijn met vergelijkingy = 1 + x isde raaklijn aan de grafiek
vany = e*inhet punt (0, 1).
In korte notatie:

ex »1+X Vvoor X»0
2 Vergelijk op de GR de tabellen vany = €‘eny = 1 + x voor x tussen 0 en 1 en met
stapjes van 0.01. Tot welke x-waarde in de tabel is de lineaire benadering van €

nauwkeurig tot op één honderdste?

Merk op dat de lineaire benadering van een functie (of grafiek) locaal bepaald is. Dat
wil zeggen dat zij afhankelijk is van de plaats op de grafiek. Bijvoorbeeld:

3.2
14
3
12
2.8
1 e
2.6
0.8
24
0.6
22
-04 -0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1 12 14
X X
e »1+X voor X »0 e »ex voor X»1

3 Controleer (viade afgeleide) de formule bij het rechter plaatje.
4 Geef een lineaire benadering in de buurt van x = 0 van:

2X 3

a e C. (]_+X)
b. (1+x)>? d _2
X+1
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lineair
benaderbaar

5 a. Controleer dat voor x » 100 geldt:

JX» 10+ 0,05 x —100)

b. Gebruik deze lineaire benadering om uit het hoofd /102 te schatten. Controleer
met de GR dat deze schatting in twee decimalen nauwkeurig is.

c. Tot welk gehedl getal boven de 100 kun jedewortel uit dit getal in twee decimalen
nauwkeurig schatten met bovenstaande formule?

6 Alsjein€*» 1+ xrechts en links de natuurlijke logaritme neemt, komt er:
In(1 +x) » x voor x » 0
Het lijkt er dus op dat x de lineaire benadering is van In(1 + x) in de buurt van x = 0.
Toon aan met behulp van de afgeleide van y = In(1 + x) dat dit inderdaad zo is.

7 Geef delineaire benadering van In x in de buurt van x = 1.

8 Toon aan dat de lineaire benadering van F(x) = In x in de buurt van x, gelijk is aan:

L &) = Inx,+ 1 X—X,)
(0]

In Xo /
0

0 1 2 Xo 4 5 6 7 8

In plaatsvan ‘de grafiek van defunctie F isglad in het punt met x-codrdinaat x,’, zeggen
we ook: ‘F islineair benaderbaar in x,’ .
Geven we de lineaire benadering in x, aan met L(x), dan:

L&) = F)+F X)) X=Xg)

We merken op dat geldt:
— FenL zijngelijk voor x = X, , kortweg: F(x,) = L(X,)

— F(x) - L(x) isvoor x in de buurt van x, zeer klein in vergelijking met x - x,!
F x)—L )

Dat wil zeggen dat het quotiént tot O nadert voor x nadert tot X, .

0o

9 Controleer deze | aatste bewering voor de lineaire benadering in 8.
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Een aardigetoepassing van een lineaire benadering is het schatten van de verdubbelings-
tijd bij exponentiéle groei of de halveringstijd bij exponentiéle afname. Daarover gaan
de volgende opgaven.

verdubbe- 10 Veronderstel dat de bevolking van een zeker land groeit met 2% per jaar.
lingstijd a. Uitgaandevan Nginwonersop zeker moment, dat wet = 0 noemen, wordt het aan-
tal inwoners nat jaar gegeven door de formule:
N¢) = N, 1,02

Verklaar deze formule.
b. Dezeformuleiszonder bijbehorende grafiek of tabel niet zo veel zeggend. Om een
goed inzicht te krijgen in de snelheid van het groeiproces stellen we ons de vraag:
Hoe lang duurt het voor de bevolking is verdubbeld?
Voor de beantwoording van die vraag kun je de vergelijking: 1,02' = 2 oplossen.
Gadit naen los die vergelijking op door links en rechts de natuurlijke logaritme
te nemen.

11 Je zet een zeker bedrag K op de spaarbank en dat levert je 5% rente per jaar op. Die
rente laat je staan, zodat het jaar daarop over een groter kapitaal rente wordt bijge-
schreven.

a. Nahoeveel jaar isje kapitaal verdubbeld?
b. Alsjedeverdubbelingstijd weet, kun je snel schatten wanneer je kapitaal bijvoor-
beeld verachtvoudigd is. Na hoeved! jaar is dat?

12 Er bestaat een handige vuistregel voor het berekenen van de verdubbelingstijd bij
vaste procentuele groei per tijdseenheid. Als p het groeipercentage per tijdseenheid
isen d de verdubbelingstijd (gemeten in die tijdseenheid), geldt:

d-p=70
a. Controleer of die vuistregel klopt met je resultaten van de opgaven 10 en 11.
b. Isdieregel ook erg nauwkeurig voor het geval er sprakeisvan groei met 25% per
jaar?
13 Om te achterhalen waar die vuistregel vandaan komt, bekijken we de formule voor
exponentiéle groei met p% per tijdseenheid. De formule bij die groei is:
= By
Nt) =Ny, @+ 100)
a. Verklaar die formule.
b. Toon aan dat voor de verdubbelingstijd d geldt:
d = In2

P
In @+ 100)

¢. Verklaar nu de vuistregel met behulp van de lineaire schatting van opgave 6.
d. Jebegrijpt nu ook waarom die regel alleen redelijk klopt als het percentage p niet
a te groot is. Vertel het maar.

14 In een laboratorium wordt een bacterie gekweekt. De omstandigheden zijn zodanig,
dat er onbelemmerde groei is met een percentage van 2.5% per dag.
a. Nahoeveel weken heeft de bacteriekolonie zich verdubbeld?
b. Jeweet wellicht dat 21° = 1024. Laat nu zien (zonder rekenmachine te gebruiken)
dat de kolonie naeen jaar ruim 8000 keer zo groot is.
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halverings-

tijd

15 1n 1986 vond er een explosie plaats in de kerncentrale van Tgernoby! (in de toenma-
lige Sovjetunie). Daarbij kwam een aantal radioactieve stoffen vrij. Omdat radioac-
tieve elementen instabiel zijn, neemt de intensiteit van de radioactieve straling af in
deloop van detijd. Dit proces, vaak ‘radioactief verval’ genoemd, verloopt bij bena-
dering exponentieel. Om inzicht te krijgen in de snelheid van verval, gebruikt men
het begrip halveringstijd (men spreekt ook wel van halfwaardetijd). Dit is de tijd
waarin de straling tot de helft is gereduceerd. Hieronder staat een overzicht van de
stoffen die bij de ramp van Tgernobyl vrijkwamen.

Tabel 1 Inhoud van de kern van Tsjernobyl en fractie van geloosde radionucliden

element halveringstijd kerninhoud* geloosde fractie
(d) (Bq) (%)
KR-85 3930 33 x 10'® 100
Xe-133 527 1,7 x 10'8 100
1-131 8,05 1.3 x 10'8 20
TE-132 3,25 3.2 x 10" 15
Cs-134 750 19 x 107 10
Cs-137 1.1 % 10° 29 x 10" 13
Mo-99 2.8 48 x 10'® 23
Zr-95 65,5 4.4 x 10" 3,2
Ru-103 395 41 x 10'® 29
Ru-106 368 2,0 x 10"® 29
Ba-140 12,8 2.9 x 10'8 5.6
Ce-141 325 44 x 10" 2.3
Ce-144 284 32 x 10'® 2.8
Sr-89 53 2,0 x 10" 4,0
Sr-90 1,02 x 10* 2,0 x 10" 4.0
Np-239 2,35 1,4 x 10" 3
Pu-238 3,15 x 10* 1,0 x 10'® 3
Pu-239 8.9 x 10° 8,5 x 10" 3
Pu-240 2.4 x 108 1.2 x 10" 3
Pu-241 4800 1,7 x 107 3
Cm-242 164 26 x 10'® 3

* Verval gecorrigeerfj voor 1986-05-06 en berekend op de door de Soﬁjet—russisnhe _experts
voorgeschreven wijze

a. Je ziet een enorme spreiding in halveringstijd. Het element uit de tabel met de
kortste halveringstijd is Np-239 (Neptunium) met een halveringstijd van 2.35 da-
gen. Ganadat het verval per dag ongeveer 25% bedraagt.

b. Van welke stof is het verval ongeveer 50% per jaar?

c. Voor kleine vervalpercentages (en dus lange halveringstijden), geldt weer een
vuistregel:

h-p=70
Hierin is h de halveringstijd in dagen (of langere tijdseenheden) en p het reduc-
tiepercentage per tijdseenheid. Verklaar deze regel.

d. Welk element uit de tabel heeft de langste halveringstijd. Hoeveel eeuwen be-
draagt die ongeveer? Hoe groot is het verval percentage per eeuw?

e. Welk element uit de tabel heeft een vervalpercentage van 6.5% per jaar? Hoeveel
jaar na 1986 is er van deze bij de ramp vrijgekomen stof nog 1 promille over?
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lineair bena-
derbaar

verdubbe-
lingstijd

extra opgave

samenvatting

Een functie F islineair benaderbaar in het punt (X, , F(X,)) as de grafiek bij herhaald
inzoomen benaderd wordt door één rechte lijn.
Alswe de lineaire functie die bij die lijn hoort aanduiden met L, dan geldt:

L&) = F)+F X)) x=Xg)

Je kunt dan schrijven:

Fx)»L ()

Dat betekent:

Een vuistregel voor het schatten van de verdubbelingstijd bij een exponentieel groeipro-
ces berust op het principe van lineair benaderen.

Alsdegroeifactor gelijk isaan 1 + %) met 0 < p < 10, dan geldt bij benadering voor de

verdubbelingstijd d de vuistregd:
d-p=70

Alsp <0, iser sprake van exponentieel verval en danis het begrip haveringstijd (h) van
belang. De vuistregdl is dezelfde (met vervanging van d door h), onder voorwaarde dat
p/100 betrekkelijk dicht bij O zit, zeg p > -10.

16 In4 zag jedat L(X) = 3x + 1 delineaire benadering isvan F(x) = (1 + x)3 in de buurt
van x = 0.
Hoe kun je dit verklaren zonder gebruik te maken van de formule voor de afgeleide
functie F'? (Denk aan de eisdieje moet stellen aan het verschil F(x) - L(X) in debuurt
van x =0).
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12 Kettingregel

In het voorgaande heb je regels geleerd om som, verschil, product en quotiént van twee
‘vertrouwde’ functies te differentiéren. Er is nog een andere manier om een functie sa-
men te stellen uit twee (of meer) vertrouwde functies. Daarover en over hoe zo' n functie
te differentiéren, gaat dit hoofdstuk.

1 Kieshet venster [-10, 10] bij [-10, 10] op de GR en voer in;
y1=1+3xeny,=5+2y;.
Bekijk de twee grafieken. Die van y; is een rechte lijn met richtingscoéfficiént 3, al-
licht. Verklaar waarom de grafiek van y, als functie van x ook een rechte lijn moet
zZijn. Wat is de richtingscoéfficiént van die lijn?

ketting van In opgave 1isy, een functie van y; die op zijn beurt een functie van x is; y, is een soort
functies tweetraps-functie van x.

X > Y1 > Yo

We spreken in zo'n geval van een kettingfunctie.

2 Het linker venster toont een grafiek van u als (lineaire) functie van x en het rechter
venster geeft y als (lineaire) functie van u.

u
14 28 y

13 27
12 26 /
11 25 /

10 X 24 u
2 3 4 5 6 10 11 12 13 14

Omdat u een functieis van x en y een functie van u, isy ook een functie van x.

a. Teken op een vierkant venster van [2, 6] bij [24 , 28] de grafiek van y als functie
van x. Ganadat die functie ook lineair moet zijn.

b. Welke richtingscoéfficiént heeft de grafiek?

3 Dezelfde opdracht als 2 maar nu bij deze plaatjes:

u y
9 14
8 13
7 12

/
/

6 11
5 X 10 u

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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product van
hellings-
getallen

4 In de voorgaande drie opgaven heb je ontdekt dat je bij het maken van een ketting
van twee lineaire functies als resultaat weer een lineaire functie krijgt. Bovendien
blijkt: de richtingscoéfficiént van de kettingfunctie is gelijk aan het product van de
richtingscoéfficiénten van de twee component-functies.

Deze ontdekkingen kan in zijn algemeenheid worden bewezen door uit te gaan van:
u=Ax+Beny=Cu+D.
Geef dat bewijs.

Het bewijs van opgave 4 is typisch een algebraisch bewijs. Voor het belangrijke feit dat
de richtingscoéfficiént van de kettingfunctie gelijk is aan het product van de richtings-
coéfficiénten van de twee component-functies, is er ook een bewijs dat reken- en teken-
werk combineert.

u y

rc=A / rc=C
Y1
Dy —»

Duaul'
Uo! Yo
X ‘ u
X0 X1 Upg, Uz
DX DU
Up -Up=A - (Xg - Xg) Y1 -Y0=C - (ug - ug)

| |
v

Y1 -Yo=CA - (X1 - Xq)

In delinker figuur zie je hoe bij het interval [xq, x4] het interval [ug, uq] hoort.

Omdat de richtingscoéfficiént van de grafiek gelijk isaan A, is het u-interval A keer zo
lang al's het bijbehorende x-interval.

In derechter figuur geldt: het y-interval is C keer zo lang als het bijbehorende u-interval.
Dit gecombineerd geeft: het y-interval is CA keer zo lang als het bijbehorende x-interval.
Met de delta-notatie wordt het nog iets korter:

Du =A - DX Dy=C - Du

|
v

Dy = CA - Dx

5 Verandert er iets aan het bewijs als A of C (of beide) negatief zijn? Maak zelf een
plaatje voor het geval A<0enC<O0.
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6 Voer inop de GR met venster [-6, 6] bij [2, 6] de formules:
y1 =x2 eny, = In(1+yy).
a. Bekijk aleen de grafiek van y, als functie van x. Die grafiek is symmetrisch ten
opzichte van de y-as. Hoe kun je dit uit de gegeven formules verklaren?
b. Op grond van de symmetrie kun je verwachten dat de raaklijn aan die grafiek in
het punt (0,0) horizontaal is. Controleer dit door inzoomen.

7 Het sterke vermoeden is nu dat de afgeleide van y, naar x in x = 0 de waarde O heeft.
De vraag is natuurlijk wat de waarde van de afgeleide in andere puntenis.
Voordat we die vraag gaan beantwoorden, luisteren we even mee met dit tweege-
sprekje.

Bob: “Hoe moet je y(X) = In(1 + x?) differentiéren?”

Rob: “.... hetisIn, dusik denk: 1 gedeeld door 1 + x2..."

Bob: “Ja, dacht ik ook, maar dat klopt niet bij x=0. “

Rob: “Tja...???”"

Bob: “Wacht even, je moet natuurlijk x differentiéren, ..., ik denk delnvan 2x .”
Rob: “Klopt dat wél voor x=01?"

a. Nog een gokje: de afgeleideis 1 gedeeld door 2x. Welke gedachtengang zit hier-
achter en waarom kan dit niet kloppen?
b. Geef met de GR een schatting voor de waarde van de afgeleidein x = 3.

Om de exacte waarde van bijvoorbeeld y'(3) te vinden, bekijken we de grafieken van de
functies u(x) = X2, y(u) = In(1 + u) en y(X) = In(1 + x?), respectievelijk in de buurt van
X=3,u=9enx=3.

u
10 X
— 2 y =In(1+u)
3 Biu=s
9 In10f——————————
2
8 X u
2 3 4 8 9 10
y
3l |y =In(1+x?)
bijx =3
In 10
2
X
2 3 4
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kettingregel

Met behulp van de afgeleiden van u alsfunctie van x en van y als functie van u, kan men
lineaire schattingen opschrijven van Du (= u - 9) in de buurt van x = 3 en ook van Dy

(=y - In10) in de buurt van u = 9. Hieruit kan dan, met het principe dat je op bladzij 54
hebt gezien, een lineaire schatting van Dy in de buurt van x = 3 worden afgeleid. Aldus:

Du » 6 - DX Dy »0.1 - Du

| |
v

Dy » 0.6 - Dx

8 a. Controleer de twee lineaire benaderingen en de conclusie.
b. Leg uit dat hieruit volgt:

afgeleide van afgeleide van afgeleide van
y naar u . u naar x = y naar x
inu=9 inx=3 inx=9

of in de notatie van Leibniz;

dy| . |dul = |dy
duu:Q dxx:3 dxx:3

c. Ganaof het antwoord bij opgave 7b in overeenstemming is met deze formule.

Nu algemeen. We letten op het gedrag van u (als functie van x) in de buurt van x = X,
en vany (als functie van u) in de buurt van u = u, .Daaruit kan een conclusie worden
gemaakt voor het gedrag van y (als functie van x) in de buurt van x = X, .

DU » U’ (Xg) - DX Dy »y" (up) - Du

| |
v

Dy » y' (ug)u' (Xg) - Dx

9 a. Controleer deze formules.
b. Je kunt nu snappen dat voor de afgeleide van y(x) = In(1 + x2) geldt:

yeX)= 2X
1+x

2

Leg dit uit.

Het principe om een kettingfunctie
X ——» U ——p Y
te differentiéren is blijkbaar:

— differentieer y naar u en differentieer u naar x;
— vermenigvuldig de zo gevonden afgeleiden;
— druk het product uitin x en je hebt de afgeleide van y naar x.

Dit principe staat bekend onder de naam kettingregel.
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\oorbeeld.

1
Tedifferentiéren;y = /x3+x ofwel y= (X3 +x)2
Als ketting genoteerd:

1
X — »xX3+x— 5 (C+x)°

Sel 33+ x=u; dany=uZ.

NI

* Differentieer y naar u, dat geeft: g—h’ = 3u’= ﬁ
* Differentieer u naar x, dat geeft: g_‘; =3x2+1
3 +1
* Die twee vermenigvuldigd levert op: g_i = 2—1[;1 - (3x%+1) = iz[j_
* Om g—){ uit te drukken in x, vervangen we u door X3 + X.
3x2+1

Er komt dan: & =
dx

2./x3+X

Schematisch:

X ——» XCH+x — (X3+X)%

I I,

u — uz =y
du_ 2 dy - 1
ax —X+1 : du o /u
dy _ 3x2+1
dx 5 A3+x

10 Gegevenisde functie:
yx) = 3e-10

a. Schrijf die functie als ketting van twee (meer eenvoudige) functies.
b. Bereken y'(x) met behulp van de kettingregel.
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11 Gegevenisde functie:

y) = e

Drie leerlingen vonden drie verschillende antwoorden voor y'(x).
Dit zijn de drie antwoorden.

Jx

= 5

@yw =" @yw=2
2./x
Alsje die antwoorden bestudeert, kun je misschien achterhalen hoe elk van die leer-
lingen heeft gedacht.
a. Schrijf bij elk van de drie antwoorden op, hoe de gedachtengang (vermoedelijk)

Dyx =e

is geweest.
b. Welke van de drie antwoorden is correct?
12 Bereken:
2
a di*t d S 1+t+t?
dx dt
d d
b. &In(ﬁHl) e d—tm
d X d
C. d—)—(ln(e +1) f. a-t<t+JWt)

13 Voor -1 < x < 1 isgegeven y(x) = In(x? - 1)
a. Differentieer deze functie met behulp van de kettingregel.
b. Ganadat geldt: y(x) =In(x - 1) + In(x + 1) en gebruik deze formule omy op een
andere manier te differentiéren.
c. Controleer of de resultaten van a en b gdijk zijn.

14 a. Plot op de GR degrafiek vany = In(In(x)). In welk punt snijdt de grafiek de x-as?
b. Bereken y'(x). Voor welke waarden van x geldt de gevonden formule?
c. Bereken ook y"(X).

15 Gegeven y(x) = In(e* + €)
Bereken y'(x) en y"(X).

16 Laat F een of andere positieve functie van x zijn, die een afgeleide F' heeft.
Sel G(x) = YF(x). Men noemt G wel de ‘reciproke functie’ van F.
a. Toon met behulp van de quotiéntregel aan dat geldt:

—F' X)
F )
b. Toon deze regel ook aan met behulp van de kettingregel .

G ) =

17 Differentieer achtereenvolgens:
y: i y: 1 y: 1 y: 1
1477 142077 14%0gx 141
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18 Differentieer de volgende vormen naar X :

a. 5x+A/x2—4x c. b5x A/x2—4x

b.  5x—AX —4x d. oX
N

19 a. In hoofdstuk 4 (‘De invloed van een constante’) heb je de regels D3 en D5 ge-
leerd. Zoek deze regels nog eens op en ga na dat ze bijzondere gevallen van de
kettingregel zijn.

b. Doe hetzelfde met de regelsvoor het differentiéren van een natuurlijke macht van
een functie (zie samenvatting bij hoofdstuk 8).

20 Tenslotte een tamelijk ingewikkelde functie:
y ) = In x+ /%" +1)

a. Laat zien dat geldt:
1

A/x2+ 1

b. Maak de grafiek op de GR. Het lijkt erop of de oorsprong een buigpunt is van de
grafiek. Onderzoek of dit inderdaad het geval is.

y X) =
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samenvatting

kettingregel Op bladzij 75 staat beschreven hoe het principe van de kettingregel werkt.
De regel kan asvolgt in formulegedaante worden beschreven:

D12 Fx)= ABKX)) =——Pp Fex)= AeB X)) - Bex)
Ofwadl:
D12 dABK)) = AeB X)) - BeX)

dx

De kettingregel kan uitgebreid worden voor kettingen van drie, vier, ... functies,

Zo geldt bijvoorbeeld:
D12’ (f—XA(B (C X)) = AeB (C X)) - Be(C X)) - Cex)

extraopgave 21 Terug naar regel D1: alsy = x2, dan y* = ax®!
We hebben laten zien (en dat viel niet mee!) dat deze regel geldt voor alle gehele of
gebroken, positieve of negatieve waarden van a.
Je kunt de regel nu opnieuw bewijzen met behulp van de kettingregel en de afgeleide
van de e-macht
a. Verklaar eerst; x* = €™,
b. Differentieer de tweede vorm en toon aan dat het resultaat gelijk is aan ax@ = 1

Opmerking:

In dit nieuwe bewijs van de regel voor het differentiéren van machtsfuncties wordt geen onder-
scheid gemaakt tussen gehele of gebroken exponenten. Ook het positief of negatief zijn van de
exponent speelt geen rol. Sterker nog; er hoeft geen enkele beperking aan de exponent a te wor-
den opgelegd. Die exponent kan bijvoorbeeld ook een getal zijn met een oneindige niet-repete-
rende decimale ontwikkeling, zoals + 2 of p of e. Er geldt dus bijvoorbeeld:
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hogere
afgeleiden

computer-
algebra

13 Practicum ‘herhaald differentiéren met DERIVE’

In dit boek heb je geleerd hoe je alerlel functies kunt differentiéren. De afgeleide van
een functie komt ondermeer van pas bij het vinden van de toppen van een grafiek.

De afgeleide van de afgeleide, de tweede afgel eide dus, speelt een rol bij het vinden van
buigpunten.

In dit practicum gaje functies herhaald differentiéren. Na de tweede afgeleide komt de
derde afgeleide (= afgeleide van de tweede afgeleide), de vierde afgeleide, enzovoorts.

Dit worden de hogere afgeleiden (of afgeleiden van hogere orde) genoemd.

Omdat het rekenwerk bij het bepalen van hogere afgeleiden uit de hand dreigt te lopen,
kun je hierbij een computerprogramma gebruiken om het differentiéren uit te voeren.
Een dergelijk programmais onderdeel van een computeralgebra pakket. Bekende voor-
beelden hiervan zijn MAPLE, MATHEMATICA en DERIVE. Dit |aatste pakket gaje nu ge-
bruiken.

1 Start het programmadoor DERIVE in te typen.
Het openingsscherm verschijnt. Het bovenste deel hiervan is het uitvoervenster. Daarin

komen straks de resultaten van de berekeningen te staan.
De twee regels onder de streep vormen het menu:

COMMAND : Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump soLue Manage
Options Plot Quit Remove Simplify Transfer Unremove mole Window approX

Enter optiom Derive XM

Sinp(#2) Free:100» Ins filgebral

Author Build ... Window approX zijn op dit moment de beschikbare opties. Je maakt hier-
uit een keuze door de hoofdletter in het gewenste commando in te typen. Deze kun je
ook als kleine letter invoeren. Alsje bijvoorbeeld een a tikt, geef je het commando Au-
thor. Met de Esc-toets kan de keuze ongedaan gemaakt worden.

Onder het menu bevindt zich de boodschappenregel, waarop staat wat DERIVE aan het
doen is of welke actie het van de gebruiker verwacht.

Helemaal onderaan staat de statusregel, die informatie geeft over de toestand van het
systeem.

2 GegevenisnudefunctieF met F (x) = T—x"

a. Kies Author. Dat betekent dat je ‘de auteur’ wordt vaneen 1
wiskundige uitdrukking. Voer in: 1/(1-x). Sluit af met EN- T
TER. 4 1

b. Kiesnu Calculus, en uit het vervolgmenu de optie Differentia-  #2: —
te. Dat betekent natuurlijk dat je een uitdrukking wilt laten
differentiéren. DERIVE stelt voor om de uitdrukking in regel
#1 te nemen. Dat bevestig je met ENTER. Ook het voorstel  #3: w1
om x als variabele te nemen accepteer je met ENTER, net als
deorde 1.

c. Inhet uitvoervenster isnu ‘d/dx’ voor de uitdrukking gezet.
Dat vat even tegen. Kies Simplify om daadwerkelijk de afgeleide te laten bereke-
nen. Alsalles goed gegaan is, zien de regels #1, #2 en #3 er nu uit zoalsin de af-
beelding rechtsboven.

TRANSFER PRINT SCREEN:
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Herhaal de procedure van opgave 2 om de uitdrukking in regel #3 opnieuw te dif-
ferentiéren.

Bepaal op dezelfde manier ook de derde afgeleide van F.

Bekijk teller en noemer van de derde afgeleide. Hoe kun je die verklaren?
Controleer de vierde afgeleide.

Bepaal nog hogere afgeleiden van F(x) = 1/(1-x).

Hoe ziet de noemer van de nde afgel eide erit?

En welk getal staat in de teller van de nde afgeleide?

GegevenisdefunctieF met F (x) = x eX. Ook bij deze functie is de vraag, hoe de
hogere afgeleiden van F eruit zien.

a
b.

Maak het scherm schoon met Transfer Clear Yes.

Voer in: x*e™x. Let op: het getal ekrijg je door de Alt-toets ingedrukt te houden en
dan op de e te drukken. Op het scherm verschijnt dan een é.

Bepaal de eerste, tweede, derde, ... afgeleide.

Hoe ziet de formule voor de nde afgeleide van F er vermoedelijk uit?

Stel dat je vermoeden waar isvoor n = 100. Onderzoek of hieruit volgt dat het dan
ook klopt voor n = 101.

Nuietsingewikkelder: F x) = x2 eX.

a.

Maak het scherm schoon en differentieer F(x) een aantal keren naar x.

De afgeleiden hebben allemaal devorm e* (x2+ax+b) .

De term X tussen de haakjes komt steeds onveranderd terug.

Hoe kun je dat te verklaren?

Welke regelmaat zie je in de waarden van a, als je herhaald differentieert?
Verklaar dit patroon.

De nde afgeleide van F za devorm eX  (x2+ 2nx + b) hebben.

Nu nog een uitdrukking voor b vinden!

Welke regelmaat zie je in de toenamen van b?

Probeer b uit te drukken in n.

Voor devolhouders: F x) = x3 eX.
Bepaal een formule voor de nde afgeleidevan F.
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Zelftoets

1 Van een functie F is gegeven: F"(x) = 6e3, F'(0) = 7 en F(0) = 6.
Geef eerst een formule voor F' en vervolgens een formule voor F.

2 Vanadleraaklijnen aan de grafiek van y = In x is er één die door de oorsprong gaat.
Geef een vergdijking van die raaklijn.

3 Gegevenisdefunctie y x) = A/9—2x2
Hieronder zie je de grafiek getekend op het venster [0, 4] bij [0, 4]

4

O B 1B B2 3 4

Het punt A doorloopt de grafiek op het venster; de punten B en C zijn steeds de voet-
punten van de loodlijnen uit A op de x-as en de y-as.

AlsAniet op een van de assen ligt, is OBAC een rechthoek. Die rechthoek verandert
voortdurend van vorm.

a.

b.

Er iséén plaats voor A waarbij OBAC een vierkant is. Bereken de codrdinaten van
die plaats.

AlsAover de grafiek beweegt van de x-as naar de y-as, neemt de opperviakte van
OBAC eerst toe en later weer af. lemand heeft het vermoeden dat de opperviakte
maximaal isin het geval OBAC een vierkant is.

Onderzoek of dit vermoeden juist is.

. Geef delineaire benadering van (In x)3 indebuurt vanx = e.

Hoe verandert de lineaire benadering al s de exponent 3 vervangen wordt door een
ander natuurlijk getal?

XxInx

. Verklaar: X" = €™ voor iedere positieve waarde van x.

b. Toonaan: 9x* = xX* @+ Inx)

dx
Bereken de minimale waarde die x* kan aannemen.
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Antwoorden

1 Snelheid, helling en afgeleide.

1 a. Detweede grafiek.
b.

v (m) ' v (m) v \m)

2 a 2.2km/min
b.t=3,t=4,t=0.
c. Hellingsgeta = momentane snelheid in km/min op het moment t = 2.

3 Nee. De grafiek bestaat uit twee (halve) rechte lijnen diein (0, 0) een stompe hoek
maken en dat blijft zo bij uitvergroten.

4 Naherhaald inzoomen krijg je twee rechte lijnen te zien die een stompe hoek maken.
5 b. Snelheid-tijd grafiek:

vV 4
(km/min)

3

N N4
TN AN S

I

0 2 4 6 8 10 12t (min)

c. Vier keer.
d. Er zijn vier punten waarin de helling nul is (raaklijn horizontaal).

6 1-3,11-5,llI-1,1IV-4,V-6enVI-2.
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Ya

y = F(x)

hellinggrafiek van F

3 De afgeleide van een machtsfunctie

1 Alss(ty=t™dans(t)=nt""1
n-0""1=0enn-1""1=nvoorn=234,5, ..
r’—1

2 a. Er gddt: richtingscoéfficiént koorde PP, = = 1+r+ri+erd+r?

b. Alsr>1,danzijnook r2 renr*groterdan 1, endus: 1+r+r2+r2+r*>5
Als 0 < r < 1, dan zjn ook r2 r3 en r* tussen 0 en 1, en dus

2, 3, 4
1+r+r"+r +r <5

3
r 3 r 3
1.01 1.030301 0.99 0.970299
1.001 1.003003001 0.999 0.997002999
1.0001 1.000300030001 0.9999 0.999700029999
enz. enz. enz. enz.
r 4 r 4
1.01 1.04060401 0.99 0.96059601.
1.001 1.004006004... 0.999 0.996005996...
1.0001 1.000400060004... 0.9999 0.999600059996...
enz. enz. enz. enz.

4 5.00001... en 4.99999...




(-p.(-p)")

Neem een punt O, dicht bij de oorsprong en op de grafiek. Stel de codrdinaten hier-

van zijn gelijk aan (r , r°). De richtingscoéfficiént van OO, is gelijk aan 2/ r = r*.

Alsr nadert tot 0, dan nadert r# ook tot O.
Dat betekent dat de locale helling in de oorsprong gelijk isaan 0.

F'(1) =23, want:
23 23
r =l v+ 4%+ +r? dus im—=! = 23
r—1 rig1r—1
F'(0) = 0, want:
23 23
r~—o0 22 =0
=r" ,dus | =0
r-0 réimor—O

Alsx dicht bij 0zit, dan isx " kleiner, naarmate de exponent n groter is. Dat betekent
dat de grafiek langzamer loskomt van de x-as, naarmate n groter is.
Je kunt ook kijken naar de richtingscoéfficiént van een koorde OO,,; die nadert ‘ snel-

ler’ naar 0, naarmate de exponent hoger is.

a. In het eerste plaatje is de richtingscoéfficiént van de raaklijn 2. Dus. hoogtever-
schil gedeeld door horizontale afstand (= 1) moet gelijk zijn aan 2. Snijpunt met
y-asis (0, -1).
Evenzo vind je in de andere plaatjes respectievelijk hoogteverschil 3, 4 en 5, en
dus de snijpunten
(0,-2),(0,-3),(0,-4).

a. (0,n-1).

b. (1-1,0).

n

b. Je past de afstand van P tot de x-as respectievelijk 2, 3, 4 keer af op de y-as, te
beginnen op de hoogte van P.

10a y=32x-48eny=-32x - 48.

c. (0, -48).
d. y=80x - 128 eny = 80x + 128; die raaklijnen hebben geen snijpunt (zijn even-
wijdig).

11 a.

y Bij x = p hoort het punt (p, p") en bij x = —p hoort
het punt (=p, (=p)").
Voor even waarden van nis ()" = p".

y=x", neven
b. Deraaklijnen| en mzijn elkaars spiegelbeeld in de y-as, dus zijn de richtingscoéf-
ficiénten tegengesteld!
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12 a. y,' =y, geeft 3x2 = 2x, dusx = 0 of x = 2/3. Op hetinterval [0, 1] geldt y,' > y;'
voor X > 2/3. Dus vanaf x = 2/3 groeit y, sneller dan y;.
b. Op een soortgelijke wijze volgt: vanaf x = 3/4 groeit y, sneller dan y;.

13 Voor n=1, krijg je: F(X) = x, dus F'(x) = 1. Volgens de regel zou dan gelden: F'(x) =
1 X0 Op de uitzondering x = 0 na, geldt dat dit inderdaad gelijk isaan 1.
Voor n =0, krijg je: F(x) = 1 (voor x ,, 0) en dus F'(x) = 0. Dit klopt met de formule
(voor x ,, 0).
Conclusie: alsje x = 0 buiten beschouwing laat, dan is de formule ook geldig voor
n=21enn=0. Overigensis de formule voor die beide gevallen een kanon waarmee
je op mussen schiet.

14
a Fex) = 10x° d. Fex) = —10x
b. Fex) = 2717 e Fex) = —X-12
¢ Fex) = -2 f. Fex) = —2
33/ 2% /X
15
i o &1 3 d {—
b. a%(x 3x%)= d9;<x58= 3¢ e ‘V_l— Gt = SN

16 a. Het snijpunt met dey-asis (0, p)enmetdex-as(lp 0).
b. Het snijpunt met dey-asis (0, ﬁ])enmetdex-as(q 0).

17 Bijvoorbeeld in het punt (2, %): raaklijn heeft richtingscoéfficiént —i en snijdt de x-
asdusin(4,0) endey-as(in (0, 1). Het raakpunt ligt dus precies midden tussen deze
twee snijpunten.

richtingscoéfficiént = -1/4

1/2

1/2

2 2
18a. s=rY5 duss®=r. Alsr nadert tot 1 doet s dat ook.
5
im £=1-5 dus lim =%
sfi 1 5—1 sfi 1s°—-1

gl
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b.

s=rY5 duss® =r en =35,

r--=1 _ 33—1 _ S3—1. s—-1

-1 $o1 s71 &£

; de limiet hiervan voor s nadert tot 1 is ge-

: 1_ 3
lijk aan 3 Sl
s:rl,duss5—r5
5 5 5 5
r-1_s-1_s-1_ 5.3 _1;delimietvoorsnaderttot1isgelijk
r-1 st_1 i s—1
S
aan-1-5=-5

4 De invloed van een constante

1 a

b.
C.

De oppervlakte van de viek is 100p ( » 315) km?, dusiser 5000p (» 15750)ton
olie uitgestroomd.

De straal isdan /2 (» 1.41) keer zo groot.
Ja

kust
0 5 10 km
e —

2 a
b.

R=10./.
De afgeleide neemt af bij toenemendet. Dat betekent dat de straal steeds langza-
mer groeit.

Ret) = 2
==

3 Indakm/dag. Door met 10 te vermenigvul digen.

4 a.
b.

5 a

De snelheid in dakm/week.
De snelheid in dakm/week = 7 - snelheid in dakm/dag = 7 - % (7t)

R() = ./t+0,1:1km voor deolievlek uit vaart een bootje van waaruit de situa-
tie permanent wordt waargenomen en doorgebeld naar de kust.

Rt) = Jt+2 : deramp heeft 2 dagen eerder plaatsgevonden.

In het eerste geval vaart het bootje met dezelfde snelheid als waarmee derand van
de vlek zich van het centrum verwijdert.

In het tweede geval gebeurt alles 2 dagen eerder, maar de snelheid is natuurlijk
hetzelfde.

=12
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6 Buiten optellen van een constante betekent dat de grafiek verticaal wordt verscho-
ven; de helling bij een zekere x-waarde verandert dan niet.
Binnen optellen van een constante betekent dat de grafiek horizontaal wordt verscho-
ven; de helling van de grafiek schuift als het ware mee.
Buiten vermenigvuldigen met een constante (,, 0) betekent dat de grafiek in verticale
richting wordt opgerekt of ingekrompen. Als die constante bijvoorbeeld 3 is, dan
wordt delocale helling bij een zekere x-waarde(zeg p) drie keer zo groot (zie figuur):

y-as

F>

X-as

0 p

Binnen vermenigvul digen met een constante (,, 0) betekent dat de grafiek in horizon-
talerichting wordt opgerekt of ingekrompen. Als die constante bijvoorbeeld 3is, dan
is er sprake van inkrimpen en dan wordt de locale helling in een nieuw punt drie keer

zo groot alsin het originele punt (zie figuur):

y-as

4 F;
X-as

0 p 3p
;

a L x5+6) =55 d. Sq+7) = ag+7)°
dx dt

b. L 6x°) = 30¢* e dot+7=8pt+7)7°
dx dt

G d 544y = 30 . 4 10t—3)% = 40 a0t—3)°
dx dt

8 b. Hetpunt (1, 4).
c. y(X) =3(x—1)%dusy(3) = 12.
Deraaklijny = 12(x — 3) + 12 snijdt de y-asin het punt (0, —24).
9 a F'(X)=6(x+4)°,dusF'(-2)=6 - 32=192.
b. In(-4,-92).
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10

a 4 ex)"° d. %O 3%
8

b. —-4- e. >
3/x G/2at)

c. 15x-1)>° f. L

G/at+1)

1 yex) = g /x + 1, dusy'(3) =3; raaklijnin (3, 8) heeft vergelijking: y - 8=3(x - 3).
Het snijpunt A met dey-asisdus (0, -1).

12a. FKx) = %XS.OOk voldoen bijvoorbedld: F (x) = %x3+17, Fx) = %x3—5

b. Fx) = 2x./x respectievelijk F x) = -;
net als bij a mag je bij beide naar willekeur een constante optellen.

13 F'(X) = 15x* dus F(x) = 3x° + ¢ (= constante) . Grafiek door (1, 5), dus; 5=31° +¢
en hieruit volgt danc = 2.
De gevraagde formuleis: F(x) = 3x° + 2.

14
-6 -1
- d =
a. 20x Y-
b. -1 e -2
w-5)" - e+3)®
-2
C. 1 -1 1
2x+5) fo 3 3 3
15G'(x) =ab F'(bx+ c)
5 Som- en verschilregel
1 a y1'(2) :4eny2|(2) =12
b. 16
2 yex) = 2x+ 2 enset) = L+ 1L
y X2 2.t=2 2./t+2
3
a  3x+6x° C. 3(u—1)2+3(u+1)2
b. 4-3t%+2t-1 d. 2ap+b
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4 =+ 24+ 24+ + _7
a. 2 1

b. yex) = B+ +x+1 ,dusy¢@) = 63

5 a. y3(x) =0 geeft 2x + 3x2 =0, ofwel: X(2+ 3x) =0.
Hieraan voldoen de x-waarden 0 en —g )

4

Er zijn dus twee punten met horizontale raaklijn, namelijk (0, 0) en (—g ' 55

b. Nee.y'; - o =2x - 3% =6x°, maar y'4 = 5x*
6 a y3'(x):Ogeeft1—i2 = 0,dusx=1o0of x=-1.
X

De punten met horizontale ragklijn zijn (1, 2) en (-1, -2)
b. y/(xX)=1+ 12 > 0 voor elke toegestane x-waarde, dus nooit gelijk aan 0.
X

7 a y) =x2+x1L dusy(x) = 2x—x2=2x — 32
X

b. y(X) =x—x2,dus y(X) =1+ 2x3=1+ 33
X

11 A 1 1 E
2.2 2 . 12,1, 2 2 1 1 3
C. yX)= X "+X —=6x " dus;y(x) = 15x" +sx “+3x ° = Lo/X+——+ =
y(¥) Y9 = 15X +3 5/ 52 5k
d yx)=x+1,dusy(x)=1
8 a y(x)=x*-1,dusy(x)=4x3
b. y(x) =x2+ 2+ X2, dusy'(x) = 2x - 2

3
X

C. Y(X) = XJ/x+2/x, dusy(x) = 13/x + %
X
d. Gebruik het resultaat van ¢ met vervanging van x door x - 2:

V0= iz L

. Vp(t) = 2tenvg(t) =32 —6t + 4
. Va(t) = vg(t) voor t = % envoor t = 2.

A haalt B inen komt op t = 2 naast B. Daarnaloopt B weer uit.
. 3t?—6t +4isminimaal voort=1.
De voorsprong van B op A als functie van t.

y'(t) =0voort = 5 envoor t = 2.

-~ DO T

De voorsprong van B op A was maximaal op het moment t =

WIN

10 D4: neemd=0
D6:neemc=1,d=1
D7:neemc=1,d=-1




6 Berg en dal

1 a
b.

d.
2 a

b.

De twee coordinaten zijn 2,53)) en (2,-53)

A O N R O P N W A

4 3 -2 -1 0 1 2 3 4
Negatieve helling op x-interval (—2,2). Positieve helling op x-interval
(-¥,-2) " (2¥)
F(101) > F(100), want Fis stijgend op het interval (2,¥).

Bijvoorbeeld: y(x) = %xs +2x,0f y(x) = x> —2x° + 8x.

Bijvoorbeeld: y (x) = —411x5—3x3 Jof yx) = 27,

3 Eenfunctie F isdalend op eeninterval |, alsvoor de x-waarden van | geldt:

hoe groter x hoe kleiner F(x).

Of puntiger gezegd:
Een functie F isdalend op een interval | , als voor elk paar x; en x, in | geldt:

(93]
Q

~Poo0 T

asxy>x1 danF (Xp) <F (x1)

stijgend
stijgend
dalend
dalend
stijgend
dalend
10
8
6
4
2
0
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b. Op het x-interval [0,0.01] is de functie F dalend.
0.2

0.15

0.1

0.05

\

05
0 0.01 0.02 003 0.04 0.05 0.06 0.070.08 0.09 0.1

6 (1) alsdesnelheid positief is, dan neemt de af stand toe
(2) dsdesnelheid negatief is (d.w.z. een positieve snelheid in de omgekeerde loop-richting),
dan neemt de afstand af
(3) alsde snelheid nul is, dan blijft de afstand gelijk

7 0,001),want F' () = 5——— <0 alsxtussen0en0.01 ligt.

2./x

8 a. Nee, voor x=0 geldt F'(x) = 0.
b. Bijvoorbeeld: F (x) = —x*+10. F(x) isdalend op [0,5]. F'(X) = 0 voor x = 0.
9 a Ste deafgeleidevan defunctiey(x) gelijk aan 0. Dus y' (x) = 0.Ditgeeftx = 0

en X = 4, dusdat zijn de punten (0,-10) en (4,22).

b. De grafiek blijft verder dalen, omdat y' x) = 12x—3x* <0 vooradle x >4 .

10a. x4+ 0 vooriederex,dus x4 —4 + —4

) 6
voor iedere X.
De afgeleide functie is gelijk aan nul 4
bij x = 0, dusbij het punt 0,—4) zit
een top. . )
b. Yy X) = 4x"—4=Yy x) = 0 voor
x = 1,dusdetopligtbij (1,-3). 0
c. V)= 4x3—8x:>y‘(x) = 0 voor
X = —/2,x = 0,x = /2, dus de 2
toppen liggen bij 4
2,-4), 0,0), (/2,-4)
2 1 0 1 2 3

d. het minimum is -27 (venster instel-
ling bijvoorbeeld [-2 , 4] bij [-28, 6]).
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11 a. Bijvoorbeeld y x) = —|X| .
0

-05
-1
-15
-2
-2.5

-3
-3 -2 -1 0 1 2 3

b. Bijvoorbedd y x) = X°

I

-2 -1 0 1 2

12 Bijvoorbeeld: y x) = 23 —3x°+1

13a. (4,8
b. het maximum van y; is4.
C. Y3 =Y¥p,—Y;,dusys =y, =y
Bij a. berekendeje y;' = y,'; bij b. berekende je y5' = 0, ofwel y,'—y," = 0,
ofwel y;' = y,', dusje berekendein feite hetzelfde.

14 a. tussen O en 12
b. V) = (24-2x
C.

¥ x

De x in het interva 1200

[0,12] met het maxi- 1499
mum in het bereik

[0,1200]. 800
Bij x = 4 lijkt V(x) 600
maximaal. 400
200

OO 2 4 6 8 10 12

d. V' ) = 12x°—192x + 576

VX)) = 0=>12x°—16x+48) = 0=>x = 40f X = 12
X = 12 geeft een minimum; x = 4 geeft het maximumvolume van 1024.
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15 V) = (a—2x)2 X = 4x3—4ax2+a2x
V' (X) = 12x2—8ax+a2

4a 12a.

VI
) 24 24

X = 2 geeft het maximumvolume.

7 De tweede afgeleide

0 voor x = —= en X = ===, het eerste nulpunt geeft het maximum, dus

1 a. Alsdestijging van de werkloosheid af neemt, kan de werkloosheid zelf nog steeds

toenemen!

~_

DE WERKLOOSHEID NEEMT AF DE STIJGING VAN DE WERKLOOSHEID NEEMT AF

Het aantal boeren neemt
steeds sneller &f .

AANTAL BOEREN GAAT STEEDS SNELLER DALEN

2 a. Detweede grafiek illustreert de tekst (zie
hiernaast), want de groei neemt eerst af en
dan toe.

b. Bij de eerste grafiek:
de misdaad nam de laatste jaren af, maar
iS Op een gegeven moment weer net zo
hard gaan toenemen!
Dederdegrafiek:
De toenemende groei die de misdaad de
|aatste jaren vertoonde, is omgeslagen in
een afnemende groei.

omvang misdaad

/

tijd

3 De hdlinggrafiek van de linkergrafiek is stijgend, die van de rechter grafiek is da-

lend.

94



4 y (x) = 3x2. 8

Voor x <0 is de grafiek van y' da-
lend; 4
voor X >0 is de grafiek van y' tij-
gend. 0
-4
-8
-2

5 Hetomslagpuntisx = 2.
Er geldt yx) =6x2—x3-10=Yy (x) = 12x—3x2 ,De grafiek van de afgeleide
neemt toe tot x=2; bij x=2 zit de top, en daarna neemt de afgeleide weer af, oftewel:
de stijging neemt toe tot x=2, en daarna neemt de stijging weer af.

6 a. Uit F'(x) = 0 volgt x = 2. Alsjede grafiek van de afgeleide van F bekijkt zie
je dat deze positief isvoor x > 2. Dat wil zeggen dat F stijgend isvoor x > 2.

Detweede afgeleideligt in z'n geheel boven 0. Dat betekent dat de stijging, als F
stijgt, steedstoenemend is. Zou de stijging van afhemend overgaan in toenemend,
dan zou een gedeelte van de grafiek van de afgel el de onder 0 liggen en een ander

b.

gedeelte boven 0.
. figuur 11
figuur IV
Il afnemende
daling

v

-1 0 1 2

toenemende
daling

. Bijvoorbeeld y(x) = x2. Zie de grafiek hier-

naast. Hierbij geldt voor x < 0 dat de eerste af-
geleidey'(x) = 2x < Oisen dat dan de tweede af -
geleidey'(X) =2>0is.

. Voor x < 0: naarmate x toeneemt wordt de afna-

me van de functie minder. De (negatieve) rich-
tingscoéfficiént van de ragklijn wordt groter.
Dus: afnemende daling.

. De afname neemt dan toe: de grafiek gaat

steeds steiler dalen. Derichtingscoéfficiént van
de raaklijn wordt kleiner. Dus: toenemende da-
ling.

14
12
10

O N B O

. De afnameis constant: de grafiek wordt een dalende (rechte) lijn.
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9 a. Aandeenekant van het buigpunt ligt de grafiek onder de buigraaklijn en aan de

andere kant van het buigpunt ligt de grafiek boven de buigraaklijn.

b. De raaklijn veranderd van een dalende resp. stijgende raaklijn in stijgende resp.
dalende raaklijn. Dus de helling verandert van negatief in positief (of andersom).

c. Ja, want de tweede afgel eide wisselt van teken.
Deraaklijn veranderd van ligging onder resp. boven de grafiek voor het buigpunt
in een ligging boven resp. onder de grafiek na het buigpunt (en zie a.).

d. Voor het buigpunt isde helling stijgend resp. dalend, terwijl na het buigpunt isde
helling dalend resp. stijgend.

10a Yy x) = x4=6x2+5
b. De x-waarden waarbij de hellinggra- |
fiek zich onder de x-as bevindt, oftewel 6

de ‘X’ -en waarvoor y' (x) < 0.
De grenzen kun je vinden als je de af-
geleide gelijk aan nul stelt. De grenzen 2
zijn x=-J/5,x=-1,x = 1,x = ./5 0

c. De4toppen van y(x)zun
«5,2), +1,-11), @,5%), (5, 2)
d. De 3 toppen van de helllnggraflek 4
V%Z'_J; Ay 3 2 1 0 1 2 3
e De3bU|gpuntenvandegraf|eky ) Zijn: 4/3,2-2./3), 0,2), (/3,2 +£./3)

11 a.

1
N

5
b. Detopis (1,5).
4 P
Het buigpunt is  ¢,43) ; buigpunt
12 a. De functies y(x) = x3,

yX) = —x3+2 en 2

yx) = x—1)°-3(x-1)3

hebben een horizontaa

buigpunt. 0 |
b. De functie yx) = %/x 0 1 2 3 7] 5

heeft een verticaal buigpunt.
1Bv() =6t2ens(t) = 2t3

14 a. a(t) = ¢y + 2c,t + 3cgt?

v(0) =0 geeftcy=0 a(0) =0geeftc, =0
v(4) = 10 geeft 16¢, + 64c3 = 10 (*)
a(4) = 0 geeft 8c, + 48(‘3 0 dusc, = —6c3,
invullenin (*) geeftcg=— 2 enc, = 2

b. at) = B (4t-1t9)
maX|maaI asa(t) =0dusvoort =2

c. v(2)=5,a(2) = 32.

d. O<v<2v(t)=1it?endusv (t) = 3tenv(2) = 6.

2<v<4 V() =-(t - 4%+ 10endusV () = -2t +8en Vv (2) = 4




15a. Uit F' x) = 3ax?+2bx+c volgt F" (x) = 6ax + 2b - Er is maar één buigpunt
opdat er maar één oplossing isvan devergelijking F" x) = 0 6ax+2b = 0.
Dezeis x = -2
b. Ergeldt F'x) =0=>x=-2- = \4b?—12ac .
Er is een horizontaal buigpunt als de x-waarden van a) en b) gelijk zijn, dus moet

=J4b?—12ac = 0 gelden.

De voorwaarden zi jna, 0 enb?=3ac.

Zelftoets

1 Delijn PQ wordt evenwijdig verschoven tot hij een raaklijnis.
De richtingscoéffci évan die raaklijn moet gelijk zijn aan 21.
y X) = 23 1+—-——2l Xx=1.
y @) = 4,dushet raakpuntis (1,4) endatisde positie waarin P en Q samenvallen.

2 a. Deafgeleide van een willekeurigeterm x¥ is kxk—1 . Volgens de som-regel geldit:

10V

= Z kxk=1.

Omdat deke:e(r)ste term 0 is, kun je even goed schrijven z kxk-1,

b. Deafgeleidevan kxk-1 = k (k—1)xk-2, o
Voor k = 1 isde afgeleide nul. Dus F" (x z k k 1 xk=2
3 yx)=0 (@+)?=0 x=-1
Yy X) = -_—5——2- dusy 1) = —2+2 = 0. Degrafiek heeft een horizontal e raak-
- X" X
lijnin (-1,0) en dat is de x-as
4 Opp.OP,PP, = x (1+ + D = x+2+- Stel F (x) = x+2+)-1(metx>0.
Het gaat nu oT het minimum van F(x).
Fx=1-5;FK = Oenx>0 x=1.
X

Alsjedegrafiek van F op de GR bekijkt, zieje dat er bij x = 1 inderdaad een mi-
nimum is. Dat er sprake is van een minimum bij x= 1 kun je ook zien aan het teken
van F' X).AlsO<x<1,dan F'X)<0 enasx>1,dan F x)>0 .

Er is dus een overgang van dalend, naar stijgend.

De minimale oppervlakte is F(1)= 4.

5 a. De markante punten op het scherm zijn de toppen en het buigpunt.
y X) = = 4x> — 102x° + 840x — 2240
y' (X) = 12x° —204x + 840 .
Hetlshet handigst y"' (x) = O optelossen.
12x°—204x+840 = 0 Xx°—17x+170 = 0= x = 100fx = 7,
Alsjeop de GR de grafiek van y" bekijkt dan zie je dat bij x = 7 er overgang is
van positieve naar negatieve waarden, dus dat de grafiek van y rond het punt met
X =7 van hol naar bol gaat. Bij x = 10 is het juist andersom.
Het buigpunt is (7, -9).
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Het lijkt er op dat één van de toppen op 1 eenheid rechts van het buigpunt ligt.
Inderdaad blijkt tegelden y' @) = 0.

Het middelste streepje op de horizontale as correspondeert blijkbaar met x =7 en
het x-interval isdus[4, 10]. De y-codrdinaat van de top bij x = 8 is gelijk aan 0.
Het y-interval is blijkbaar [-24 , 24].

Je kunt dit resultaat controleren op de GR met venster [4, 10] bij [-24 , 24].

Om nog een buigpunt en een top te ‘ vangen” moet je een eindje rechts van 10 kij-
ken. Neem het x - interval bijvoorbeeld [4, 14]. Om de top op het scherm te krij-
gen moet de ondergrens van het y - interval omlaag. Na enig proberen zie je dat
het lukt bij [-100, 24].

8 De regels van Leibniz

1 a

N
op oo

oo

Ongeveer tot t = 30, op dat moment isde raaklijn aan de eerste grafiek evenwijdig
aan de tweede grafiek.

Teken grafiek 2 in figuur 1. Lengte en breedte weer gelijk naongeveer 110 dagen.
Ongeveer 1.4 cm?.

y DO = A+DA)B+DB)-AB = DA B+A DB+DA DB
De aangroeiingen van de zijden zijn DA BenDB A ; het kleine vierkantje is
DA DB.

1007 = 10 000 keer zo klein.
Omdat het blokje rechtsboven relatief gezien erg kleinisten opzichtevan de‘ stro-
ken’, zou je DO goed kunnen benaderen door alleen DA B+ DB A tenemen.

%((A(x) Bx) =1 CH+xP+x+1)+ x—1)@x°+2x+1) = 45

4
X _11 =3+l ex+1dus X—1)0C+HX+x+1) = x* -1
X_
d a I
&( —-1) = 4x
5 AlsAconstantisdanisA'=0.Dus(AB)=0"B'+A"B'=A"B".
d d 1 1 1
_d 2 _ 2.1 2 _ X
OIXXA/X+4— dXx(x+4) X+4)" +5xX+4) «/X+4+2J)m1
1 1
EXZA/X+4 = 2X (x+4)§+3x2(x+4)_E = 2. /X + 4+ X’
dx ? 2./x+4
9 t-1y2= ¢-1y2-2t t-1)3
dt
dra2ty _d -1 _ a1 a2 _ 2 2t
d_t(tT —dt(2t)(t 1) " =2¢-1) =2tt-1) =1 (t_]_)2

. Stel D = AB dan:

(ABC) = DOC) = D'C+DC';D = AB=D' = AB+AB', dus dan volgt:
(ABC) = AB+AB')C+ (AB)C' = ABC+ABC+ABC' .
(ABCD) = ABCD + AB'CD + ABC'D + ABCD'
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8 F )= @)03+2)x*+3)+ x2+1)3x?) x*+3)+ x?+1) x3+2) @4x3) .
Hieruitvolgt: F' (1) = 2(1+2)1+3)+ A+ 1)3(1+3)+ L+1)(1+2)4 = 72

9 ay@®d=(1-2(1-3)(1-4=-6
y@=2-12-3(2-4=2
y(@=(3B-1)B-2)(B-4=-2
y@)=(4-1)4-2)(4-3)=6

b. Teken met de GR in een window van [0, 5] bij [-2, 10].
c. 3

2
10 a. %(y(x)) = (yx)) - v =Yy KX yX)+tyx) y X)) =2y X)y X)

3
b. Uit %(y(x)) SV ) YN YR FYX) YK YK +YK) Y)Y K)

volgt dat
d 3 _ 2 2 2
&W(x)) TYX) YX))THY X X)) +HY X X))
=3 yx) y X
c. Syun" =n gyt yx)
" odx

11 F'X) = 4 (x2—100)3 2x) = 8x (x2—100)3

F'X) = 8(x2—100)3+8x 3 (x2—100)2 2x) = 8 (x2—100)3 + 48x2 (x2—100)2

12 Uit 3F )+ Bx+1)F' X) = 2 volgt: 3(2X Db Bx+1)F ) =

Endus @x+ 1)F x) = 2—6X 3 ; dat geeft:

3x+1
con 2 6x—3 _ 2@x+1) 6x-3 _ 5
F o) = a 2 2 2 2
X+1 @x+1)?  @x+1)° @Bx+1)°  @x+1)
13 F.(X)=2(3x+1)—3(§x—1): 5 :
Bx+1) Bx+1)

14 F x) - B) = A(x) aan beide zijden differentiéren geeft:

F' ) - B ) A' ) ofwel:
B
F' x) - B(X)—A( B o) - B' )
delen door B(x): F' (x) = A X) AX) B'Z(X) - AKX B(X)_Az(X) B' (x)
BX)  Bx) B X))
15 a. gy — 3x2(x2+1)— (xs—i) 2X _ x4+3x2+2x
X

6+ 1) 6+ 1)

4 42
b. 3_3(/ = —x—?’?;;fx Deteller is precies het tegengestelde van de teller van a.
x =1)
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16 a. B is het omgekeerde van é. Het quotiént B heeft afgeleideE—A—‘—_——B—A— .
A B A A2
De afgeleide wisselt van teken.

b. Naverwissealing van teller en noemer krijg je een dalende functie.

17 g wordt dan A en de afgeleide wordt A .

Doe je het verkeerd dan krijg je-B .

18 a. =4
x=2)

7

@4x—-3
c. AfgeleideisO. Dit kun je asvolgt verklaren:
1

2

)2
3x-3 _ 3x-1)
4x—-4 4 (x-1)

3
4

%<x+1>x§—ﬁ<

x+ 1)
4+ 4
2 2
x°+1)
4’ -4
16x2

-2x-1

2 2
X" +x+1)

-2x-1

2
K+ x+1)

2
= —6x +(23 =0 dus—6x°+6 = 0dusx’ = 1.

19a Yy ) >
x +1)
Dat geeft toppen bij x=-1enx=1: y(-1) =3 eny(1) = 3.

b. ¥'(0) = 6 dusbuigraaklijnisy = 6x.

—6X +6 _ —6X +6

C. Y& =
C+1)  xead+l

12X —24x3-36x _ 12x (Xt —2x°—3) _ 12xx°=3) ° + 1)
a 2 4 a 2 4 - 2 4
x°+1) x°+1) X +1)

y* X)

Behalve x = 0 zijn er dus nog twee nulpunten: x = —/3 enx = D ./3.

d. Alsxonbeperkt groeit dan komt de grafiek onbeperkt dicht bij de x-as. De x-asis
een asymptoot van de grafiek.




4 2 3 5
20a Fex) = 136 X K 107X AX g5 322X

o+ 16)° * +16)°
De codrdinaten van detoppen zijn (0,0), ( -2,17)en (2, 17).
b. c=-70of c=10.

L =
21 x+4P+ixx+4) 2= e+ L X -2K*+4), X _ 3X+8
2 Jx+4  2Jx+4 2A/x+4 2.Jx+4
22 4 1 -3 1
x3/x 24/3%° a4/x 88/x’
2X —6 =2 —2X
3 3 3
1 1 1 L
2 2 2+ 1) Jx A+l
X X+ 1) Zm
4 9 4 9 4 —5x4
562-x) @x—1)| 10X —5x 10x™ — 5X —
x =1)
. _ -6 _ -6
23a Yy, KX) = 2"2 Yy, X) = ZXZ
x“-3) x -3)

b. Als het verschil van beide functies constant is, dan ligt één van de twee functies
iets hoger, maar hebben ze voor iedere x dezelfde helling en dus hebben beide

functies dezelfde afgeleide:
2
Y, X)—y; X) = X2‘3 = 1 voor x*, 3. (Teken beide grafieken met de GR!)
-3
24 a. 27 meter g

4 keer zo veel, dus 108 meter
b. Per 31 meter 1 auto, dus per minuut 3° » 32 auto’s.
c. Per 102 meter 1 auto, dus ongeveer 18 auto’s per minuut.

1000v

d. vkm/u = m/min
Per 0.0075v2 + 4 meter één auto, dus

1000v
N = 60 _ 1000v _ __1000v

0,0075v° +4  60(0,0075v°+4)  0,45v°+ 240

o N _ —450v° + 240000
) 2
av 0,45V + 240)

f. da§=0alsv= 2‘:050 > 23 km/u
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9 Exponentiéle functies

1 a (0,1) a%=1voordkea, 0
b. &)= @l =2
c. 13 U5
d. Stijgendvoor a > 1, constant voor a= 1 en dalend voor 0<a< 1.
2 a. (Gebruik Tangent uit het DRAW-menu.)
De eerste decimalen had je kunnen voorspellen want y'(0) = ¢, Y 0.69315.
b. —0.69314724
C. rc»cg = 1,0986
3 py_2-1_2"-1
DX r-0 r
4 01 0.6696700846
-0.01 0.6907504563
—-0.001 0.6929070096
—-0.0001 0.6931231584
—0.00001 0.693144778
—0.000001 0.69314694
5 a c 57
b. 25 ¢ 5
c. —¢, 27 of: ¢ (% )

2

dc, 2'-c, 2

> = 2¢c, 4 dusc,=2c,.

3x

cg 8 enooky = 3c, 27 = 3c, 8 duscg=3c,.

<
I

7 ay=10""=2 5

y = ¢ 10" enook y = ¢, 2° 5+cg 2° 5 = (c,+¢5)107.
Duscig=cy+C5.

b. y= @) =a" b
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y =c,, @) enooky =c, a* b*+c, a* b*= c,+¢c,) @b).
Dusc,, = c,+¢y

8 a. Hoegroter adeste steiler de grafiek in (0, 1) dus deste groter c, .
b. c;<0

9 272
10 a. Ziegrafiek hiernaast met rc = 1. 3

b. (nDerive onder MATH,
nDerive(Y ,X,X)).

c. De GRisnauwkeuriger.

d. e»27182818

11 a. 2e% 1
b. —e*
c. 10e™ 0

1 1 1 -08 -04 0 0.4 0.8
d. ze® = —:i/g(

e &2 3

f. &

g 1-¢
h. e +(t—1)e' = te'
a. (0,1

by = &€ ya) =8¢

e—e e+e
—1)+
> x—1) 5

—e+el e+e 1
snijpunt y-as; y = 5 + >— = e =1 dus(o ).

rakliiny =

+e”

c Y =S5

13a. Y = 5-5x)e = 0 asx=1dusdex-codrdinaat van de top is 1.

b. yt = 10+5x)e " = 0asx= 2 dusde x-codrdinaat van het buigpunt is 2.
14 In2»0,69314718 en In3» 1,0986123 .

15 Yogab = “loga+ %logb
16 %(ex = Ine- € = € duslne=1. Ofwd Ine= Yoge = 1.

17a 5 )
b. —(In5)? - 5% = —{115)
. =
c. 10e®
d. eln10 - 10

18 a. Deraaklijnin P(p, €°) heeft richtingscoéfficient e .
De vergelijking van deraaklijnisy = éP(x —p) + €’ = eP’(x—p + 1)
Het snijpunt met de x-asisbijx=p—1
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De basis heeft dus lengte 1, welk getal je ook voor p kiest.

b. De raaklijn in P(p, aP) heeft richtingscoéfficiént Ina - a” . De vergelijking van
derazklijnis y = Ina - a° x—p)+aP = a® xlna—plna+1) .

Het snijpunt met dex-asishij x = Pna-1 _ , 1
Ina Ina

De basis heeft lengte I—n%\ en dit is onafhankelijk van p.

De eigenschap geldt dus ook voor andere grondtallen.

19 a. Vergelijk y =be® = b(e®)  mety=b"g'.
Alsc=0danisy= b want groeifactor = 1.
Alsc > 0 dan toenemende groei, groeifactor €° > 1.
Alsc < 0 dan afnemende groei, want 0 < e“ < 1

b. y' = che® = cy
20 a. 3000 gram
b. Alst toeneemt dan nadert 1 tot 0 en de noemer van de breuk tot 1.
—1,2t —1,2t —1,2t
c G = 3000 12 9e = 12 300?l _ %e - 126G 9e —
1+ 9e 2 1+9¢ " 1+9 1+9e™
d. Voor grote waarden van t is de noemer van G praktisch 1, het gewicht verandert
dan niet meer.

Indeformulevoor G ' wordt voor grote waarden van t deteller van de breuk prak-
tisch 0 en dus wordt ook G ' praktisch O.
Op den duur gaat de grafiek van G daarom horizontaal lopen.

e. Uit deformule van G volgt

Ga+96™) = 3000 dusG+G 9e % = 3000 endus 9e v = 3000-G
Invullen bij G ' gesft G
3000-G
- G _ 3000-G _ ( __ G- _ 2
G = 12G —50-G 126 T2 = 126(1-525) = 126-0,0004G
G

f. G"=1.2G"'-0.0008GG ' = G '(1.2-0.008G).

g. G=1500invullen geeft G" = 0.

(Bereken het snijpunt van de grafiek van G met delijny = 1500.)

Vanaf t » 1,831 verandert detoenemende groei van de pompoen in afnemende groei.

21 a. e2
b. FX)
c. Fx)

5x

—X

10 Logaritmische functies

1 a. Dederdekolomisgelijk aan de eerste kolom, dus Y, = X.

10Iogx 10 a 10Iogx
Y, =10 logx = a 10" = x dusY,=10 =10" =X




b. Alleen de getalen in de tweede kolom zijn anders.
Inx u
2 e =X Ine) =u
2
3 a y=dogx geeft 2¥ = 299 = x dusx = 2V

y y

x = 10°% en 2¥ = (10'°%?)” geeft 10" = (10'°%?)

logx

b. Uitavolgt 10 = 10¥ '%% dus logx = y log2

_ logx
log2

d. De grafieken liggen symmetrisch ten opzicht van delijny = x.

Je kunt dit mooi zien in een vierkant assenstel sal.

4 y = %ogx geeft x = 2¥ duse™ = M%) = & "

hieruitvolgt Inx =y In2 dusy = 2Iogx = :2—;
5 a e =ab=e™ ™ =¢e"" gisinab = Ina+Inb
t t -
b. '@ = al= ) = ¢ Mgus In@') =t Ine

6 10°9%° = 3 p = 10'°9? 10'°% = 10'%?*'°% Gusjogab = loga + logb

10Iog @ _ at _ (1O|oga)t

iU

7 Z logk =log1+log2+1log3+...+log 10 = log(1x2x3x...x10) = log(10!)

k=1
n n

n
8 ZIn(Zk): z k In2) = In2 Zk:%n(n+1) In2

k:ln k=1 k=1

= 10' "9 dus log @') = t log

}n(n+1)

of 3 In @) = In2t+ .. +In2" = In(2 x ... x 2" = In 21+ - "= n2?
k=1

9 Uit deraaklijnendriehoek volgt: in punt (X, InX) is r¢;ggqijn = )—1( dus

102'0 X = Eln_x = E(i Inx) = i 1'
x 29X = GxIn10 ~ dx\In10 In10 x

1 a —d—(%XS) = x*; %{(—%x_) = x*

o
X
=
X 1=

Q
S,
I
=1
N
X
I

dx dx

E (In2+1Inx) = 0+

X ik

Xk

—d—lnx =
dx

X1k
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d 1
c. —=In@2+x) = —
d. @<(t+|nt) 154x
dt t
e g(t Int) =1 Int+t = = Int+1
dt
1
f g(llt):t Y—Int 1:1—Int
13 —d—lncx =c 1 1eng—(lnc+lnx) = O+} =1
dx cX X dx X X
14 a. M
b. De  afgeleide van y  geeft
Y = jnx+1-1 = Inx = 0.
dx 5
Dusx =1 en detop wordt (1, -1).
0
25 2 4
15a. ,:
b. y=0asIinx=0dusx=1
dy _ d(Inx Inx) = 2 1 InX—ZIﬂ(
dx  dx X X
enlegeeftgl/ =
1
In (1, 0) raakt de grafiek dus de x-as.
-1
0 4

d 2Inx _ X 2-2Inx _ 2_2Inx _

2 - 2
dx x % %

Het buigpunt is het punt (e, 1).
16 a. Inb+|n‘t'i)1 = In(b E) = |Ina ,dus Ina—Inb = Ing.

b. |n>;Li_ Inx+1)—Inx—1) dusy = —= — 1

x+1 x-1
17 a.

b. AlsrYs 1danis: rcapx Y>» MCraaklijninA =1
c. P(p,Inp), =3 (pr, Inpr)

c.y'= 0 geeftinx=1dusx=e.

|n9£
_ Inpr—Inp _ p _ Inr 1
rCone = = = =
PP pr—p pr—-1) r-1p
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y zie figuur
*  y=Inx _ Inr
. R
A Inr
/1 r X
a1
p
11 Lineaire benaderingen
1 a 3
b. Het x-interval is nu 25
—0,01,0,011] 2
C. Jezietdaty» 1+xX. 15
1
05
0
-05
-1
2 a. Totenmetx=0.13. -3 -2 -1 0 1 2 3

3 Razklijnin(1,e):y =€’ dusrc=e.
Vergelijking raaklijn c.g. de lineaire benaderingisy = ex—1)+e = ex
4 a. Raaklijnin (0, 1) heeft rc = 2e =2
DeI|nea|rebenader|ng|se » 1+ 2x indebuurt van x = 0.

b. Raaklijnin (0, 1) heeft rc = 2.
De lineaire benadering is (1 +X)2 » 1 + 2x in de buurt van x = 0.

¢. Raaklijnin (0, 1) heeftrc = 3.
De lineaire benadering is (1 + x)2 » 1 + 3xin de buurt van x = 0.

d. Raaklijnin (0, 2) heeftrc= — =2 = —2

(1+O)
T1” 2 —2x indebuurt van x = 0.

1 1
5 a y=Jx=x geefty =1 x°. 4
Raaklijnin (100, 10) heeftrc =1 100 ° % = 0,05.
De lineaire benadering: /X » 10 + 0,05 (x 100) voor x » 100

Delineaire benadering is X

N

b. Delineaire benadering geeft ./102 » 10 + 0,05 2 = 10,10.
De GR geeft /102 » 10,09950494 » 10,10.
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c. Tot en met x = 106.

6 y=Ind+x) geefty = @d+x)1.
Raaklijnin (0, 0) heeft rc=1, dus In (1 + x) » X voor X » 0.
7 Raaklijnin(1,0) heeftrc=1,dus Inx»1 (x—1) = x—1 voor Xx» 1.

8 Raaklijnin (xg, Inxg) hesft rc:Xi .
0

N o 1 1
De lineaire benadering is Inx» = X—Xy)+Inx, = Inxy+ = X—X,) voor
X X

X>» Xg - 0 0
_ Inx —Inx
9 a FX)-LK) = Inx—InxO——l-(x—xo),dus FoO-L &) _ o_1
Xo X—Xg X=Xy  Xp
Inx —Inx, 1 _
Alsx nadert tot x,, dan nadert — tot o dus het verschil nadert tot O.

10 a. N(t) =b " ¢' met beginwaarde b= N, en groeifac?or g=1.02.
b. Bevolking verdubbelt as N(t) = 2Ny dus als 1.02t=2.
Hieruit volgt In (1,02!) = In2=1t In (1,02) = In2. Dust =
Na 35 jaar is de bevolking verdubbeld.

11 a. K(t) =Kg- 1.05!
Verdubbeld als 1.05' =2 dus t =

In2
In1,02

» 35,003

In2
In1,05

b. Verachtvoudigen is drie keer verdubbelen, dus na ongeveer 53 jaar.

12 a. 35x2=70en ook 14.2 x 5ishijnaY 70.
b. 1.25'=2voor t» 3,1.
3.1x 25=77.5, deregel isbij dit percentage dus niet erg nauwkeurig.

» 14,21 , dusnaruim 14 jaar.

13 a. N(t) = b g' met beginwaarde b = Ny en groeifactor g =1+ p% =1 + %).
In2

i@+
dus d - p = 100In2 » 69,3 » 70..

b. UitN(d) = 2Ngvolgt (L +£)° = 2. Dit geeft d

C. In@+x)»x geeft d = InTZ = 100In2
100

d. De lineaire benadering geldt alleen in de buurt van x = 0, dus als 2= » 0.

70 100
1l4a. d» 5% = 28 dagen = 4 weken.

b. Inéénjaar 13 x 4 weken, dus 13 keer verdubbeld. Het aantal bacterieén moet ver-
menigvuldigd worden met 213 = 210 23 = 1024 - 8 = 8192, dus met ruim 8000.

(L

15a g>3=05geeftg = 0,5 2’35> » 0,75, dus dit is een afname van 25% per dag.
b. Ru-106 want de halveringstijd is ongeveer 1 jaar.
¢. Voor halveringstijd h bij verval percentage p geldt:

a-2)" = 05dush = —n®5_, In05 _ ~100In05
In (1_E(E)6) _Igf) p
h - p»—100In05 » 70

d. Pu-239 heeft een halveringstijd van ongeveer 244 eeuwen. Hetgeen neerkomt op

ongeveerY 10 per eeuw, dusY het vervalpercentage is 0.29%.
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e. Vervalpercentage van 6.5% per jaar geeft halveringstijd van ongeveerY 11 jaar,
dit is ongeveer 3930 dagen: het betreft KR-85.
Na 10 halveringstijden is er 1/1024-ste deel over, dit is bijna 1 promille. Dus na
ongeveer 110 jaar.

16 Ergeldt F(x)—L(x) = @+x)3— @x+1) = 3x2+x3.

— 2443
Dusvolgt nu lim FOIZL®) = )i, XX — iy @Bx+x2) =0.
xfi x5 X—Xg xfi 0 X—0 xfi 0

Dit betekent dat L(x) een lineare benadering is F(x) in de buurt van x=0.

12 Kettingregel

1 yo=5+2(1+3x)=7+6x
Dus grafiek van y, is een rechte lijn met rc = 6.

2 a u=%(x—2)+11=%x+10 y=4u-11)+24 = 4u-20
Dusy = 2x+ 20.
Merk op:
u u y
24>114>y 24 en 4 —p 12 — 28
dus grafiek van y als functie van x door (2, 24) en (4, 28).
b. rc=2, ditisprecies 1/2 x 4.
3 Neem venster [0, 4] bij [10, 14]. Grafiek door (0, 12) en (4, 10).
=1 5,1
rc= 7 2 3
4 y=CAx+B)+D = ACx+BC+D
Dit isde vergelijking van een rechte lijn met rc = AC.
5
u y
rc=A rc=C
Y1
Dy —»
DU p°
Uy Yo
Xg , X1 X U1TU0 ) !
DX Du

De volgorde van ug en uy verandert in het plaatje, maar aan het bewijs verandert
niets.

6 a. y,=In(1+x3), dusy,(X) = yx(X)
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10 a.

11 a

12 a.

Q

o

f.

. 1 gedeeld door de afgeleide van 1 + X2 Klopt niet voor x = 0.

Ongeveer 0.6 . (Gebruik dy/dx uit het CALC-menu.)

du _ _ , )
. [&L_S =2 3 =6 dusybux»6 - DX

[Qy} =1 - 0,1 dus Dy » 0,1 - Du
du u=9 1 + 9

yDy»0,1-6-Dx = 0,6 - DX

Er staat nu precies het produkt van de richtingscoéfficiénten van de raaklijnen.
Dat klopt.

du _
. |:&:|X:XO - 2 XO

EEE
dUUzu0 1+u, 1+X§

Er staat precies het produkt van de richtingscoéfficiénten van de raaklijnen.

1
xfi €-10fi 3/e*~10 dusu = €~10 eny = 3/u = o°

|
wWIiN

2
- X
%u 3= %ex(ex—lo) =——°

33/ € —10)°
(1) Alsje een e-macht differentieert dan krijg je dezelfde functie.
(2) De e-macht blijft emacht, alleen de exponent differentiéren.

P u = A/;(eny: eugeefty'(x) = ieu = e_ﬁ
2./x 2./x
. (3) iscorrect
oxe 1
41 1
2% Wx+1 0 2x+2./x
& 1 _ e

€+1  +1
1

1

A +2t) é(1+t+t2)2: 1+2t

2J1+t+1t°
(1+}) 1
v 2./t+Int

d —_1 1 . d _ 1
d_tm_ t o dusdt(t+JFt)— 1+2tm
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1 2X

13a. y ) = 2x > = =
X -1 x -1
b. yx) = 1In (x2—1) = In(x+1)x-1)) = Inx+1)+Inx-1)
; 1 1
=
y & x+1 x-1
. 1 1 Xx—1  x+1 2X
= + = + =
A -1 x¥-1 x-1
1l4a In(nx)) = 0 asInx) = 1 dusvoor x = e, het snijpunt met x-asis (e, 0).
Merk op: In(In(x)) bestaat alleen alsIn(x) > 0 dusalsx > 1.

11 1
b. u=I =In(W) geeft y 6) = 2 5 = Sime
u=1In(x) eny = In(u) geeft y' x) X U xln(x)

Deze formule geldt voor x > 1.
d

C. d—)—((xln(x)) =Inx)+1
V' X) = xInx) 0— (InXx)+1) _ —-Inx)-1
xIn x))2 xlIn x))?
g—-e~
15y x) = &=
g +e”
V' () = €+e)E+e)-Ee-eNE-e) _ 4
€ +eX) € +e*)
6a G = FX 0-1 Fx _ —Fx
F x))? F x))°
b.u=Fx eny=1gesftyn) = F == i)
u u F x))
L -1 _ -2 In2
17y = Toxr y = =
1+2)
11 1
. In2 X y = (1+x)2 _ 1
y = 5 2 - 1 )2 - 2
1+ "logx) (1+ 2+X)
1+

m



(hierbij is de eerste uitkomst gebruikt)

18(%(/x2—4 _ _2x=4 _ x=2

ZJX2 —4x Jx2—4x

a. 5+ X-2
A/x2—4x

A/x2 —4x

2 2
X=2  _ g5 \@_ax+2X —10x _ 10x”—30x

A/x2—4x A/x2—4x A/x2—4x

c. 5 x2—4x+5x

2 2 2
5 /X2_4X_5x —10x 5 —4x)— (6X —10x)
d A/x2—4x — A/x2—4x — —10x
' 2 2
X" —4x X" —4x X —ax F—4x)

19a. DI G(X)=F(x+¢c)->G'(X)=F'(x+¢)

G' (X)= (F(x+c))'= F (x+c) * %{ (x+c)=F (x+c)* 1=F (x+c)
D5: G (X) =F (cx) -> G’ (X) = cF'(cx)

G’ (X)=(F(cx)) = F (cx)* %( (cX) = cF (cx)

2

b. dg-(A(x))3 = 3A X)) A K)
X

d [ 2 X

20a.&x+1:
“X2+1 [ 2 2
1+ X X +1 X X +1+X

+
yoo = Al 1 e Pl o 1

x+A/x2+1 X+ x2+1 x+«/x2+1 «/x2+1

—X
x2+ 1 —X
y' ) = = = = 0 voor x=0.
X"+1 0+ 1+
21 a Xa - (elnx)a - ealnx
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alnx

b. (ealnx). —

xX1Q
()
X1
Q
|
i

Zelftoets

1

F'x) = 6e3* = F' (x) = 2e3*+c .Omdat F' 0) = 2+ ¢ gelijk aan 7 moet zijn,
geldt ¢ =5. F'(x) = 2e¥+5, dus Fx) = e3*+5x+d. FO) = 6, dus
2+d = 6, oftewel d = 53.

Conclusieis: F (x) = 2e3%+ 5x + 53

De raaklijn in (p,Inp) gaat door (0,0) s 5
enalleenalsl_nﬁE):F.(p). :
2

Oftewell—rlgzgofwelpze. 1
p p 0

Het raakpunt is (e,1) en de richtingscoeffi- -1

cientvanderaaklijnisi. 2
De vergelijking van de raaklijn is dus i
y—1= %(x—e) ofwel y = ix.

a. OBACisvierkant,dwz x = J/9-2x2 x2=9-2x2 3x2=9 x = ./3
(x = —/3 vervalt, wegens x  0). Het punt A isdus (,/3,./3).

b. De opperviakte van OBAC is x/9 — 2x2. Om het maximum te vinden,

. : —4X 2x2
bereken je de afgeleide; 1,49 —2X2 + X———— = J9—-2x2— =2
2./9-2x2 J9—2x2

Als de oppervlakte maximaal zou zijn in het geval OBAC een vierkant was, zou
de afgeleide nul zijn voor x = ./3 (gevondenin a).

Ditis niet zo, want: J9—6——2_ = /3-8 = 3_2/3=_/3
J9-6 J3
Het vermoeden is dus niet juist! Welke rechthoek is dan wel maximaal ?

2
Jom2——2X_ -0 9-2@=2¢ =9 x=1%,
Jo—2x2 4 2
want X = —1% vervalt, wegens x + 0. Het hoekpunt A van de rechthoek met

maximale opperviak isdus (13, JZ%) .

a. Fx) = (nx)3,dus F' X) = 3(nx)2 ()—l(). Dit geeft F' () = SenFe) = 1.
Deraaklijnin (,1) isdus y—1 = 2ix—e) ofwe y = 3x-2.
De gevraagde lineaire benadering isdus L x) = gx—z

b. Bij F &) = (Inx)" krijg jevoor deraaklijn: y—1 = E(X—e) .
De lineaire benadering is L (x) = gx—n+1.
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5 a x = elnx dus xx = (glnxyx = exInx

d
5y

C. &(XX)ZO Inx+1 =0 x=

DI

De minimale waarde is:
1 A1
((_) = e (E) » 0,69

Je kunt dit controleren op de GR, welke dan
de hiernaast gegeven grafiek geeft.

(

[oR

)

d d
Xy = — Inxy = Inx — = Inx
€] OIX(eX ) = eX dX( xInx)) = e*

5

(Inx+x>%) = xX(Inx+1)
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