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Educacion matematica
en los Paises Bajos:

UN RECORRIDO GUIADO™

Marja van den Heuvel-Panhuizen’

o Introduccion

Este articulo se ocupa de la educacién matematica en los Paises Bajos, y ofre-
ce un recorrido guiado por los aspectos principales del sistema holandés de
educacion en esta disciplina. El titulo del articulo se refiere, asimismo, a los aspec-
tos de orientacién de la educacién matematica, al papel del profesor y al del
curriculo. El recorrido se enfocara en la ensefianza del niimero en la escuela
primaria. Las dos preguntas principales de las que nos ocuparemos son:

1. ;Coémo se ensefia aritmética en la escuela primaria en los Paises Bajos?
2. ;Qué contiene el curriculo holandés de aritmética?

Hace alrededor de quince afios, la primera pregunta fue investigada también
en un estudio llamado Como hacen aritmética los holandeses* (Van den Heuvel-
Panhuizen y Goffree, 1986). En comparacién con el enfoque de la investigaciéon

* Traducido del inglés por Héctor Escalona en colaboracién con Correo del Maestro.

! Referencia bibliografica: Marja van den Heuvel-Panhuizen, Mathematics education in the Netherlands:
A guided tour. Instituto Freudenthal, cD-ROM para ICME9, Universidad de Utrecht, Utrecht, 2000.
Una primera version de este articulo se presenté en la Conferencia de Investigacion sobre “Ensefianza
de la aritmética en Inglaterra y los Paises Bajos” (Homerton College, Universidad de Cambridge, 26-27 de
marzo de 1999). Una versién mas breve de este articulo ha sido publicada en Anghileri (2001); véase Van
den Heuvel-Panhuizen (2001).

2 En holandés el titulo es Zo rekent Nederland.
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educativa que prevalecia en ese tiempo, éste fue un
estudio bastante poco convencional. Se pidié a los pro-
fesores describir como ensefiaban matematicas en un
dia determinado, y sus informes por escrito tuvieron for-
mato libre. Los profesores podian ocuparse de lo que fuera
que les pareciese importante en relacién con la ensefian-
za de las matematicas impartida en ese dia. Cada profe-
sor era libre, ademas, para elegir el tema de las lecciones
de matematicas.” Se analizaron en total 160 informes.
Los trabajos de los profesores aportaron una vision
exhaustiva de la practica en el aula. También la manera
de exponer las conclusiones de la investigacion fue poco
convencional: se presentaron los resultados mediante

o

Portada del informe ‘Cémo hacen o .
aritmética los holandeses’. estampas de aula. Se utilizaron ejemplos tomados de los

informes de los profesores para ofrecer una imagen de
la ensefianza de las matematicas en la practica. Ademads, se incluyeron notas
sobre las conclusiones de la investigaciéon en los margenes de cada pagina. Se
hicieron comentarios y se dieron explicaciones y opciones respecto a lo sucedido
en las aulas. Las notas iban encaminadas a estimular a los lectores a reflexionar
sobre su propia ensefianza y sobre la educacién matematica en general.

El panorama holandés de la educacién matematica ha cambiado significati-
vamente de quince afios a la fecha,* y las conclusiones de ese estudio han deja-
do de ser validas. No obstante, hay motivos s6lidos para volver a sacarlo a la
luz. En primer lugar, fue una investigacion eficaz que se pudo llevar a cabo con
facilidad y gener6 informacion practica atil. Los estudios de este tipo ofrecen
una buena perspectiva de lo que ocurre en las aulas. En segundo lugar, los
informes anotados de los profesores ayudan en el proceso de reforma y en la im-
plantacién de un sistema nuevo. Incitan a la reflexiéon y el anélisis sobre la edu-
cacion desde el punto de vista tanto practico como teérico.

El motivo principal para referirnos a este estudio, no obstante, es la advertencia
que aporto. El andlisis de los datos mostré una amplia diversidad en las précticas
de aula. Ademéds, puso también al descubierto una discrepancia entre las ideas res-
pecto a los métodos de ensenanza en el papel -la teoria de la ensefianza, por asi

Desde luego, los profesores se muestran del modo mas favorable. Esto, sin embargo, esta habitualmente
prohibido en la investigacién educativa. En general, una muestra de las actividades en el aula debe ser
representativa; pero, ;se puede conseguir esto en algin momento? En vez de esforzarse por lograr esto,
el estudio reflejé con precision lo que es posible alcanzar en la practica en el aula desde la perspectiva de
los profesores. Al adoptar este punto de vista, la investigacién mostré dénde podrian comenzar las posi-
bles mejoras.

En comparacién con el presente, hace quince afios se hacia mas hincapié en las conexiones con la reali-
dad. En general, se buscaba mas la matematizacion horizontal que la matematizacion vertical.
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decirlo- y lo que ocurria en el aula, o al menos lo que se decia que ocurria en el
aula.’ Se debe tener en cuenta estos hechos durante el recorrido guiado, que no va
a llevar a los lectores a las aulas o a proporcionarles una muestra de la préctica
holandesa en el aula, sino més bien a presentarles el marco tedrico de la ense-
fnanza de las matemaéticas y las actividades didacticas acordes con estas ideas.

Desde luego, este recorrido guiado no puede ofrecer una visién exhaustiva
del sistema holandés de educacién matematica. Este es demasiado complejo, y
ademas -y esto podria sorprender a mas de uno- la dificultad reside en que no
existe un sistema holandés unificado. En su lugar, hay ciertas ideas comunes
acerca del qué y el como basicos de la ensefianza de las matematicas. Estas ideas
han sido perfeccionadas a lo largo de los tltimos treinta afios, y la acumulacién
y repetida revisién de estas ideas ha dado como resultado lo que hoy se conoce
como Educacion Matemdtica Realista (EMR). Durante este periodo se ha hecho hin-
capié en diferentes aspectos® del marco teérico que sirve de guia para el trabajo
holandés de investigacion teérica y aplicada en el campo de la educacion matemati-
ca.” Junto con esta diversidad, el marco tedrico mismo esta sujeto a un proceso
constante de renovacion. Inherente a la EMR, con su idea bésica de las matema-
ticas como actividad humana, esta el concepto de que la EMR nunca podré ser
considerada una teoria fija 0 acabada de la educacién matematica. La EMR se con-
sidera una obra en marcha (Van den Heuvel-Panhuizen, 1998). El acento en diferentes
aspectos es el motor de este desarrollo continuo.

El estudio MORE también puso de manifiesto esta discrepancia (véase Gravemeijer, Van den Heuvel-
Panhuizen,Van Donselaar, Ruesink, Streefland, Vermeulen, Te Woerd y Van der Ploeg, 1993).

Una diferencia en cuanto a énfasis es, por ejemplo, que algunos representantes de la EMR hacen mas
hincapié en el aprendizaje constructivo y otros insisten mas en el punto de vista de la ensefianza recons-
tructiva.

Para conocer mas sobre la investigacion tedrica y aplicada en relacion con la EMR, véase el trabajo de
Koeno Gravemeijer presentado en esta conferencia.
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Ademas de estas actividades nacionales, también se aprendié mucho de lo
que sucedia en el exterior. La EMR no es una innovacién aislada, y tiene mucho
en comun con otros movimientos de reforma en matemaéticas. Esto significa que
en la EMR el lector podra reconocer similitudes con sus propias ideas sobre como
enseflar y aprender matemdticas. Puede haber también ciertas diferencias.
Insistimos en que vale la pena reflexionar sobre ellas para buscar pistas sobre
como mejorar més en el qué y el como de la educaciéon matemaética.

e EMR: el sistema holandés de educacién matematica

Historia y filosofia bdsica

El desarrollo de lo que hoy se conoce como EMR inici6 alrededor de 1970. Los
cimientos fueron colocados por Freudenthal y sus colegas del antiguo 1owo, el
predecesor més remoto del Instituto Freudenthal. El impulso actual en pro del
movimiento de reforma fue el comienzo del proyecto Wiskobas, puesto en mar-
cha por Wijdeveld y Goffree. El primer mérito del proyecto consistié en que la
educacion matemdtica holandesa no fue afectada por el movimiento de la
Matematica Moderna (New Math). La forma actual de la EMR ha sido determina-
da, en su mayor parte, por el punto de vista de Freudenthal (1977) respecto a las
matemadticas. Freudenthal sentia que las matematicas deben tener conexién con
la realidad, mantenerse apegadas a la experiencia de los nifios y ser pertinentes
a la sociedad para que tengan valor humano. En vez de ver las matematicas
como una asignatura por transmitir, Freudenthal insistié en la idea de las mate-
maticas como actividad humana. Las clases de matematicas deben dar a los
estudiantes la oportunidad guiada de re-inventar las matematicas haciéndolas.
Esto significa que, en la educacién matematica, el foco de atenciéon no debe ser
las matematicas como un sistema cerrado, sino la actividad, el proceso de mate-
matizacion (Freudenthal, 1968).

Mas tarde, Treffers (1978, 1987) formul6 explicitamente la idea de dos tipos
de matematizacién en un contexto educativo: distinguié entre la matematiza-
cién horizontal y la vertical. En términos generales, se puede entender estos dos
tipos como sigue: en la matematizacién horizontal los estudiantes crean herra-
mientas matematicas que les ayudan a organizar y resolver un problema plan-
teado en una situacioén de la vida real. La matematizacién vertical es el proceso
de reorganizacién dentro del sistema matematico mismo; por ejemplo: hallar
atajos y descubrir conexiones entre conceptos y estrategias, y después aplicar
estos descubrimientos. Asi pues, la matematizacién horizontal implica pasar del
mundo de la vida al mundo de los simbolos, en tanto que la matematizacion
vertical significa moverse dentro del mundo de los simbolos (véase también
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Freudenthal, 1991). Aunque en esta distincién no parece haber ninguna ambi-
giiedad, Freudenthal afirma que ello no significa que la diferencia entre estos
dos mundos esté perfectamente definida. También insistié en que estas dos for-
mas de matematizacién son de igual valor. Ademas, se debe tener en mente que
la matematizacién puede tener lugar en diferentes niveles de comprension.

Mala interpretacion de realista

Pese a esta clara afirmacion respecto a la matematizacién horizontal y la verti-
cal, la EMR lleg6 a conocerse como “educacion matematica del mundo real”. Esto
se dio especialmente fuera de los Paises Bajos, pero hubo la misma interpreta-
cién dentro de ellos. Hay que aceptar, entonces, que el nombre de Educacion
Matematica Realista origina cierta confusion a este respecto.

Sin embargo, el motivo por el que se llamé realista a la reforma holandesa de
la educacién matematica no es sélo por su conexién con el mundo real, sino que
guarda relacion con la insistencia de la EMR en ofrecer a los estudiantes situacio-
nes problema que ellos pueden imaginar. La traduccién holandesa de imaginar es
“zich REALISEren”. Esta insistencia en hacer que algo sea real en la propia mente dio
a la EMR su nombre. En cuanto a los problemas que se presentan a los estudiantes,
esto significa que el contexto puede provenir del mundo real, pero ello no es siem-
pre necesario. El mundo de fantasia de los cuentos de hadas, o incluso el mundo
formal de las matemadticas, aportan contextos idéneos para un problema en
tanto éstos sean reales en la mente del estudiante.

9 Cémo intentan los holandeses ensefar aritmética en la escuela primaria

La EMR refleja cierto punto de vista sobre las matematicas como asignatura, sobre
cémo aprenden matemaéticas los nifios y sobre como se deberian ensefar las mate-
maticas (Van den Heuvel-Panhuizen, 1996). Es posible caracterizar estos puntos
de vista en términos de los seis principios siguientes.® Algunos de ellos tienen
su origen en el punto de vista del aprendizaje y otros estdin mas estrechamente
ligados con la perspectiva de la ensefianza. La lista que sigue es una mezcla de
principios, donde cada uno refleja una parte de la identidad de la EMR.

8 Esta lista de principios es una versién adaptada de los cinco dogmas del marco para la teoria de instruc-
cion de la EMR que distinguié Treffers (1987): “exploracion fenomenolégica por medio de contextos”,
“tender puentes con instrumentos verticales”,“construcciones y producciones propias de los alumnos”,
“instruccién interactiva” y “entrelazamiento de lineas de aprendizaje”. Los primeros tres principios des-
critos en esta seccion tienen consecuencias importantes para la evaluacién de la EMR (véase Van den

Heuvel-Panhuizen, 1996).
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1. Principio de actividad
Es claro que la idea de matematizacion se refiere al concepto de las matematicas
como una actividad que, segun Freudenthal (1971, 1973), se aprende mejor
haciendo (véase también Treffers, 1978, 1987). Los estudiantes, en vez de ser
receptores de matematicas ya hechas, son tratados como participantes activos
en el proceso educativo, en el cual desarrollan toda clase de herramientas y dis-
cernimientos matematicos por si mismos. Segin Freudenthal (1973), utilizar
curriculos estructurados cientificamente, donde los estudiantes se enfrentan a
las matematicas ya hechas, es una “inversién antididéctica”. Se basa en la falsa
suposicion de que los resultados del razonamiento matematico, colocados en un
marco tematico, pueden ser transferidos de manera directa a los estudiantes.
El principio de actividad significa que los estudiantes se enfrentan a situacio-
nes problema en las cuales, por ejemplo, pueden producir fracciones y, poco a
poco, desarrollar una forma algoritmica de multiplicar y dividir, con base en un
modo informal de trabajar. En relacion con este principio, las “producciones
propias” desempefian un importante papel en la EMR.

2. Principio de realidad

Como en la mayoria de los sistemas de educacion matematica, la EMR busca que
los estudiantes sean capaces de aplicar las matemadticas. La meta global de la edu-
cacion matemadtica es que los estudiantes utilicen su comprensién y herramientas
matematicas para resolver problemas. Esto implica que deben aprender “las mate-
maticas de modo que sean ttiles” (véase Freudenthal, 1968).

En la EMR, no obstante, este principio de realidad no sélo es reconocible al tér-
mino del proceso de aprendizaje en el campo de aplicacién; también se concibe la
realidad como una fuente para aprender matematicas. Asi como las matematicas
surgieron de la matematizacion de la realidad, asi también el aprendizaje de las
matematicas debe tener su origen en la matematizacion de la realidad. Incluso en
los primeros afios de la EMR se insistia en que, si los alumnos aprendian matema-
ticas de forma aislada, divorciada de sus experiencias, las olvidarian rdpidamente
y no serian capaces de aplicarlas (Freudenthal, 1973, 1971, 1968). En vez de comen-
zar con ciertas abstracciones o definiciones que se aplicaran mas tarde, hay que
partir de contextos ricos que demanden una organizacién matematica o, en otras
palabras, contextos que puedan ser matematizados (Freudenthal, 1979, 1968). De
este modo, mientras trabajan sobre problemas de contexto, los estudiantes desarro-
llan herramientas matematicas y la comprension.

3. Principio de nivel

Aprender matematicas significa que los estudiantes pasan por diversos niveles
de comprension: de la capacidad para inventar soluciones informales relaciona-
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das con un contexto, a la creaciéon de diversos niveles de atajos y esquematiza-
ciones, a la adquisicién de una comprensién de los principios subyacentes y el
discernimiento de relaciones mas amplias. La condicién para llegar al siguiente
nivel es la capacidad para reflexionar sobre las actividades realizadas. Esta reflexion
puede ser suscitada por interaccion. Los modelos sirven como un importante
recurso para salvar esta distancia entre las matematicas informales, relacionadas
con contextos, y las matematicas mas formales. Primero, los estudiantes desa-
rrollan estrategias estrechamente ligadas al contexto. Mds adelante, ciertos
aspectos de la situacién de contexto pueden hacerse mas generales, lo que sig-
nifica que el contexto adquiere més o menos el cardcter de un modelo y, como
tal, ofrece un apoyo para resolver otros problemas relacionados. Finalmente, los
modelos dan a los estudiantes acceso a un conocimiento matematico mas for-
mal. Para que cumplan con la funcién de tender puentes entre los niveles infor-
mal y formal, los modelos deben pasar a ser, de un “modelo de” una situaciéon
especifica, a un “modelo para” todo tipo de otras situaciones equivalentes.’

El contexto del autobus es un ejemplo de la vida diaria capaz de evolucionar
hacia un nivel més general y formal. En un principio, se utiliza la ilustraciéon
para describir los cambios en la parada de autobts (véase fig. 1). Méas tarde el
contexto del autobts se convierte en un “modelo para” entender todo tipo de
enunciados numéricos, y después los estudiantes pueden ir mucho mas alld del
contexto real del autobus. Incluso son capaces de utilizar el modelo para razo-
nar retrospectivamente (véanse los tltimos dos enunciados de la fig. 2).

entran salen

]

eaigil
i

Figura 1. En la parada de autobuses.Tomado de Streefland, 1996, pp. 15 y 16.

° Fue Streefland quien, en 1985, detect6 el cambio en los modelos como mecanismo crucial en el creci-
miento de la comprensién. Mas adelante, esta idea de un paso del “modelo de” al “modelo para” llegd
a ser un elemento importante dentro del razonamiento de la EMR sobre el adelanto de los estudiantes
en su comprension de las matematicas (véase Streefland, 199 1;Treffers, 199 1; Gravemeijer, 1994;Van den
Heuvel-Panhuizen, 1995).
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Figura 2. Dos enunciados numéricos. Tomado de Streefland, 1996, p. 17.

Un requisito importante para que los modelos funcionen de esta forma es
que estén arraigados en situaciones concretas y que sean también suficiente-
mente flexibles para ser ttiles a niveles més altos de actividades matematicas.
Esto significa que los modelos proporcionaran a los estudiantes un punto de
apoyo durante el proceso de matematizacién vertical, sin obstruir el camino de
regreso a la fuente.

La fortaleza del principio de nivel es que orienta el crecimiento en compren-
sion matematica y confiere coherencia longitudinal al curriculo. Esta perspecti-
va de largo plazo es caracteristica de la EMR. Se pone mucha atencion a la rela-
cién entre lo que se aprendi6 antes y lo que se aprenderd después. Un ejemplo
muy claro de un modelo longitudinal de este tipo es la linea numérica. Comienza
en el primer grado como a) un collar de cuentas en el que los estudiantes prac-
tican toda clase de actividades de contar. En grados superiores, esta cadena de
cuentas se transforma sucesivamente en b) una linea numérica vacia para apo-
yar sumas y restas,” ¢) una doble linea numérica como apoyo en problemas
sobre razones y d) una barra de fraccién/ porcentaje para apoyar el trabajo con
fracciones y porcentajes (véase fig. 3).

4. Principio de entrelazamiento

Es también caracteristico de la EMR que las matematicas, como asignatura esco-
lar, no estan separadas en ejes distintos de aprendizaje. Desde una perspectiva
matematica mds profunda, no es posible separar los capitulos dentro de las

10 Véase el trabajo presentado en esta conferencia por Julie Menne sobre su programa de “Saltar hacia adelante”
para estudiantes de bajo aprovechamiento en los primeros grados.
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Figura 3. Diversas formas de presentar la linea numérica.

matematicas. Méas atin, resolver problemas de contexto rico suele significar que
uno tiene que aplicar una amplia variedad de herramientas y discernimientos
matematicos. Por ejemplo, si los nifios deben estimar el tamafio de la bandera
que se representa en la figura 4, esta estimacion implica no sélo mediciones,
sino ademas razones y geometria.

De igual forma, la actividad del espejo de la
figura 5 muestra claramente coémo pueden ir de

la mano la geometria y la aritmética elemental. (o 3 g ]

La fortaleza del principio de entrelazamiento i IR e
reside en que confiere coherencia al curriculo. IEHe ST BT
Este principio tiene que ver no sélo con la rela- (] o= ) [ ]

i =y -y - [y -

cién mutua entre los diferentes capitulos de las
matematicas; también se lo encuentra en las dis-
tintas partes de un mismo capitulo. En el eje de
numeros, por ejemplo, temas como el sentido
numérico, la aritmética mental, la estimaciéon y
los algoritmos estan estrechamente relacionados;
esta cuestion se considera con mas detenimiento
en una seccion ulterior.

Figura 4. Problema de la bandera.
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Figura 5. Reflejar y contar. Tomado de Treffers,Van den Heuvel-
Panhuizen y Buys, 1999.

5. Principio de interaccion

Dentro de la EMR, se considera el aprendizaje de las mateméticas como una acti-
vidad social. La educacién debe ofrecer a los estudiantes oportunidades para
darse a conocer unos a otros sus estrategias e inventos. Al escuchar lo que otros
averiguan y comentar estos hallazgos, los estudiantes toman ideas para mejorar
sus estrategias. Mds adn, la interaccién suscita reflexion, lo que permite a los
estudiantes alcanzar un nivel mas elevado de comprension.

La trascendencia del principio de interaccién implica que la ensefianza a cla-
ses completas desempena un importante papel en el enfoque EMR de educacion
matemadtica. Sin embargo, esto no significa que la clase entera avanza colectiva-
mente y que todos los estudiantes siguen el mismo camino y alcanzan igual
nivel de desarrollo al mismo tiempo. Por el contrario, dentro de la EMR se consi-
dera a los nifios como individuos, cada uno de los cuales sigue una senda indi-
vidual de aprendizaje. Este punto de vista sobre el aprendizaje suele desembo-
car en peticiones de dividir las clases en grupos pequefios de estudiantes, cada
uno de los cuales sigue su propia trayectoria de aprendizaje. En la EMR, no obs-
tante, hay una fuerte preferencia por mantener junta la clase como unidad de
organizaciéon" y por adaptar en cambio la educacion a los diferentes niveles de
habilidad de los estudiantes. Esto se puede hacer dando a los estudiantes pro-
blemas susceptibles de ser resueltos en diferentes niveles de comprension.

6. Principio de orientacion

Uno de los principios fundamentales de Freudenthal (1991) para la educaciéon
matemadtica es que ésta debe dar a los estudiantes una oportunidad orientada de
re-inventar las matematicas. Esto implica que en la EMR tanto los profesores como
los programas educativos desempefian un papel crucial en como adquieren cono-

" Dentro de la estructura de mantener junto al grupo, es posible aplicar diversos métodos de ensefianza
que van desde la ensefianza a clases completas hasta el trabajo en grupo y el trabajo individual.
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cimientos los estudiantes. Profesores y programas conducen el proceso de
aprendizaje, pero no de una forma fija mostrando a los estudiantes lo que deben
aprender. Esto entraria en conflicto con el principio de actividad, y daria lugar
a una pseudocomprensién. En cambio, los estudiantes necesitan espacio para
construir herramientas y discernimientos matematicos por cuenta propia. A fin
de alcanzar esta deseable condicién, los profesores deben proporcionar a los
estudiantes un ambiente de aprendizaje en el cual pueda surgir el proceso de
construccion. Un requisito es que los profesores deben ser capaces de prever
dénde y como anticipar los discernimientos y destrezas de los estudiantes, que
apenas asoman en el horizonte (véase también Streefland, 1985). Los programas
educativos deben contener escenarios que tienen el potencial de funcionar como
palancas para cambiar la comprension de los estudiantes. Respecto a estas situa-
ciones, es importante que retengan siempre la perspectiva de la trayectoria de
ensefanza-aprendizaje de largo plazo con base en las metas deseadas. Sin esta
perspectiva, no es posible orientar el aprendizaje de los estudiantes.

Si bien en el nivel microdidactico la EMR tiene mucho en comun con el enfoque
constructivista de educacién matematica, en el nivel macrodidéactico del curriculo
se hacen evidentes ciertas diferencias importantes. De hecho, el enfoque constructi-
vista carece de un nivel macrodidéctico en el que se tomen decisiones respecto a las
metas de educacion y trayectorias de ensenanza-aprendizaje que es necesario cubrir
para alcanzar estas metas. A diferencia de la EMR, el enfoque constructivista es mas
una teoria del aprendizaje que una teoria de la educacién. El principio de orienta-
cién conduce a las ideas de curriculo de la EMR.

o ¢Cuales son los factores que determinan el curriculo holandés
de matematicas?

A diferencia de otros paises, en el nivel de escuela primaria de los Paises Bajos no se
toman decisiones centralizadas respecto a programas de estudios curriculares, libros
de texto o exdmenes (véase Mullis et al., 1997). Nada de esto requiere la aprobacion
del gobierno holandés. Por ejemplo, las escuelas deciden qué series de libros de texto
utilizaran. Incluso pueden crear su propio curriculo. En general, lo que se ensefia en
las escuelas primarias es, en su mayor parte, responsabilidad de los profesores y
equipos escolares, y los docentes gozan de bastante libertad de ensefianza. Por citar
algunos ejemplos mas, los profesores tienen llave del edificio escolar, se les permite
hacer cambios en sus horarios sin consultar al director de la escuela (que también
suele impartir una clase) y, como tltimo ejemplo, la recomendacién del profesor al
término de la escuela primaria, mas que una prueba, es el criterio mas importante
para asignar un estudiante a un nivel determinado de educacién secundaria.
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Pese a esta libertad para tomar decisiones en materia educativa -o probable-
mente habria que decir gracias a la ausencia de decisiones centralizadas en
materia educativa-, los temas matemaéticos que se ensefian en las escuelas pri-
marias no difieren mucho entre si. En general, todas siguen el mismo curriculo.
Esto da lugar a la pregunta: ;qué es lo que éste determina?

Hasta hace poco tiempo, habia tres factores determinantes y fundamentales
para el seguimiento macrodidéctico en la educacion holandesa en matematicas
en la escuela primaria:

« Las series de libros de texto de matematicas.

« El Proeve, un documento que recomienda el contenido matematico a
ensefar en la escuela primaria.

- Las metas fundamentales por alcanzar al término de la escuela primaria
como las describe el gobierno.

4.1 El papel determinante de los libros de texto

En la actual reforma mundial de la educacion matemaética, hablar sobre los
libros de texto —-para no mencionar su utilizacion- suele suscitar una asociacién
negativa. De hecho, muchos movimientos de reforma buscan deshacerse de los
libros de texto. En los Paises Bajos, no obstante, ocurre lo contrario. Aqui, el
mejoramiento de la educacion matematica depende en gran medida de los nue-
vos libros de texto. Estos desempefian un papel determinante en la educacién
matemaética. De hecho, los libros de texto son los instrumentos mas importantes
que orientan la ensefianza de los profesores. Esto es cierto tanto respecto al con-
tenido como a los métodos de ensefianza, si bien por lo que toca a los segundos
la orientacién que se ofrece no es suficiente para llegar a todos los profesores.
Muchos estudios pusieron al descubierto indicios de que la implantacién de la
EMR en la practica del aula todavia no es 6ptima (Gravemeijer et al., 1993; Van
den Heuvel-Panhuizen y Vermeer, 1999).

Este papel determinante de los libros de texto no significa, sin embargo, que
los profesores holandeses sean prisioneros de sus libros de texto. Como se ha
sefialado, éstos gozan de bastante libertad de ensefianza, y las escuelas deciden
qué series de libros de texto utilizaran. Actualmente, alrededor de 80% de las
escuelas primarias holandesas usan una serie de libros de texto de matematicas
inspirada en mayor o menor medida en la EMR. En comparacion con lo que ocu-
rria hace diez o quince afios, esta proporcién ha cambiado significativamente.
En ese tiempo, sdlo la mitad de las escuelas trabajaba con una serie de libros
de texto de este tipo (De Jong, 1986). Una serie de libros de texto es creada por
editoriales comerciales. Los autores de los libros de texto son desarrolladores

34 CORREO del MAESTRO = nam. 149 = octubre 2008




Educacién matemaética EN 1.0s PAisEs BAjos

independientes de la educacién matematica, pero llegan a emplear las ideas res-
pecto a actividades didacticas producto de la investigacién aplicada del Ins-
tituto Freudenthal (y sus predecesores) y del sLo, el Instituto Holandés para el
Desarrollo del Curriculo (Dutch Institute for Curriculum Development).

4.2 El Proeve: una descripcion de dominios de las matematicas
de la escuela primaria

Una ayuda importante en el desarrollo de los libros de texto es también la orienta-
cién que, desde mediados de la década de 1980, ha provenido de una serie de publi-
caciones llamadas el Proeve.” Treffers es el principal autor de esta serie. En ella
hay descripciones de los diversos dominios dentro de las matematicas como asig-
natura escolar. Fl trabajo sobre el Proeve todavia esta en curso, y en altimo término
habra descripciones respecto a todas las destrezas numéricas bésicas, algoritmos
escritos, razones y porcentajes, fracciones y ntimeros decimales, medicién y geo-
metria. Aunque el Proeve esta escrito en un estilo facil con muchos ejemplos, no ha
sido redactado como una serie para profesores. En cambio, se pretende que sea un
apoyo para los autores de libros de texto, educadores de maestros y asesores esco-
lares. Por otra parte, muchos de estos expertos en educacién matemaética fueron, y
todavia son, contribuyentes importantes a la realizaciéon de esta serie.

Si se mira en retrospectiva el movimiento holandés de reforma de la educacion
matematica, se concluye que la reforma tuvo lugar de un modo interactivo e
informal, sin interferencia del gobierno. En cambio, desarrolladores e investigado-
res, en colaboracién con formadores de maestros, asesores escolares y profeso-
res, idearon actividades didécticas y ejes de aprendizaje que més tarde se inclu-
yeron en los libros de texto.

4.3 Metas fundamentales de la educacién matematica

Hasta hace poco tiempo no habia una interferencia real del gobierno holandés en
cuanto al contenido de los programas educativos. Habia s6lo una ley general que

12 El titulo completo de esta serie es Disefio de un programa nacional para la educacién matemdtica en escue-
las primarias [Proeve van een Nationaal Programma voor het reken- wiskundeonderwijs op de basisschool]. La pri-
mera parte de esta serie fue publicada en 1989 (véase Treffers, De Moor y Feijs, 1989). Adviértase que
el titulo se refiere a un “programa nacional”, aunque no hubo interferencia por parte del gobierno.A los
autores les agradé la idea de etiquetar esto como un programa nacional a fin de lograr un programa
comun; en este objetivo tuvieron éxito.
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contenia una lista de las asignaturas por ensefiar. Qué temas debian ensefiarse
dentro de estas asignaturas era, casi totalmente, responsabilidad de los profeso-
res y equipos escolares. Hace pocos afos, no obstante, el criterio del gobierno
cambi6 y, en 1993, el Ministerio Holandés de Educacién propuso una lista de
objetivos a lograr, llamados Metas fundamentales. Estas metas describen lo que los
estudiantes deben aprender en cada asignatura al término de su estancia en la
escuela primaria (a la edad de doce afios). En cuanto a matematicas, la lista con-
tiene 23 metas, separadas en seis dominios (véase tabla 1). El contenido de la lista
concuerda con los documentos del Proeve mencionados.

En comparacion con las descripciones de metas y programas de otros paises,
es notable que en esta lista no se mencionan ciertos temas matematicos muy
extendidos; por ejemplo, resolucién de problemas, probabilidad, combinatoria
y légica. Otro rasgo sorprendente de esta lista es que sea tan simple. Ello signi-
fica que los profesores gozan de mucha libertad para interpretar las metas. Al
mismo tiempo, sin embargo, esta lista no ofrece mucho apoyo a los profesores.
En consecuencia, tuvo un trato de documento muerto: se guarda en un cajén
cuando llega a la escuela. Con todo, esta primera lista de metas fundamentales
fue importante para la educacién matemética holandesa. La publicaciéon de la
lista por parte del gobierno confirmé y, de cierto modo validé, los cambios
recientes del curriculo holandés.

Los cambios predominantes fueron los siguientes:

+ Debia ponerse mas atencion a la aritmética mental y la estimacién.

- Las operaciones formales con fracciones dejaron de ser medulares en el
curriculo; ahora los estudiantes deben hacer operaciones con fracciones
s6lo en situaciones de contexto.

+ Se incluy6 oficialmente la geometria en el programa de estudio.

+ Y también el uso de la calculadora con discernimiento.

Sin embargo, no todos estos cambios han sido incluidos en los libros de texto
ni implantados en la préctica actual en el aula. Esto es especialmente cierto res-
pecto a la geometria y al uso de calculadora.

A partir de 1993 hubo debates acerca de estas 23 metas fundamentales (véase
Wit, 1997). Casi todos coinciden en que estas metas nunca serdn suficientes para
apoyar las mejoras en la practica de aula ni para comprobar el resultado de la edu-
cacion. El gobierno concibe esto tiltimo como un poderoso instrumento para salva-
guardar la calidad de la educacién. Respecto a ambos propdsitos, se juzgé que
las metas fundamentales fracasaban. El simple hecho de enunciarlas no basta
para alcanzarlas. Las metas fundamentales tampoco son apropiadas para poner a
prueba el resultado de la educaciéon. Se escucharon muchas quejas en el sentido
de que no se habian formulado con la precisién suficiente para ofrecer patrones
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Tabla 1. Metas fundamentales en mateméticas en la escuela primaria holandesa

Al terminar la escuela primaria, los estudiantes:

Destrezas generales 1 Pueden contar hacia adelante y hacia atras con unidades que cambian

2 Pueden hacer tablas de suma y tablas de multiplicacién hasta diez

3 Pueden resolver problemas faciles de aritmética mental de forma rapida
y con discernimiento de las operaciones

4 Pueden estimar calculando la respuesta de forma global,
también con fracciones y decimales

5 Disciernen la estructura de los nimeros enteros y el sistema de valor de posicién
de los decimales

6 Pueden utilizar la calculadora con discernimiento

7 Pueden convertir problemas simples, no presentados de forma matematica,
en un problema matematico

Algoritmos escritos 8 Pueden aplicar los algoritmos estandar, o variaciones de éstos, a las operaciones
bésicas de suma, resta, multiplicacion y division en situaciones simples de contexto

Razén y porcentajes 9 Pueden comparar razones y porcentajes

10 Pueden resolver problemas simples de razon

11 Entienden el concepto de tanto por ciento y saben hacer clculos practicos
con porcentajes presentados en situaciones simples de contexto

12 Entienden la relacion entre razones, fracciones y decimales

Fracciones 13 Saben que las fracciones y los decimales pueden tener varios significados

14 Pueden localizar fracciones y decimales en una linea numérica y convertir fracciones
en decimales; también con ayuda de una calculadora

15 Pueden comparar, sumar, restar, dividir y multiplicar fracciones simples
en situaciones simples de contexto por medio de modelos

Medicion 16 Pueden leer el tiempo y calcular intervalos de tiempo; también con ayuda de una calculadora

17 Pueden hacer calculos con dinero en situaciones de contexto de la vida diaria

18 Disciernen la relacién entre las cantidades mas importantes y las correspondientes
unidades de medicion

19 Conocen las unidades corrientes de medicion de longitud, &rea, volumen, velocidad, peso
y temperatura, y pueden aplicarlas en situaciones simples de contexto

20 Pueden leer tablas y diagramas simples, y elaborarlos con base en sus propias
investigaciones de situaciones simples de contexto

Geometria 21 Dominan ciertos conceptos basicos con los cuales organizan y describen
el espacio de un modo geométrico

22 Pueden razonar geométricamente utilizando bloques de construccién, planos de planta,
mapas, imagenes y datos sobre ubicacién, direccion, distancia y escala

23 Pueden explicar imagenes de sombra, combinar formas e idear e identificar recortables
de objetos regulares
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de medida aplicables a las pruebas. Se escucharon estos argumentos no sélo en
cuanto a las matematicas, sino también en relacion con todas las asignaturas de
escuela primaria respecto a las cuales se formularon metas fundamentales.

4.4 Bosquejos de trayectorias longitudinales de ensefianza-aprendizaje: un
nuevo factor para el sequimiento macrodidactico

Durante varios afios no se vio con claridad qué direccion seria la elegida para
mejorar las metas fundamentales: proveer ya sea una lista mas pormenorizada de
metas para cada grado expresadas en términos de funcionamiento, o bien, una
descripcion que apoyara a la ensefianza en vez de la pura aplicacion de pruebas.
En 1997, el gobierno opté tentativamente por la segunda y pidio al Instituto
Freudenthal que las elaborara para las matematicas. Esta decisiéon dio como resul-
tado la puesta en marcha del Proyecto TAL" en septiembre de 1997. El propésito
de este proyecto, que el Instituto Freudenthal lleva a cabo conjuntamente con el
SLO y el CED,” es contribuir al mejoramiento de la préctica de aula, comenzando
por la de los primeros grados. El motivo para comenzar en los grados de menor
nivel fue que, al mismo tiempo, el gobierno tomé medidas para reducir el tama-
fo de los grupos en estos grados. Los productos del Proyecto TAL podrian llegar
a ser con el tiempo, el cuarto factor orientador para el seguimiento macrodidacti-
co en la educacion matematica de las escuelas primarias holandesas.

Para comenzar, un bosquejo de trayectoria sobre los niimeros enteros

El primer foco de atencién del proyecto fue formular una descripcién de una
trayectoria de ensefianza-aprendizaje longitudinal sobre la aritmética de ntimeros
enteros. La primera descripcién para los grados inferiores (K1, K2 —preescolar 2 y
3 en México-y 1%y 2° grados de primaria)'® se publicé en noviembre de 1998.
Le sigui6 la version definitiva un afio después (Treffers, Van den Heuvel-
Panhuizen y Buys (eds.), 1999). Ahora la atencién se centra en la continuacién
de una trayectoria de ntimeros enteros para los grados superiores de la escuela
primaria (de 3° a 6° grados), y recientemente se ha comenzado a formular una
trayectoria de ensefianza-aprendizaje respecto a medicién y geometria. En el
futuro se formularan otros ejes respecto a fracciones, decimales y porcentajes.

" TAL es una abreviatura en holandés que significa Metas Intermedias Anexas a Trayectorias de Ense-
fianza-Aprendizaje.

P El sLo es el Instituto Holandés para el Desarrollo de los Curriculos, el CeD es el Centro de Asesoria
Escolar para la ciudad de Rotterdam. En un futuro cercano es probable que otros institutos participen tam-
bién oficialmente en el Proyecto TAL.

16 Estos grados cubren a los estudiantes de 4 a 8 afios de edad.

38 CORREO del MAESTRO = nam. 149 = octubre 2008




Educacién matemaética EN 1.0s PAisEs BAjos

En la trayectoria de nlimeros enteros se interpreta la aritmética en un sentido
amplio, que incluye conocimiento de los nimeros, sentido numérico, aritmética
mental, estimacion y algoritmos. De hecho, se pretende que la descripcién ofrezca
una perspectiva general de como estan relacionados estos elementos numéricos
unos con otros, tanto en sentido longitudinal como de seccién transversal.

Un nuevo enfoque de la descripcion de metas como marco

para apoyar la ensefianza

Los pasos que los estudiantes daran (de una forma u otra) en su camino para
alcanzar las metas al término de la escuela primaria son cruciales en los bosque-
jos de trayectoria, y pueden verse como metas intermedias. Como metas, no
obstante, difieren en muchos aspectos de las descripciones habituales de las
metas de fin de curso, que son demasiado rigidas para considerarlas idéneas
como base directa para la aplicaciéon de pruebas. De hecho, en varios sentidos
los bosquejos propuestos de las trayectorias de ensefianza-aprendizaje son lo
contrario de las descripciones de metas que tradicionalmente se supone que
orientan la educacién. En vez de descripciones no ambiguas de metas en tér-
minos conductuales, la trayectoria de ensefianza-aprendizaje brinda a los pro-
fesores un bosquejo mas o menos narrativo de como puede realizarse el proce-
so de aprendizaje siempre y cuando se concrete en efecto un entorno educativo
en particular. La descripcion contiene muchos ejemplos, incluso videograbados
en un disco compacto, del comportamiento y el trabajo de los estudiantes en
relacién con actividades medulares de la ensefianza.

Dar a los profesores una perspectiva directa de como evoluciona la compren-
si6on matematica de los nifios de los grados Preescolar 1 al 2° grado de primaria
(dado el caso hasta 6° grado) y de como contribuye la educacién a este desarro-
llo es el propésito principal de esta alternativa a la insistencia tradicional en
metas claras como el motor mas potente para mejorar la practica de aula. De
ningtn modo, sin embargo, se pretende que los bosquejos de trayectoria sean
recetarios. Mds bien se busca que proporcionen a los profesores un mapa men-
tal educativo que puede ayudarles a hacer ajustes al libro de texto, de ser nece-
sario. Otra diferencia respecto a la descripcién tradicional de metas es que no
hay una estructura de prerrequisitos estrictos. Ademas, los procesos de apren-
dizaje no se consideran un proceso continuo de pasos pequefios, ni se ve a las
metas intermedias como una lista de comprobacién para ver cuanto han avan-
zado los estudiantes. De hecho, un enfoque de este tipo descuida las disconti-
nuidades del proceso de aprendizaje y no tiene en cuenta el grado en que la
comprension y el ejercicio de destrezas son determinados por el contexto y
cuanto difieren ambos entre los individuos. En vez de una lista de comproba-
cion de habilidades aisladas, los bosquejos de trayectoria procuran exponer con
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claridad cémo éstas se construyen, unas en relacién con las otras. Lo que se
aprende en una etapa es comprendido y ejecutado en un nivel mas alto en una
etapa siguiente.

La fuerza vinculante de los niveles y su uso diddctico

Es esta caracteristica de niveles del proceso de aprendizaje —un elemento cons-
titutivo de la EMR- lo que da coherencia longitudinal a la trayectoria de ensefianza-
aprendizaje. Otra implicacion crucial de esta caracteristica de niveles es que los
estudiantes pueden comprender algo en niveles diferentes. En otras palabras,
pueden trabajar sobre los mismos problemas sin hallarse en el mismo nivel de
comprension. La distincién de niveles en la comprension, que puede tener apa-
riencias diferentes en los distintos subdominios dentro del eje de los nameros
enteros, es muy fructifera para trabajar en el adelanto de la comprensién de los
nifnos. Ofrece puntos de apoyo para estimular este progreso.

Niveles de conteo como primer ejemplo

Como ejemplo, podriamos considerar los niveles de conteo” que han sido dis-
tinguidos respecto a la etapa inicial del desarrollo del concepto de ntimero en el
jardin de nifios y el comienzo del 1 grado. Se han identificado los tres niveles
siguientes (véase Treffers, Van den Heuvel-Panhuizen y Buys, eds., 1999):

- conteo relacionado con contexto,
- conteo ligado a objetos,
+ (hacia) un modo més formal de contar.

Para explicar esta distincion de niveles y dar una idea de coémo puede utilizarse
para hacer accesibles los problemas a los nifios y provocar cambios en los niveles de
habilidad, podemos pensar en la capacidad de conteo resultativo hasta diez. ;Qué
ocurre si a un nifio no le dice nada la pregunta cudntos (véase fig. 6)? ;Significa
esto que el nifio simplemente no es capaz de hacer un conteo resultativo?

Si no es el caso, puede hacerse evidente si el profesor
pasa a una pregunta relacionada con contexto, en vez de

n H ﬂ una pregunta simple de cudntos. Por ejemplo:

«  ;Cudntos arios tiene la niria? (refiriéndose a las velas
de un pastel de cumpleanos) (véase fig. 7).
+ ;Qué tan lejos puedes saltar? (refiriéndose a los puntos
Figura 6. ;Cudntos...? de un dado).

17 .. ey . . ~
Para indicar que no hay una division estricta entre contar y calcular, en la trayectoria de ensefianza-
aprendizaje la destreza de contar se llama “contar y calcular”.
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Figura 7. ;Cudntos afios...? Tomado de Treffers,Van den Heuvel-Panhuizen y Buys, eds., 1999, p. 26.

+ ;Qué tan alta es la torre? (refiriéndose a los bloques con los que esta cons-
truida la torre).

En las preguntas relacionadas con contexto, éste confiere significado al con-
cepto de numero. Este conteo relacionado con contexto antecede al nivel del
conteo relacionado con objetos, en el que los nifios manejan la pregunta directa
cudntos en relaciéon con un conjunto de objetos concretos sin referencia alguna a
un contexto significativo. Mas adelante, tampoco es ya necesaria la presencia de
objetos concretos para responder preguntas de cudntos. Por la via de la simboli-
zacion, los nifios han alcanzado un nivel de comprension en el que son capaces
de lo que se podria llamar conteo formal, lo cual significa que pueden reflexionar
sobre relaciones de ntimeros y que pueden hacer uso de este conocimiento.

Niveles de calculo como segundo ejemplo

Respecto al campo del célculo inicial en el 1* grado (con ntimeros hasta 20), se
han identificado los tres niveles siguientes (véase Treffers, Van den Heuvel-
Panhuizen y Buys, eds., 1999):

+ Calcular por conteo (o mediante conteo). Por ejemplo, calcular 7+6 depo-
sitando siete monedas de un florin y seis monedas de un florin y contan-
do el total una por una.

+ Calcular por estructuracién. Por ejemplo, calcular 7+6 depositando dos
monedas de cinco florines y tres monedas de un florin.

- Calcular formalmente (y con flexibilidad). Por ejemplo, calcular 7+6 sin
usar monedas y utilizando el conocimiento que uno tiene sobre 6+6.

Se mostrara como se manifiestan estos niveles en la practica de aula en la lec-
cién del Restaurante que se analiza en la siguiente seccion (véase §5.1).

En grados maés altos, cuando los estudiantes hacen célculos en un nivel for-
mal, se reconocen los niveles mencionados en las tres estrategias de calculo para
sumas y restas hasta 100:
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- Laestrategia de salto (esta estrategia guarda relacién con calcular por con-
teo; implica conservar el primer nimero como entero: 87-39=... 87-30=57;
57-7=50; 50-2=48).

- La estrategia de separar los ntimeros en decenas y unidades (esta estrate-
gia guarda relacioén con calcular por estructuraciéon; implica hacer uso de
la estructura decimal: 87-39=... 80-30=50; 7-7=0; 50-2=48).

- Calcular con flexibilidad (esta estrategia implica hacer uso del conocimiento
de relaciones numéricas y propiedades de las operaciones: 87-39=...
87-40=47; 47+1=48).

Niveles diddcticos

El discernimiento de estos niveles didacticos proporciona a los profesores un soli-
do pilar para tener acceso a cémo los nifios comprenden y para trabajar sobre los
cambios en la comprension. Después de comenzar, por ejemplo, con preguntas
relacionadas con contexto (“;cuantos afios tiene la nifia?”), el profesor puede hacer
a un lado el contexto gradualmente y llegar a las preguntas relacionadas con obje-
tos (“;cuantas velas tiene el pastel de cumpleafios?”). Las categorias de niveles res-
pecto a los calculos hasta 20 y 100 difieren notablemente, por ejemplo, de los nive-
les basados en tipos de problemas™ y de los niveles basados en el tamafio de los
nameros por procesar. También se desvian de las distinciones mas generales entre
concreto y abstracto en los niveles de comprensiéon®” y de las distinciones de nive-
les que van desde realizar operaciones con niimeros con base en materiales hasta
procedimientos mentales, con la verbalizacién como estadio intermedio.” Las
ideas con las cuales se identifican més los niveles de TAL en los primeros grados se
hallan en el trabajo de Donaldson (1978) y Hughes (1986).*

Hasta aqui hemos analizado algunas de las ideas principales en las que se
basan los bosquejos de trayectoria. Como se ha sefialado, el Proyecto TAL apenas
comienza a trabajar en ellas. Atun no se sabe cémo funcionaran en la practica
escolar ni si realmente ayudan a los profesores. Sin embargo, las indagaciones
realizadas hasta ahora (De Goeij, Nelissen y Van den Heuvel-Panhuizen, 1998;
Groot, 1999; Slavenburg y Krooneman, 1999) nos dan una sensacién general de
que efectivamente ayudan a los profesores, y que la trayectoria de ensefianza-
aprendizaje del TAL sobre la aritmética de ntiimeros enteros para los primeros

'8 Los tipos de problemas de cGi pueden considerarse ejemplos de distincion de niveles basada en tipos
de problemas.

¥ Como los niveles piagetianos de crecimiento cognitivo.

% Como los niveles que distingue Galperin.

% Con todo, hay ciertas diferencias significativas entre sus ideas y las ideas del TAL sobre los niveles.
Donaldson, por ejemplo, no aplicé sus ideas al conteo, y Hughes no identificd lo que se conoce como
conteo relacionado con contexto en el TAL.
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grados de primaria ha puesto en marcha algo que, de una forma u otra, pueden
llevar a un nivel maés alto no sélo a los nifios, también a la educacién matemati-
ca holandesa.

El interés del equipo del TAL se despert6 al descubrir que hacer un bosquejo
de trayectoria no era sélo cuestién de poner por escrito lo que ya era conocido
en un sentido popular y accesible para los profesores, sino que ademads el traba-
jo sobre la trayectoria daba como resultado el surgimiento de ideas nuevas sobre
cOémo ensefiar matemadticas y una revision de nuestra forma corriente de pensar
en la ensenanza.

e Tres ejemplos de la practica de la EMR en el aula

La respuesta a la pregunta qué respecto al curriculo holandés de aritmética se
limitara a dar una impresién de ella con base en los tres problemas siguientes:

. 6+7 =
. 81+6=
- 4xf198 =

Es evidente que esta seleccién no cubre la totalidad del curriculo holandés
de aritmética. Es s6lo una breve perspectiva en pasos gigantescos: se mostrara
un problema para los primeros grados, uno para los grados intermedios y uno
para los grados finales de la escuela primaria. Lo que estos ejemplos tienen en
comun es que pueden resolverse en diferentes niveles y, por tanto, pueden ser
suelo fértil para el adelanto. También dejan claro que la pregunta qué respecto
al curriculo holandés de aritmética nunca podra desligarse del cémo.

5.1 Restaurante

La leccién del Restaurante es una de las que se presentan en el disco compacto y
pertenece a la trayectoria de ensefianza-aprendizaje del TAL sobre niimeros ente-
ros para los primeros grados. Fue videograbada en una clase mixta con nifios de
Kinder 2 y primer grado, esto es, de cinco y seis afios de edad (preprimaria y primer
grado de primaria en México). La profesora, Ans Veltman, pertenece al personal
del equipo del TAL; también disefi6 la leccion, aunque ella estaria en desacuerdo
al respecto: Ans considera que su estudiante Maureen fue quien desarroll6 esta
leccion. Maureen abrié un restaurante en un rincén del aula, y todos fueron
invitados a comer. La tarjeta del ment muestra a los nifios lo que pueden ordenar
y cuanto cuesta. Los precios estdn en florines enteros (véase fig. 8).
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Figura 8. La tarjeta de ment del restaurante de Maureen.

El proposito de la profesora con esta leccién es trabajar en un problema difi-
cil de suma “pasando por el nimero diez”. La forma como lo hace refleja, no
obstante, un mundo de libertad para los estudiantes. La profesora anuncio a los
nifios que podian elegir dos cosas del ment y les pregunté6 cudles elegirian y
cuanto costarian. En otras palabras, aparentemente no habia orientacién por
parte de la profesora, pero la verdad era lo contrario. Si elegian un panqueque
y un helado, que cuestan 7 florines y 6 florines, respectivamente, la profesora
sabia por adelantado en qué problema trabajaria la clase; esto es, el problema de
sumar arriba de diez, que es en lo que ella deseaba que trabajaran.

Hay un monedero con un poco de dinero para pagar lo que se ordena, y la
profesora dispuso que hubiera en él monedas de cinco florines y de un florin.
(Esto muestra una vez mas la sutil orientacion por parte de la profesora.) Ense-
guida, los estudiantes comienzan a ordenar. Niels elige un panqueque y un hela-
do. Jules escribe la orden en un pequefio pizarrén. Los otros nifios exclaman:
“Si... yo también”. Coinciden con la eleccién de Niels. Entonces la profesora pre-
gunta cuanto costaria esta eleccién en total.

He aqui un resumen de lo que hicieron los nifios:

+ Maureen cont6 13 monedas de un florin. Seis monedas para el helado y
siete monedas para el panqueque (calcular mediante conteo) (véase fig. 9).

- Thijs y Nick cambiaron cinco monedas de un florin por una moneda de
cinco florines, y pagaron el helado con “5” y “1” y el panqueque con “5”
y “1” y “1”. Entonces vieron que los dos cincos hacen diez y los tres unos
hacen 13 en total (calcular por estructuracién) (véase fig. 10). Mas tarde,
Nick puso las monedas en fila: “5”, “5”, “1”7, “1”, “1”.
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Figura 9. La estrategia de Maureen.
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Figura 10. La estrategia de Thijs.

+ Luuk ide6 la siguiente estrategia: “Primero pongo tres florines de los seis
con los siete florines, y eso da diez florines, y tres son trece” (calcular por
estructuracion y hacia el calculo formal).

- Hannah no utilizé las monedas, sino que calcul6: “6 y 6 son 12, y 1 son 13
florines”. A otro estudiante se le ocurrié que: “7 y 7 son 14, menos 1 son
13" (calculo formal y flexible).

Esta leccion de Restaurante deja en claro que los nifios con diferencias en cuan-
to a destreza y nivel de comprensién pueden trabajar en clase sobre un mismo
problema. Para ello, es necesario que se plantee a los nifios problemas suscepti-
bles de ser resueltos en diferentes niveles. La ventaja para los estudiantes es que
el hecho de compartir y comentar sus estrategias entre ellos puede funcionar
como una palanca para elevar su comprension. La ventaja para los profesores es
que los problemas de este tipo les ofrecen una muestra representativa de la com-
prensién de su grupo en cualquier momento dado, asi como una perspectiva lon-
gitudinal de la trayectoria que necesitan seguir. La muestra representativa de
estrategias en un momento cualquiera indica lo que esta por llegar a su alcance en
el futuro inmediato. Como tal, esta muestra representativa de estrategias contie-
ne asideros que servirdn al profesor para la ensefianza ulterior.
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5.2 Velada de padres

La siguiente escena de aula® muestra como contribuyen los principios de la EMR
al crecimiento en la comprension matemaética. El punto de partida de la leccion
es la exploracion de un problema de contexto que -y esto es indispensable—
pueda ser resuelto en varios niveles de comprension. Mediante la exposicion y
la discusion de las estrategias de solucién en clase, los estudiantes que resolvie-
ron primero el problema utilizando una estrategia muy larga pueden avanzar
hacia un nivel mas alto de comprension. A resultas de este proceso, que se cono-
ce como matematizacion progresiva, es posible constituir conceptos matemaéticos
nuevos.

El escenario es un aula de tercer grado. Los estudiantes tienen de ocho a
nueve afios. La profesora comienza con la presentaciéon de un problema sobre
una velada de padres que se estd organizando. La pregunta se refiere al nime-
ro de mesas necesarias para sentar a los padres (véase fig. 11).

“Esta noche habra una velada de padres.

Los papeles que recibi de ustedes me dicen que asistiran 81 personas.
La reunion se celebrara en el salon grande.

Los padres se sentaran alrededor de mesas grandes.

Seis personas pueden ocupar cada mesa.”

La profesora hace un dibujo de una de las mesas en el pizarron:

Enseguida, la profesora pregunta:

“¢Cuantas mesas necesitamos para 81 personas?”

Figura 11. Problema de las mesas.

Los estudiantes comienzan a trabajar y la profesora camina por el aula. Cuando
es necesario, ayuda un poco a los nifios. Al cabo de aproximadamente diez minutos,
la maestra pide a los nifios mostrar su trabajo y explicar sus soluciones.

 Esta actividad de aula procede de Van Galen et al. (1991) (véase también Van Galen y Feijs, 1991); la presente
estampa fue utilizada también por De Lange en su conferencia plenaria de la ICME 1996, en Sevilla, Espafia.
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Badr dibujo todas las mesas que necesitaba para sentar a todos los padres
(véase fig. 12).

e 00

slgeis(s
D00

Figura 12. El trabajo de Badr.

Roy comenz6 de igual forma, pero después de dibujar dos mesas completas
dibujo dos rectangulos y puso en ellos el nimero seis. Mientras dibujaba mas de
estos rectangulos comprendié de pronto que, si tenia cinco mesas, podia sentar
a 30 padres. Continué dibujando rectangulos y después de otros cinco apunt6
60. Después dibujo otros dos, apunté 72, luego uno mas, y apunté 78. Terminé
con un rectdngulo en el que puso el numero 3 (véase fig. 13).

B o] Yrdd®
@BBB@

DC t

Figura 13. El trabajo de Roy.

Un tercer estudiante, Abdelaziz, se mostr6 atn més adelantado en cuanto a
matematizar el problema. Aunque también él comenzé dibujando una copia de
la mesa que estaba en el pizarrén, pas6 de inmediato a una solucién mas formal
utilizando su conocimiento de los multiplos de seis. Apunt6 6 x 6 =36, duplicod
este numero y lleg6 a 72, y después agreg6 dos mesas mds al 72 y obtuvo la res-
puesta de 84 (véase fig. 14).
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Figura 14. El trabajo de Abdelaziz.

Si se miran estas tres soluciones, es evidente que cierta matematizacién tuvo
lugar en cada nivel, incluso en el trabajo de Badr, pues la visualizacién y la
esquematizacién son también poderosos instrumentos para matematizar. En los
otros dos ejemplos las matematicas son mas visibles, pero atin no estan en el
nivel que se busca. Este problema fue pensado como punto de partida para
aprender la division larga. Para alcanzar esta meta, el problema debe ir seguido
de otros problemas. Por consiguiente, una vez que terminé el debate en clase
sobre las diferentes estrategias, la profesora planteé otro problema: el de las
cafeteras (véase fig. 15).

“Se ofrecerd a los 81 padres una taza de café.
Puedes llenar 7 tazas con una cafetera.
iCuantas cafeteras se necesitaran?”

Figura 15. Problema de las cafeteras.

Desde un punto de vista matematico, este problema es el mismo que el ante-
rior. En vez de dividir entre seis, ahora los estudiantes deben dividir entre siete.
Para estos estudiantes, sin embargo, este problema es diferente por completo, y
también es mas dificil hacer una presentacion visual de él.

Es mas facil dibujar mesas que cafeteras, aunque Badr intent6 dibujarlas
(véase fig. 16).

Después de dibujar dos cafeteras, Badr recordé el comentario acerca de como
se puede hallar mas rapidamente la respuesta multiplicando. Procedié a utilizar
10x7 =70 seguido de 70+11=81, y concluy6 que se necesitan 12 cafeteras.

Tanto la constitucién de herramientas matematicas (la representacion de la
situacion problema, la esquematizacion, la suma repetida, la aplicacion del co-
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Figura 16. El trabajo de Badr sobre el Problema de las cafeteras.

nocimiento de operaciones numeéricas, la forma de llevar la cuenta de los resul-
tados y la comunicacién sobre las estrategias) como el cambio de nivel de Badr
fueron suscitados por los problemas dados a los estudiantes. En términos mas
precisos, fueron suscitados por problemas relacionados. De cierto modo, el con-
texto de este racimo de problemas induce a los alumnos a re-inventar las mate-
maticas y a alcanzar un nivel mas alto de comprension (véase también la fig. 19).

5.3. Comprar hogazas de pan

La meta global ultima de la EMR es la numerizacién. Los nifios deben ser capaces
de entender los numeros y las operaciones numeéricas. Entre otras cosas, esto
implica que los nifios deben ser capaces de decidir por si mismos qué procedi-
miento de calculo es apropiado para resolver un problema aritmético en particu-
lar. Deben saber cuando es adecuado un célculo mental, cuando conviene utili-
zar una estimacion y cuando es mejor hacer aritmética de columnas en papel o
utilizar una calculadora.” Ser capaz de tomar decisiones como éstas es una de las
metas de orden mas alto de la educacién aritmética que se busca alcanzar en los
grados superiores de la escuela primaria. El Problema de comprar hogazas de pan
(véase fig. 17) es muy apropiado para trabajar en esta meta.

Lieke va a comprar cuatro hogazas de pan;
cada una cuesta f 1.98
¢ Sera suficiente con un billete de diez florines?

Figura 17. Problema de comprar hogazas de pan.

» Para conocer més sobre estrategias mentales y escritas, véase el trabajo presentado en esta conferencia
por Meindert Beishuizen.
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Enla figura 18, el trabajo de los estudiantes muestra una extensa variedad de
categorias de procedimientos de cdlculo que es posible aplicar para resolver este
problema. Los estudiantes A, B y C lo resolvieron de una u otra forma median-
te aritmética de columnas. Los estudiantes D, E y F* utilizaron un método de

D 'y\fi

es casi

%’138 %\'jwh: B en ux2-£8.-
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3
y que
en dat s e dan f 1,98
Figura 18. El trabajo de los estudiantes en el Problema de comprar hogazas de pan

(traduccién afiadida por la autora).

* Esta es la solucion que Adri Treffers agregé al conjunto de su pufio y letra.

50 CORREO del MAESTRO = nam. 149 = octubre 2008



Educacién matemaética EN 1.0s PAisEs BAjos

estimacion. Dentro de estas dos categorias principales, los estudiantes aplicaron
varias estrategias.

La necesidad de debatir en clase

Como en los problemas de la Velada de padres y el Restaurante, un debate en
clase acerca de como abordaron los estudiantes el Problema de comprar hogazas
de pan ayudard a éstos a hacer una eleccién mas apropiada la préxima vez.
Especialmente si se trata de hacer estimaciones, un debate de este tipo ayuda-
rad a los alumnos a deshacerse de la idea de que su trabajo con nameros puede
llamarse matematicas sélo si hacen calculos precisos. En problemas como el de
Comprar hogazas de pan no se necesita un calculo preciso, basta una estimacion.
Por otra parte, hacer una estimacién para resolver este problema jabre el cami-
no hacia el calculo preciso inteligente! El trabajo del estudiante D es un buen
ejemplo de esto.

Grupos de problemas

A fin de abrir el camino hacia el calculo preciso inteligente, la pregunta global
de “;Alcanza el dinero?” va seguida de una pregunta mds precisa como
“¢Cuanto queda o cuanto mas necesitas?” Como en el Problema de la velada de
padres, esta serie de preguntas puede verse como una minitrayectoria con posi-
bilidad de funcionar como palanca para lograr cambios en la comprensién de
los estudiantes. De cierto modo, estos grupos de problemas son escenarios edu-
cativos que orientan la enseflanza e impulsan el aprendizaje.

Coherencia entre los procedimientos de cdlculo
Ademas de abrir los ojos de los estudiantes a la eleccién apropiada de un pro-
cedimiento de calculo en particular, la diversidad del trabajo realizado sobre el
Problema de comprar hogazas de pan (véase fig. 19) proporciona al profesor una
poderosa herramienta para analizar con los estudiantes como estan relaciona-
dos los procedimientos. El trabajo de los estudiantes C y A muestra perfecta-
mente que, en vez de una multiplicacién de columnas, se puede aplicar una
suma de columnas repetida. De hecho, la segunda es una etapa preliminar del
algoritmo escrito estandar para la multiplicacién. El trabajo del estudiante B
muestra incluso lo que antecede a esta etapa preliminar: una especie de combi-
nacion de aritmética horizontal con el valor de los niumeros enteros (en vez de
procesar los niimeros como digitos) y aritmética de columnas.

Este procedimiento mixto es un elemento crucial de la trayectoria de ense-
fanza-aprendizaje que el equipo del TAL tiene en mente respecto a la aritmética
en los grados superiores de la escuela primaria. La aritmética mental se consi-
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dera la rama principal, de la cual se deriva més tarde la rama de aritmética de
columnas. “M4s tarde” significa, por ejemplo, que los algoritmos estandar para
la suma y la resta (véase fig. 20, +d y -d) no estan previstos antes del cuarto
grado. No se tratan los algoritmos para la multiplicacién y la divisién antes del
quinto grado. En los afios previos a estos grados, los estudiantes aplican proce-
dimientos méds o menos abreviados y mixtos que se basan en una forma horizon-
tal de calcular con valores enteros. La figura 20 muestra como evoluciona gra-
dualmente esta forma de calcular, relacionada con la aritmética mental, hacia los
algoritmos estandar. Esto se cumple al menos respecto a la suma y la multipli-
cacion. Por lo que se refiere a la resta, se sigue otro camino. El algoritmo de resta
no surge de forma natural del enfoque de valor-entero. Por consiguiente, el algo-
ritmo de suma podria dar acceso al algoritmo de resta (véase la flecha en la
fig. 19). El algoritmo estdndar abreviado para la division queda fuera del esque-
ma. Este algoritmo ya no pertenece al curriculo medular.

Velada de padres Comprar hogazas de pan

“;Cuantas mesas?” ";Alcanza el dinero?”

/ /

"¢ Cuanto queda, cuanto
";Cuantas cafeteras?” mas necesitas?”
"¢ Cuél es el precio exacto?”

Figura 19. Problemas relacionados como herramienta diddctica para suscitar
cambios en la comprensién.

El trabajo del estudiante como espejo de la educacion

La resolucién de este problema es algo que depende de cémo se ha ensefiado a los
estudiantes. Por ello, se puede ver el problema como un espejo de la ensefianza.
Uno recibe lo que ha dado a los estudiantes. En el estudio en el que se reuni6 el tra-
bajo de los estudiantes que se muestra en la figura 19, casi la mitad de los alumnos
de cuarto y quinto afios aplicaron un procedimiento de aritmética de columnas,
y menos de un tercio de los estudiantes opt6 por una estimacién global (véase
Treffers, Streefland y De Moor, 1996). Otros estudios de este tipo de problemas
pusieron de manifiesto una fuerte relacion con el tipo de educacién, y diferentes
series de libros de texto dieron resultados distintos (Treffers, 1999). El trabajo de los
estudiantes no deja duda de que todavia hay trabajo por hacer en los Paises Bajos,
pese a los buenos resultados encontrados en el estudio Tvss (véase Mullis et al., 1997).
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Figura 20. Trayectoria de ensefianza-aprendizaje propuesta® para la aritmética de nimeros
enteros en los grados superiores de primaria: del cdlculo horizontal al vertical.

6 Para concluir

Con este ultimo ejemplo concluye este recorrido guiado. Confiamos en que el
paisaje holandés de la educacién matematica ya no sea el territorio inexplorado que
pudo haber sido antes que el lector iniciara el recorrido. Los educadores holan-
deses en matematicas tienen, obviamente, una relacién especial con los paisajes.
Freudenthal (1991) puso al tltimo capitulo de su tltimo libro el titulo de “El pai-
saje de la educacion matematica”. Es probable que este capitulo haya inspirado
a Treffers cuando adapté un muy conocido poema del famoso poeta holandés

? Este esquema se desarroll6 en las primeras etapas del trabajo sobre la trayectoria de ensefianza-aprendizaje
sobre niimeros enteros para los grados superiores de primaria. De entonces a la fecha ha cambiado un poco.
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Hendrik Marsman para resumir la educacion matematica en las escuelas prima-
rias holandesas:*

Cuando pienso en Holanda

Cuando pienso en Holanda
veo largos rios

atravesando lentamente

las infinitas planicies,

como una sucesioén de lineas numéricas
que dibujan el horizonte.

Veo bloques aritméticos

de bases multiples

que descienden y se pierden
en el inmenso espacio abierto
a través de esta tierra

de matematicas reales.

Basado en “Denkend aan Holland” de H. Marsman
Adaptado al inglés por A. Treffers, 1996.
Versién en espaiiol: Correo del Maestro

* El poema adaptado al inglés fue presentado por Adri Treffers al comienzo de un encuentro internacional
sobre educacién matematica celebrado en la Universidad de Leiden del 14 al |5 de diciembre de 1996.
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