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Uitwiskeling 16/4 (oktober 2000)


Wisselstromen anders bekeken

In de tekst die volgt, maak je kennis met weerstanden, condensatoren en spoelen. Sommige zaken behandelde je misschien in de lessen fysica, andere nog niet. We geven daarom een korte inleiding, echter zonder veel uitweidingen. Voor meer informatie kun je bij je leerkracht fysica terecht.

Drie ideale componenten

Er bestaan drie ‘ideale componenten’ die elk op een aparte manier reageren op stroom of spanning.

De eerste component is welbekend: de weerstand. In een weerstand wordt een deel van de elektrische energie omgezet in warmte; een bekend voorbeeld is de weerstand die je in een waterkoker vindt. Bij deze component is het spanningsverschil tussen beide uiteinden van de weerstand evenredig met de stroom door de weerstand: 
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. De evenredigheids​constante wordt de weerstand genoemd en wordt uitgedrukt in ohm (symbool (). Bemerk dat een spanningsverschil een stroom veroorzaakt. Maar ook het omgekeerde geldt: als er om een of andere reden een stroom loopt door een weerstand, zal de spanning aan beide uiteinden van de weerstand verschillend zijn. Het feit dat i rechts staat in de formule, betekent dus niet dat dit de onafhankelijke variabele is.


[image: image2]
De tweede component, een condensator, bestaat in zijn meest eenvoudige vorm uit twee dicht bij elkaar gelegen evenwijdige platen met daartussen een isolerend materiaal (zie de afbeeldingen hieronder). In je computer, in een tv en in talloze apparaten zijn de ‘platen’ meestal opgerold en verpakt als kleine cilindertjes. Het is meteen duidelijk dat een condensator geen geleider is, maar toch kunnen er in bepaalde schakelingen omwille van elektrische fenomenen ladingen naar beide platen stromen, waardoor er tijdelijk sprake is van stroom.

Om dit te begrijpen moeten we even de werking van een batterij bekijken. Een batterij kan men zich voorstellen als een chemisch fabriekje, waarbij positieve ladingen op een hoge spanning worden geproduceerd. Die verlaten de batterij aan de pluspool. Aan de minpool worden positieve ladingen aangezogen om via het chemisch proces naar de pluspool te worden gebracht. Je kunt het vergelijken met een watertoren waarin water van een geringe naar een grote hoogte gepompt wordt.

Wanneer men de bovenste plaat van een condensator met de pluspool van een batterij verbindt, dan kunnen positieve ladingen, die overvloedig aanwezig zijn aan de pluspool, naar die plaat stromen. De positieve ladingen in de onderste plaat worden door die in de bovenste plaat afgestoten en worden gretig door de minpool van de batterij opgeslorpt. 

Zo lijkt het alsof die ladingen door de condensator vloeiden, terwijl het in werkelijkheid om verschillende ladingen gaat, het is een dubbele troepenbeweging van twee legers ladingen. Onder invloed van de ladingen ontstaat tussen beide platen een toenemend spanningsverschil: wanneer dit gelijk is aan de spanning van de bron, valt de stroom ladingen stil.
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Hoe groter de lading Q bij een gegeven spanning U, hoe groter de capaciteit van de condensator. Men definieert de capaciteit C als 
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. De eenheid van capaciteit is farad (symbool F).

Telkens wanneer men de spanning wijzigt, ontstaat een aanpassing van de lading Q op de platen en ontstaat er dus een stroom geladen deeltjes. Wanneer de spanning opnieuw constant wordt, valt de stroom snel stil. Het zijn dus spanningsveranderingen die met stroom samengaan.
Deze werking verklaart waarom condensatoren enkel wisselspanning doorlaten, terwijl ze gelijkspanning blokkeren; in sommige schakelingen is zo’n filterwerking noodzakelijk. Ze verklaart ook waarom condensatoren worden gebruikt bij flitslampen: eerst worden heel wat ladingen vanuit een batterij naar de platen gebracht; deze ladingen kunnen in één klap naar een flitslamp afgeleid worden, die kort maar hevig oplicht.
Men kan experimenteel aantonen dat bij een tijdsafhankelijke spanning 
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 de stroom 
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 mooi even​redig is met de afgeleide van de spanning volgens de wetmatigheid: 
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Tot slot is er de spoel: die kan men zich voorstellen als een lange dunne geleidende draad, die spiraalvormig opgerold is, vaak rond een kleine metalen kern. Een spoel is in het ideale geval een perfecte geleider (weerstand nul) en daarmee een volkomen tegenhanger van condensator (weerstand oneindig). Bij weerstand nul voorspelt de wet van Ohm dat er geen spanningsverschil kan ontstaan tussen beide uiteinden van een spoel, maar bij een spoel treden elektromagnetische fenomenen op waardoor er tijdelijk toch een spanningsverschil kan zijn.

De twee fenomenen die hiervoor verantwoordelijk zijn, zijn eenvoudig geformuleerd de volgende:

· een stroom die door een geleider vloeit, veroorzaakt een magnetisch veld;

· een geleider in een veranderlijk magnetisch veld voelt een spanningsverschil tussen beide uiteinden.

Stel dat er een constante stroom I door de spoel gaat. Dit veroorzaakt een magnetisch veld, volgens de veldlijnen aangegeven hieronder (afdruk uit [7]).
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Dit stabiele magnetisch veld heeft geen effect op de spoel: de stroom is dus I en de spanning tussen beide uiteinden nul. Stel nu echter dat de stroom i gewijzigd wordt: het magnetisch veld is evenredig met de stroom en wijzigt dus mee. Daardoor ontstaat tussen beide uiteinden van de spoel een spanning: ze is zodanig dat ze de stroomverandering tegenwerkt. Stel dat de stroom naar rechts door de spoel gaat en toeneemt, dan zal het rechteruiteinde van de spoel op een hogere spanning komen te staan dan links, om de stroom van positieve ladingen tegen te werken (de positieve ladingen willen van hoge naar lage spanning stromen, niet omgekeerd). Dit tegenwerkende effect verdwijnt van zodra de stroom opnieuw constant stroomt. Als hij plots opnieuw afneemt, bijvoorbeeld, dan zal het linker uiteinde een hogere spanning krijgen, om te proberen opnieuw meer stroom naar rechts te laten vloeien. Als de stroom echter op een constant lager pitje blijft stromen, dan verdwijnt het tegenwerkende fenomeen opnieuw en ‘legt de spoel er zich bij neer’: de spanning wordt nul.

Bij een spoel zijn het dus de stroomveranderingen die een spanning veroorzaken. Alweer is er sprake van een evenredigheid: 
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. Hierbij is L een evenredigheidsconstante die afhangt van de bouw van de spoel en het materiaal in de kern. Ze wordt de inductantie van de spoel genoemd en heeft als eenheid henry (symbool H).
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Bemerk dat er ook hier geen sprake is van een ‘afhankelijke’ variabele: een opgelegde stroomverandering zal een spanning opleveren, net zoals een opgelegde spanning voor een stroomverandering zal zorgen.
De werking van een spoel verklaart waarom deze gebruikt kan worden om wisselspanningen te onderdrukken. Combinaties van condensatoren en spoelen laten toe om welbepaalde spanningsfrequenties toe te laten en andere te onderdrukken. Dit laat toe om een radio af te stellen op de juiste frequentie, bijvoorbeeld.
Tot slot: deze drie ‘ideale’ componenten zijn vereenvoudigingen van de werkelijkheid. Elke spoel heeft een kleine weerstand, condensatoren hebben soms kleine lekstromen, etc. Dit lost men echter op door een reële spoel te beschouwen als een combinatie van een ideale spoel en een kleine weerstand. Zo kan men ook voor reële situaties terugvallen op de ideale formules die we hierboven gaven.

Sinusoïdale spanningen en de drie componenten

Het gedrag van de drie componenten bij gelijkspanning is eenvoudig: evenredigheid tussen i en u bij een weerstand, geen stroom bij een condensator, geen spanning bij een spoel.

Bij wisselspanning wordt het interessanter. Stel dat de bron het stopcontact is: wisselspanning aan 230 V met een frequentie van 50 Hz. Ter herinnering: de frequentie f is het omgekeerde van de duur T (in seconden) van een periode: 
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1. Geef een mogelijk voorschrift voor de spanning 
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 bij een stopcontact indien je weet dat ze sinusoïdaal verloopt.

(De spanning is van de vorm 
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. Bij een frequentie van 50 Hz is de periode één vijftigste van een seconde, waaruit de waarde voor ‘b’ uit de algemene sinusfunctie volgt. Afhankelijk van de startwaarde van u, kan er een verschillende waarde van ( of c optreden; door een passende keuze van het begintijdstip kunnen beide constanten nul gemaakt worden. Het voorschrift met ( wordt voornamelijk binnen de fysica en de elektriciteitsleer gebruikt en het voorschrift met c binnen de wiskunde.)

Meer algemeen onderzoeken we hieronder wat er gebeurt wanneer de ideale componenten onderworpen worden aan een sinusoïdale spanning 
[image: image15.wmf](

)

()sin

utUt

=×w+j

. Hierin noemen we ( de pulsatie of hoeksnelheid en ( de beginfase of beginhoek. We kunnen de begintijd steeds zo kiezen dat we voor ( een gemakkelijke waarde hebben, bijvoorbeeld ( = 0.

2. Wat is het verband tussen de frequentie (het aantal volledige sinusbewegingen per seconde) en de pulsatie?

(( is in radialen per seconde, f is in omwentelingen per seconde. Dus is 
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3. Bepaal de stroom 
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 in de drie componenten hieronder, wanneer de spanningsbron een spanning 
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(Door in te vullen, af te leiden of te primitiveren vindt men: 
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Een grafische voorstelling van de spanning- en stroomfunctie laat toe de drie componenten op een nieuwe manier met elkaar te vergelijken.

4. Hieronder vind je drie grafische voorstellingen van één periode van stroom en spanning: welke hoort bij de weerstand, de condensator en de spoel?
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(In de eerste grafiek stelt 
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 een cosinusfunctie voor; deze hoort dus bij de condensator. In de tweede is 
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 een gespiegelde cosinusfunctie en die hoort bij de spoel. De derde grafiek geeft het verband tussen 
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 en 
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 weer bij een weerstand.)
5. De grafieken maken duidelijk dat spanning en stroom niet altijd samen hun maximum, minimum etc. bereiken. Bij welke component loopt de stroom achter op de spanning (bereikt iets later zijn extrema, nulpunten, etc.)? Bij welke loopt de stroom vóór en bij welke zijn beide ‘in fase’ (= zelfde verloop)?

(Bij de linkergrafiek begint de stroom al met een maximum, terwijl de spanning dit slechts een kwart van een periode later bereikt: bij een condensator loopt de stroom dus vóór op de spanning. Bij een spoel (middelste grafiek) is het alweer net andersom. Bij de weerstand (rechtergrafiek) zijn beide fenomenen in fase.)

6. Breng je antwoorden uit de vorige vragen in verband met een voorschrift van de stroom in de vorm 
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(Condensator: 
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. De grafiek van 
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 is dus naar links verschoven t.o.v. die van de spanning. Bij de spoel is 
[image: image37.wmf]2

p

j=-

 en bij de weerstand is ( = 0.)

Naar een volledig grafische beschrijving

De goniometrische basisfuncties ontstonden door een punt op een cirkel te laten draaien en daarvan de horizontale (cosinus) of verticale (sinus) projectie te beschouwen. We keren terug naar deze grafische oorsprong. Deze kleine stap achteruit zal ons toelaten veel verder te springen; het vertalen van één voorstellingswijze naar een andere is in de wiskunde en de fysica wel vaker een vruchtbare piste.

We associëren daarom met de spanning 
[image: image38.wmf]()

ut

een rond​draaiende vector 
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, aangrijpend in de oorsprong, met lengte U, hoeksnelheid ( en eventuele beginhoek (. De verticale projectie van 
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 is een vector 
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 waarvan de lengte en de zin (positief naar boven, negatief naar onder) overeenkomen met wisselspanning 
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. Hieronder zie je een voorbeeld met U = 230 V.

[image: image43.png]LN ]
L]
]
.
~

al
-“‘
.
.

~100

-100 1 3





Men noemt dergelijke voorstelling een fasordiagram.

Ook de stroom door de componenten kan vectorieel worden voorgesteld. 

Stel dat 
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 zich onder een hoek ( bevindt t.o.v. de x-as (indien je graag met een concrete waarde werkt, neem dan bijvoorbeeld 
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 rad). Gebruik nu je antwoorden op de vragen 5 en 6 om de volgende opdrachten uit te voeren, telkens in een apart fasordiagram. (Neem voor de eenvoud van het tekenen aan dat de amplitude van de stroom de helft is van die van de spanning.)
7. Teken de spannings- en bijbehorende stroomvector voor een weerstand, een condensator en een spoel. Teken tevens de overeenkomstige projecties op de verticale as.
(Het fasordiagram voor de drie componenten kan als volgt getekend worden.
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	weerstand

De stroomvector valt samen met de spanningsvector.
	condensator

De stroomvector loopt
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 rad vóór op de spannings​vector, in overeenstemming met de grafiek.
	spoel

Hier loopt de stroomvector 
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 rad achter op de spanningsvector.


Daarbij draait de spanningsvector in tegenwijzerzin met hoeksnelheid (.)
De vertaling van voorschriften naar vectoren leert ons dat het afleiden van de spannings​functie blijkbaar overeenkomt met het vooruitdraaien (en uitrekken/inkrimpen) van de spannings​vector en dat integreren (primitiveren) neerkomt op een kwartslag achteruitdraaien (en uitrekken/inkrimpen).

Tweede vertaling: we verlaten de reële wereld…

Een rotatie met een draaihoek van 90° kan ook via een algebraïsche bewerking gebeuren: vermenigvuldig je een complex getal met de imaginaire eenheid i, dan wordt zijn argument met 90° verhoogd. Deel je door i, dan wordt het met 90° verminderd.

Er zit dus muziek in een nieuwe vertaling: van vectoren naar complexe getallen. De spanningsvector wordt dan voorgesteld door een tijdsafhankelijk complex getal 
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 (we gebruiken vetjes voor u en andere complexe grootheden om een onderscheid te maken met de functie 
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 en we gebruiken j i.p.v. i om een onderscheid te maken met de stroom).

Historisch is de afspraak gegroeid om de spanning te beschouwen als het reële deel van het complexe getal u, m.a.w. als de horizontale projectie van u; aangezien een cosinus niets anders is dan een verschoven sinus, heeft dat geen gevolgen voor het beschrijven van de drie componenten. Afspraak:
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8. Door welk tijdsafhankelijk complex getal i wordt de stroom doorheen een weerstand weergegeven? 

(Uit de wet van Ohm weten we dat de modulus van i gelijk moet zijn aan 
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 en in het fasordiagram zien we dat het argument gelijk is aan dat van de spanning. M.a.w.: 
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9. Uit de formule 
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 volgt de amplitude van de stroom wanneer 
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 gegeven is. De faseverschuiving die eruit volgt wordt ook in een fasordiagram weergegeven. Gebruik deze gegevens om een formule op te stellen voor de complexe stroom i.
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(In vraag 3 vonden we al de amplitude: 
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. Dit wordt de modulus. De stroom ijlt 90° vóór op de spanning: met complexe getallen verkrijg je dit door u met de imaginaire eenheid j te vermenigvuldigen. We vinden dus: 
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Daaruit volgt: 
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. Bemerk dat dit formeel lijkt op de wet van Ohm voor weerstanden, met (imaginaire) complexe weerstand 
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. Bovendien is voldaan aan de complexe wet 
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10. Doe nu hetzelfde voor een spoel.

(De modulus berekenden we in vraag 3 als 
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; het naijlen met 90° verkrijgen we door u door de imaginaire eenheid j te delen.  Dus: 
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 Dit kan alweer als een wet van Ohm geschreven worden: 
[image: image71.wmf]=w×

L

uji.


Bovendien is gemakkelijk nagerekend dat aan de complexe wet 
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 voldaan is.)
We hebben zopas een strategie toegepast die kenmerkend is voor de wiskunde en vaak heel succesvol is: we hebben een eerste manier om verbanden te beschrijven (in het domein van de functies) vertaald en hervertaald naar verbanden in andere domeinen, gebaseerd op gemeenschappelijke kenmerken tussen die deelgebieden van de wiskunde. Zo zijn we erin geslaagd de drie basiscomponenten van een elektrisch netwerk m.b.v. één formule te beschrijven in de complexe wereld i.p.v. met de drie heel verschillende formules in de functievorm. 

We vinden immers telkens een soort wet van Ohm: 
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. Hierin wordt Z de (complexe) impedantie genoemd. De modulus van Z is de impedantie en wordt in ohm uitgedrukt. Het is een veralgemening van het begrip weerstand voor wisselspanningen.

Voor een gewone weerstand geldt Z = R. Voor een condensator en een spoel is de impedantie een imaginair getal, dat bovendien afhankelijk is van de frequentie van de bron. De imaginaire eenheid beschrijft het faseverschil tussen stroom en spanning. Voor een condensator is 
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) en bij een spoel is 
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. Het effect van deze basiscomponenten is inderdaad afhankelijk van de snelheid waarmee de spanning of stroom veranderen, zoals we eerder zagen. We merken dat de ‘weerstand’ van een condensator afneemt naarmate de frequentie f (= 
[image: image77.wmf]2
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) toeneemt: hoe hoger de frequentie, hoe minder zijn invloed op de stroom of m.a.w. hoe ‘onzichtbaarder’ de condensator. Bij gelijkstroom (( = 0) wordt de impedantie oneindig en komt er geen stroom meer door, in overeenstemming met de ‘veralgemeende wet van Ohm’. Het tegenovergesteld doet zich voor bij de spoel: bij gelijkstroom is de impedantie nul en is het alsof de spoel niet aanwezig was. Maar bij hoge frequenties wordt de impedantie steeds groter en blokkeert de spoel meer en meer de stroom. Hoe ‘imaginair’ beide impedanties ook zijn, ze beschrijven een zeer reële wereld.
Merk ook op dat afleiden nu eenvoudigweg overeenkomt met vermenigvuldigen met j( en integreren overeenkomt met delen door j(. Of hoe moeilijke dingen soms heel eenvoudig kunnen worden in een abstractere omgeving.

11. Welke complexe bewerking moet je uitvoeren wanneer je een sinusoïdale spanning u met hoeksnelheid ( twee keer na elkaar afleidt?

(Je moet twee keer met j( vermenigvuldigen: 
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. Dit komt overeen met wat we uit de functiewereld weten voor goniometrische basisfuncties.)

We verzilveren de winst verder

In werkelijkheid heeft elke spoel een kleine weerstand, hebben condensatoren soms kleine lekstromen. Bovendien bevatten alle elektrische apparaten heel wat componenten, in serie en in parallel, elk met hun weerstand, capaciteit en/of inductantie. Bij het ontwerp van apparaten is het belangrijk te weten wat hun ‘totale weerstand’, ‘totale capaciteit’ en ‘totale inductantie’ is, of samengevat, wat hun totale impedantie is.

Ter herinnering: wanneer twee componenten in serie geschakeld zijn, is de stroom die door beide componenten gaat op elk ogenblik noodzakelijkerwijze dezelfde, maar wordt het spanningsverschil voortdurend over beide verdeeld.

Bij gelijkstroom (afbeelding links) kunnen we een serieschakeling van twee weerstanden beschouwen als een glijbaan voor positieve ladingen met twee dalende stukken en er tussenin een vlak stukje. De twee dalende stukken vormen samen de totale afdaling van de glijbaan. De batterij is een volautomatisch trapje naar boven.
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Werk je met de klassieke spanningsfunctie 
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, dan moet je apart voor weerstanden, condensatoren, spoelen en alle mogelijke combinaties nagaan wat het verband is tussen 
[image: image82.wmf]()

ut

 en 
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 bij dergelijke serieschakeling en dit op basis van de formules voor elke component.

Werken we echter met complexe getallen, dan wordt alles een stuk eenvoudiger. Er is slechts één wet: 
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. Stel dat de impedanties van de componenten gelijk zijn aan Z1 en Z2, dan geldt 
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. Beide spanningen samen zijn gelijk aan de spanning die de bron levert: 
[image: image87.wmf](
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. Besluit: de totale (complexe) impedantie is dus de som van de individuele impedanties: 
[image: image88.wmf]=+
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Deze formule is geldig voor de drie basis​componenten.

12. Een niet-ideale spoel heeft naast een inductantie L = 0,8 H tevens een weerstand R = 25 (. De bron levert 230 V bij een frequentie van 50 Hz. We zoeken het voorschrift van de stroom 
[image: image89.wmf](
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. Bereken daartoe de totale impedantie. Tip: schrijf deze in goniometrische schrijfwijze (kan met je rekentoestel).

 (De impedantie is 
[image: image90.wmf](
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 met ( het argument van Z.

Op een rekentoestel vinden we snel dat ( = 1,47.

De spanning die door de bron wordt geleverd, is 
[image: image91.wmf]()230cos(100)
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. Hieruit berekenen we
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. De stroom is 
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 en loopt iets minder dan 
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 achter op de spanning.)
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13. Stel nu zelf een formule op voor de totale (complexe) impedantie van een parallel​schakeling van twee componenten. Nu is de spanning over beide componenten op elk ogenblik gelijk aan de bronspanning; de totale stroom i(t) wordt verdeeld over twee deelstromen die samen gelijk zijn aan i(t). 

[image: image96]
(Voor de componenten geldt: 
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. Daaruit volgt
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en dus geldt bij een parallelschakeling: 
[image: image100.wmf]12
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. We vinden formeel de regel voor gewone weerstanden terug, zoals aangebracht in de lessen fysica.)

Wanneer een schakeling uit een combinatie van serie- en parallelschakelingen bestaat, dan probeert men de totale impedantie te berekenen door componenten zó samen te nemen, dat ze enkel in serie geschakeld staan of enkel in parallel.

14. Op [8] vonden we het onderstaande schema. We pasten de waarden van de componenten aan om met kleinere getallen te kunnen rekenen en spanning en stroom in eenzelfde fasordiagram te kunnen voorstellen. Met behulp van complexe getallen zou je in staat moeten zijn om in een beperkt aantal lijnen de stroom 
[image: image101.wmf]()

it

 die door de bron loopt te berekenen (op [8] zijn daar meerdere bladzijden voor vereist). Werk in je berekeningen met drie cijfers na de komma. (Tip: neem eerst L en C2 samen.)


[image: image102]
Je kunt je resultaten controleren door de bovenstaande schakeling in te voeren in de applet op http://conon.science.ru.nl/appletsEM2/RLC/ en de resulterende stroom grafisch in te schatten (amplitude en faseverschil).

(De impedantie van L en C2 is 
[image: image103.wmf]2
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, wat met een rekentoestel snel 
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 oplevert (we stelden ons rekentoestel in op 3 cijfers na de komma).

We combineren nu 
[image: image105.wmf]1
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 met de weerstand R, die ermee in parallel staat. Samen hebben ze een impedantie 
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 die gelijk is aan: 
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Tot slot blijkt 
[image: image108.wmf]2
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 in serie te staan met 
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, zodat de totale complexe impedantie gelijk is aan 
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De 
[image: image115.wmf]tot
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 is 1,998 (; dit is de (reële) impedantie. Het argument is 
[image: image116.wmf]1,481
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 (in radialen).

We vinden voor i:
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Het reële deel is meteen ook de stroom door de bron: 
[image: image118.wmf]()2,503cos(101,481)
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.

Dit vinden we ook terug in de applet. De stroomvector is inderdaad ongeveer de helft van de spanningsvector en ijlt voor met ongeveer 90°. 


[image: image119]
Merk op dat de grafiek ontstaat door punten links bij te tekenen en de grafiek daarbij naar rechts te schuiven. Je moet de grafiek dus van rechts (oudst) naar links (nieuwst) lezen. Of nog anders: de tijdsas loopt eigenlijk naar links, wat duidelijk wordt bij het uitvoeren van de applet.)
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stroom door de spoel: � EMBED Equation.DSMT4  ���





spanningsverschil over de spoel:
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stroom door de weerstand: i(t)





spanningsverschil over de weerstand: 
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