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Uitwiskeling 16/4 (oktober 2000)


Modulusvoorstelling van een functie

Een afbeelding van het complexe vlak naar het complexe vlak kunnen we moeilijk voluit op een computerscherm voorstellen. We hebben hier immers vier dimensies voor nodig: twee voor het domein van de functie en twee voor het beeld van de functie. Tekenen in drie dimensies lukt wel … maar dan moeten we de helft van de informatie van het beeld van de functie laten vallen. 

Bij reële functies zie je nulpunten als snijpunten met de x-as. Bij complexe functies kan dat niet. Maar als een beeldwaarde 
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 nul is, is de modulus van 
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 ook nul. Voor complexe nulpunten volstaat het dus enkel met de modulus te werken. De rest van de informatie die de functie 
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 bevat, is voor de bepaling van de nulpunten overbodig .
1. Start het programma ‘Derive’ en geef het voorschrift van de complexe functie 
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 in. Vervang de variabele z door 
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, waarin de complexe eenheid voorgesteld wordt door de letter i met een accent circonflexe. Neem daarna de modulus van deze uitdrukking. Een modulusfunctie wordt in wiskundige literatuur en in softwarepakketten vaak voorgesteld door abs(…). Deze notatie verwijst naar de absolute-waarde-functie, die net zoals de modulusfunctie de afstand tot de oorsprong aanduidt. Vereenvoudig deze laatste formule tot een uitdrukking met een vierkantswortel in de onbekenden x en y.

2. Teken deze laatste functie in een driedimensionaal assenstelsel. Kies voor het bereik van de x-as en de y-as het interval [–2,5; 2,5] en voor de z-as het interval [0; 600]. Waarom ligt de grafiek in de halfruimte van de positieve z-as? Hoeveel punten heeft deze grafiek gemeen met het xy-vlak? Wat is de betekenis van deze punten?

(De z-coördinaat van elk punt van de grafiek stelt een modulus voor. Vermits een modulus niet negatief kan zijn, ligt de grafiek helemaal in de bovenste halfruimte. Slechts één complex getal heeft een modulus gelijk aan nul: het getal 
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. De raakpunten van de grafiek met het xy-vlak stellen bijgevolg de nulpunten van de functie 
[image: image7.wmf]()

fz

 voor. Op de onderstaande figuur links zie je dat er vier nulpunten zijn … wat een aanvaardbaar aantal lijkt voor een vierdegraadsfunctie.)

 
[image: image8]
3. Zoek de knop waarmee je een oppervlak kan ‘afwandelen’ of ‘tracen’. Je kunt met deze knop over de dunne coördinaatlijnen lopen. Je positie wordt aangegeven als het snijpunt van twee geaccentueerde, onderling loodrechte coördinaatlijnen. In de menubalk onderaan zie je de drie coördinaatgetallen van je positie. Wandel naar de vier nulpunten en noteer de coördinaten. Mocht je ontevreden zijn van de nauwkeurigheid van je resultaat, dan moet je het netwerk verfijnen en eventueel inzoomen.

(De vier nulpunten zijn 
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, 
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, 
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 en 
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. Leerlingen die onvoldoende inzoomen zullen waarschijnlijk licht afwijkende resultaten vinden. Op deze plaats kan eventueel opgemerkt worden dat de nulpunten van complexe veeltermfuncties met reële coëfficiënten steeds voorkomen in tweetallen die complex toegevoegd zijn. Door de modulus van andere functies te laten tekenen kan dit bevestigd worden. )

4. Controleer deze oplossingen door de uitdrukking 
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 te ontbinden met de knop ‘factor’ of ‘ontbinden’. Vergeet niet aan te vinken dat je de complexe nulpunten wil vinden. 

5. In de vorige puntjes hebben we de minima van de modulus van het beeld van de functie 
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 gezocht. Nu kijken we even naar de maxima. Verander de instellingen van je kijkvenster niet. Waar denk je dat de absolute maxima van deze functie in dit gebied gelegen zijn?

(Je merkt op zicht dat deze maxima op de linkse prent hierboven te vinden zijn in de hoekjes 
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6. Verander het driedimensionale kijkvenster. Kies voor het bereik van de x-as het interval [–1, 1], voor de y-as het interval [–2; 2] en voor de z-as het interval [0; 100]. Wandel over het glooiende landschap en omschrijf waar het absolute maximum nu gelegen is.

(Op de bovenstaande rechtse figuur zie je dat het absolute maximum niet meer in de hoekjes ligt maar op de rand van het domein, meer bepaald in het punt 
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7. Kies andermaal een nieuw driedimensionaal kijkvenster en probeer er voor te zorgen dat het maximum van de modulusfunctie niet meer op de rand van het domein te vinden is. Voor welk kijkvenster lukt dit?
(Laat de leerlingen niet te lang op deze vraag zoeken: het zal namelijk nooit lukken. Voor complexe functies die analytisch (de complexe uitbreiding van het begrip afleidbaar) zijn, geldt namelijk het maximum-modulus-principe. Dit principe zegt dat het maximum van de modulus van een complexe functie steeds op de rand van het beschouwde gebied bereikt wordt … dit in tegenstelling met reële functies.) 
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