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3  Rekenen aan lijnen
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1  Lijnen met inproduct

Inproduct en loodrechte stand
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a.
Bepaal de lengte van de drie vectoren in het plaatje hier​naast. Laat wortels in je antwoord staan.

b.
Hoe bereken je de lengte van de vector (a,b)?
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2
Gegeven zijn de punten A(1,1), B(6,6) en C(0,-6).
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a.
Bereken: |
[image: image532.png]


|, |
[image: image2.wmf]BC

| en |
[image: image3.wmf]CA

|.

Ter herinnering: met |       | wordt de lengte van vector       bedoeld.

(CAB(=(125(.

b.
Hoe kun je met dit gegeven de andere hoeken van driehoek ABC be​rekenen?
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3
Wat kun je van de kentallen van twee vectoren zeggen die loodrecht op elkaar staan? Laten we eens als ene vector nemen: (2,3) en die vraag beantwoorden.

a.
Zoek enkele vectoren (p,q) die loodrecht op (2,3) staan. 


b.
Bereken voor elk van die vectoren (p,q) wat 2p(+(3q is. 

Opgave 3 geeft ons aanleiding om bij twee vectoren, zeg (a,b) en (p,q), te kijken naar de volgende uitdrukking: 

ap + bq.
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a.
Ga na dat voor elke vector 
[image: image4.wmf]v

 geldt: 
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b.
Ga na: als (3,2)((((a,b)(=(0, dan is (a,b) een veelvoud van (3,2)L.

c.
Ga na: als (2,-1)((((a,b)(=(0, dan is (a,b) een veelvoud van (2,-1)L.

(
d.
Ga na dat voor elke vector 
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 na: 

als  
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een veelvoud van 
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Met 
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bedoelen we: 
[image: image13.wmf]v

staat loodrecht op 
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Een ander bewijs
In klas 2 heb je gezien dat je de stelling van Pythagoras ook om kunt keren (zie plaatje):






als a2 + b2 = c2, dan ((=(90(.
Zeg dat: A(=((
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Toon aan: 

( is recht ( (
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b.
Toon aan dat uit a volgt:

( is recht ( 
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We zullen nog zien dat je met het inproduct niet alleen kunt zeggen dat twee vectoren loodrecht op elkaar staan. Het blijkt dat we met het inproduct de hoek tussen vectoren kunt berekenen.

[image: image423.wmf]0

6
Gegeven zijn de punten A(10,2), B(-1,5) en C(1,0). Geef een pv van de lijn door C loodrecht op lijn AB.

Tip. Een richtingsvector van die lijn staat loodrecht op
  .
7
Gegeven zijn de punten A(-2,4) en B(4,2). 

a.
Ga na dat elk punt van lijn AB van de vorm 

(4(+(3t(,(2(–(t) is.

We zoeken het punt T(4(+(3t(,(2(–(t) op lijn AB dat het dichtst bij O(0,0) ligt. 

Voor dat punt moet 
[image: image22.wmf]OT

loodrecht op 
[image: image23.wmf]AB

staan.

b.
Bereken de coördinaten van T.

c.
Wat is de afstand van O tot de lijn AB?

Vergelijking en normaalvector

[image: image424.wmf]AB
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Teken twee punten A en O zoals hiernaast. Voor het punt X in de tekening geldt: 
[image: image24.wmf]AX

( 
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.

a.
Teken nog meer punten X waarvoor geldt:(
[image: image26.wmf]AX
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b.
Wat krijg je als je alle punten X tekent met 
[image: image28.wmf]AX

(
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?
We bekijken bovenstaande in een assenstelsel. Neem A(=((2,3) en B(=((2,-1).
c.
Teken de punten X met 
[image: image30.wmf]AX

(
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. De lijn die je krijgt noemen we k.

d.
Teken de punten X met 
[image: image32.wmf]BX

(
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. De lijn die je krijgt noemen we m.

Voor een punt X((x,y) geldt:
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(=(0 ( (2(–(x,3(–(y)((((2,3)(=(0.

e.
Laat zien dat je de laatste vergelijking kunt schrijven als: 2x(+(3y(=(13. Dit is een vergelijking van lijn k.

f.
Bepaal zo ook een vergelijking van m.
[image: image425.wmf]n
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In het plaatje hiernaast geldt: 
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 oftewel 
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(=(0.

a.
Neem het plaatje over en teken de punten X met 
[image: image42.wmf]n

(
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(=(0.

Neem 
[image: image44.wmf]n

(=((-2,5) en P(=((3,4). 
De punten X(x,y) met 
[image: image45.wmf]n

(
[image: image46.wmf]PX

(=(0 vormen een lijn.

b.
Teken die lijn in een assenstelsel en bepaal een ver-gelijking van de lijn. Ga zo te werk als in de opgave 8.
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Als je de vergelijking 
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=((a,b) en
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=((x,y) uitschrijft, krijg je iets van de vorm: ax(+(by(=(c. 
Veronderstel omgekeerd dat je iets van de vorm ax(+(by(=(c hebt. Dit is te schrijven in de vorm
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 voor zekere 
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en 
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. Hoe dat gaat zie je in de volgende opgave.
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Bekijk de vergelijking 2x(–(5y(=(8. Een punt dat aan deze vergelijking voldoet is bijvoorbeeld P(9,2).

a.
Laat zien dat 
[image: image53.wmf]0
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(=((2,-5) te schrij-ven is als 2x(–(5y(=(8.
Bekijk de vergelijking 12x(–(5y(=(10.

b.
Zoek vectoren 
[image: image55.wmf]n

en 
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 zó, dat 
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schrijven is als 12x(–(5y(=(10.
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Voorbeeld
Gegeven de punten A(2,3) en B(-1,4). 
[image: image58.wmf]AB

(=((-3,1) is dan een richtingsvector van lijn AB, dus (1,3) is een normaal-vector. Een vergelijking van lijn AB is dus x(+(3y(=(c voor een of ander getal c. Door A of B in de vergelijking in te vullen vind je c. Je krijgt: x(+(3y(=(11.
11
a.
Geef zoals in bovenstaand voorbeeld een vergelijking van de lijn door (1,-2) en (3,4). 


Ook van de lijn door (-10,7) en (15,2).

Gegeven zijn de punten A(2,-1) en B(-3,5).

[image: image429.wmf]n

b.
Geef een vergelijking van de lijn door A loodrecht op lijn AB. 

Tip.          is normaalvector van de lijn.

c.
Geef een vergelijking van de middelloodlijn van AB.

[image: image430.wmf]n


Noot 
( 12
Gegeven de punten A(a1,a2) en B(b1,b2), dan is 

(b2 –(a2,-b1(+(a1) een normaalvector van lijn AB.

a.
Waarom?

Een vergelijking van lijn AB is dus:

(x(–(a1,y(–(a2)((((b2 –(a2,-b1(+(a1)(=(0 ( 

(x(–(a1)((b2 –(a2) (+((y(–(a2)(-b1(+(a1)(=(0.

b.
Laat zien dat dit te schrijven is als:

((y(–(a2)(b1(–(a1)(=((x(–(a1)((b2 –(a2).

Dit wordt wel de kruisproductvorm van de lijn door  A(a1,a2) en B(b1,b2) genoemd.
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Zoals bekend, liggen alle punten (x,y) die aan een ver-gelijking van de vorm ax+by = c (met a(((0 of b(((0) vol-doen, op een rechte lijn.

a.
Welke bijzonderheid heeft de lijn als a(=(0 en b(((0? En als b(=(0 en a(((0?
b.
Waarom is geëist dat a(((0 of b(((0 ?
c.
Welke bijzonderheid heeft de lijn als c(=(0 (en a(((0 of b(((0)?

14
Gegeven de lijn k met vergelijking 2x((–(3y(=(10 en de lijn m met vergelijking -4x(+(ay(=(12, voor zeker getal a.

a.
Voor welke waarde van a zijn k en m evenwijdig?

n is de lijn met vergelijking -4x(+(ay(=(b voor zekere getal-len a en b.

b.
Voor welke a en b zijn de lijnen k en n hetzelfde?

Toepassingen
[image: image431.wmf]AB
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De stelling van Thales
Gegeven zijn de punten A(-r,0) en B(r,0), met r((>((0. We bekijken de punten X(x,y) waarvoor geldt: 
[image: image59.wmf]AX

(
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a.
Laat met behulp van het inproduct zien dat geldt: 
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b.
Wat voor kromme vormen de punten X kennelijk?

c.
Verklaar de titel van deze opgave.
[image: image432.wmf]a
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De middelloodlijnen van een driehoek gaan door één punt

Dit heb je waarschijnlijk in de onderbouw meetkundig bewezen. In deze opgave doen we het met algebra. 

De hoekpunten van de driehoek noemen we A, B en C. Om het rekenwerk te beperken, kiezen we het assen-stelsel handig. We nemen de x-as door de punten A en B en de y-as door C. De coördinaten van A, B en C zijn:

(a,0), (b,0) en (0,c).

Een vergelijking van de middelloodlijn van AB is: 

x(=((a(+((b.

a.
Waarom is (-b,c) normaalvector van de middelloodlijn van BC?

b.
Laat zien dat -bx(+(cy(=(-(b2(+((c2 een vergelijking van de middelloodlijn van BC is.

De eerste coördinaat van het snijpunt van de middel-loodlijn van BC en de middelloodlijn van AB is (a(+((b.

c.
Laat met behulp van b zien dat de tweede coördinaat van dat snijpunt gelijk is aan: 
[image: image64.wmf]c
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Omdat deze uitdrukking symmetrisch is in a en b, is het duidelijk dat de middelloodlijn van AC hetzelfde snijpunt met de middelloodlijn van AB heeft.

[image: image433.wmf]b


17
De lijn van Euler
a.
Teken driehoek ABC met A(-10,0), B(6,0) en C(0,8). Teken van deze driehoek het zwaartepunt Z, het snijpunt van de middelloodlijnen M en het hoogtepunt H.

Als je netjes getekend hebt, lijken de punten Z, M en H op één lijn te liggen. In het volgende zullen we bewijzen dat dit voor elke driehoek het geval is. We zullen ook nog zien dat MZ(:(ZH(=(1(:(2.

Gegeven een willekeurige driehoek ABC. We nemen de assen en de coördinaten van de punten als in opgave 14.

We hebben daar berekend dat het snijpunt van de mid-delloodlijnen ((a(+((b,
[image: image65.wmf]c
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) is. Dat is het middelpunt M van de omgeschreven cirkel van driehoek ABC.

a.
Leid af dat het zwaartepunt Z(=(((a(+((b, (c).

b.
Geef een vergelijking van de hoogtelijn uit B.

De hoogtelijn uit C heeft vergelijking x(=(0.

c.
Laat zien dat het snijpunt van de hoogtelijnen uit C en B gelijk is aan H(0, -
[image: image66.wmf]c

ab
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(Omdat a en b hierin symmetrisch voorkomen, gaat de hoogtelijn uit A ook door dit punt.)
[image: image434.wmf]c

d.
Laat (bijvoorbeeld met behulp van vectoren) zien dat de punten M((a(+((b,
[image: image67.wmf]c
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H(0, -
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ab

) op één lijn liggen en dat MZ(:(ZH(=(1(:(2.

Het snijpunt van twee lijnen
18
De lijnen k met vergelijking 2x((–(3y(=(10 en m met ver-gelijking 3x((–(8y(=(8 snijden elkaar. Het snijpunt noemen we (a,b).
Dan geldt voor alle getallen p en q dat

p((2a((–(3b((–(10)(+(q((3a((–(8b(–(8)(=(0.

a.
Waarom?

b.
Kies p(=(3 en q(=(-2, dan vind je: 7b(–(14(=(0, dus b(=(2. Ga dat na.

In b heb je p en q zó gekozen dat a niet meer in de vergelijking voorkomt. Zodoende vind je b, de tweede coördinaat van het snijpunt.

c.
Hoe moet je p en q kiezen, opdat b niet meer in de vergelijking voorkomt?

Wat vind je voor a?

Uitgaande van de vergelijkingen van de lijnen k en m kun je een nieuwe vergelijking maken:

p((2x((–(3y((–(10)(+(q((3x((–(8y(–(8)(=(0.

Voor alle getallen p en q is dit de vergelijking van een lijn. Die lijn gaat door het snijpunt van k en m.

d.
Leg dat uit.
e.
Wat moet je voor p en q kiezen om de lijn x+y = 10 te krijgen?
19
Ga na of de volgende lijnen elkaar snijden. Bereken het snijpunt in geval ze elkaar snijden.

a.
k: 3x(+(4y(=(22 
en m: 4x(–(5y(=(-12
b.
k: -3x(+(4y(=(22 
en m: 4x(+(5y(=(12
c.
k: x(+(4y(=(12 
en m: 4x(+(5y(=(15

d.
k: -3x(+(4y(=(12 
en m: 1(x((–(2y(=(-6
e.
k: -3x(+(4y(=(12 
en m: -1(x(+(2y(=(-6
20
We werken nog even met de twee lijnen van opgave 19a: k: 3x(+(4y(=(22 en m: 4x(–(5y(=(-12. We combineren die twee vergelijkingen als volgt:

p(3x(+(4y(−(22) + q(4x(–(5y(+12) = 0.

Door voor p en q alle mogelijke getallen te nemen (maar niet beide 0), krijg je alle mogelijke lijnen door het snijpunt (2,4) van k en m. We spreken van een lijnenbundel.
a.
Wat kun je voor p en q kiezen om de lijn k te krijgen? En om de lijn m te krijgen?
b.
Wat kun je voor p en q kiezen om een lijn door de oorsprong te krijgen? 

Van pv naar vergelijking en omgekeerd
In paragraaf 3 van blok 2 hebben we parametervoor-stellingen van lijnen bekeken, in deze paragraaf verge-lijkingen.

Je kunt soepel overstappen van het een op het ander.

Voorbeeld (van vergelijking naar pv)

Gegeven de lijn met vergelijking -3x(+(4y(=(12. Je kunt twee punten van de lijn berekenen, bijvoorbeeld (0,3) en (-4,0) en dan een pv geven van de lijn door die twee punten; zie voorbeeld 2 van paragraaf 3.

Het kan ook zó: een punt van de lijn is bijvoorbeeld (0,3). Verder is (-3,4) normaalvector van de lijn, dus (4,3) een richtingsvector. Een pv is dus: (x,y)(=((0,3)(+(t((4,3).

Voorbeeld (van pv naar vergelijking)

Gegeven de lijn met pv (x,y)(=((-1,3)(+(t((-4,1). Van die lijn is (1,4) een normaalvector, dus is x(+(4y(=(c een ver-gelijking.

Het getal c vind je door een punt van de lijn in te vullen, bijvoorbeeld (-1,3); dit geeft c(=(11.

Een vergelijking is dus x(+(4y(=(11.

Voorbeeld: eliminatie van de parameter

Een andere manier om van een pv op een vergelijking over te stappen is het zogenaamde elimineren van de parameter.

Gegeven de lijn met pv (x,y)(=((-1,3)(+(t((-4,1).

Dan x(=(-1(–(4t en y(=(3(+(t.

Uit de laatste vergelijking volgt t(=(y(–(3. Dat vul je voor t in x(=(-1(–(4t in; dan krijg je: x(=(-1​(–(4(y(–(3). Dit kun je herschrijven als: x(+(4y(=(11.

21
(a.
Van vier lijnen is een vergelijking gegeven. Geef van die lijnen een pv.
3x(+(4y(=(22

4x(–(5y(=(-12 

3x(+(4y(=(0

x(=(3

b.
Van drie lijnen is een pv gegeven. Geef van die lijnen een vergelijking.
(x,y)(=((-3,3)(+(t((4,1)

(x,y)(=((0,2)(+(t((4,-1) 

(x,y)(=((4(+(3t(,(2(–(t) 

c.
Elimineer de parameter t in: (x,y)(=((-1,2)(+(t((-2,3).

d.
Elimineer de parameter t in:  (x,y)(=((4(+(t(,(t(2((+(1)

Welke figuur hoort bij deze pv?

2  Het inproduct nader bekeken

In de vorige paragraaf hebben we het inproduct van twee vectoren gedefinieerd. We bekijken er enkele eigen-schappen van en zien wat je ermee kunt.


De som van twee vectoren is weer een vector. Je zou daarom misschien verwachten dat het product van twee vectoren ook weer een vector is, maar dat is niet zo. Het inproduct van twee vectoren is een getal. Daarom heet het ook niet gewoon “product”. Inproduct is een afkorting van “inwendig product”.
1
(1,2)(+((1,3)(=((2,5).

a.
Bereken de drie inproducten:

(1,2)((((1,-2)

(1,3)((((1,-2)

(2,5)((((1,-2) 
Wat is het verband tussen de drie uitkomsten?

7((((1,2)(=((7,14).

b.
Bereken de twee inproducten:

(1,2)((((1,-2)

(7,14)((((1,-2)

Wat is het verband tussen de twee uitkomsten?
c.
Wat heeft (1,-2)((((1,-2) met de lengte van (1,-2) te maken?

[image: image435.wmf]a


Eigenschap 1 heet de commutatieve eigenschap van het in​product en eigenschap 2 heet de distributieve eigenschap.
Commuteren is verwisselen, distribueren is verdelen.
2
Gegeven zijn de vectoren 
[image: image69.wmf]a

 en 
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 zodat

|
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|(=(3, |
[image: image72.wmf]b

|(=(4 en 
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((
[image: image74.wmf]b

(=(2.

a.
Bereken met behulp van de eigenschappen van het inproduct: (
[image: image75.wmf]a

+
[image: image76.wmf]b

)((
[image: image77.wmf]b

.

b.
Bereken (
[image: image78.wmf]a

+
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+
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)(. 

Wat is dus de lengte van 
[image: image82.wmf]a

+
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?

c.
Bereken ook de lengte van 
[image: image84.wmf]a

–
[image: image85.wmf]b

.

3

[image: image86.wmf]a

 en 
[image: image87.wmf]b

zijn als in de vorige opgave.

a.
De vector 
[image: image88.wmf]c

 is 2 keer zo lang als 
[image: image89.wmf]a

 en heeft dezelfde richting als 
[image: image90.wmf]a

. Wat is 
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?

b.
De vector 
[image: image93.wmf]d

 is 3 keer zo lang als 
[image: image94.wmf]b

 en zijn richting is tegengesteld aan die van 
[image: image95.wmf]b

. Wat is 
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?
c.
Druk (
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)( uit in (
[image: image102.wmf]a

( en (|
[image: image103.wmf]b

|(.
[image: image436.wmf]b


Opmerking
De verticale strepen in de uitdrukking (
[image: image104.wmf]a

(
[image: image105.wmf]b

( (=((
[image: image106.wmf]a

(((((
[image: image107.wmf]b

(  links en rechts van het gelijkteken hebben verschillende betekenis: links ervan geven ze de absolute waarde van een getal aan en rechts de lengte van vectoren.

Toepassingen

(
4
De middelloodlijn van AB
In de vorige paragraaf hebben we gezien dat een verge-lijking van een lijn geschreven kan worden als:

[image: image108.wmf]0

)

(

=

-

×

p

x

n

, waarbij 
[image: image109.wmf]n

een normaalvector van die lijn is en P een punt van die lijn.

a.
Laat zien dat 
[image: image110.wmf]0

)

(

)

(

2

1

2

1

=

-

-

×

-

b

a

x

b

a

een vergelijking van de middelloodlijn van AB is.
b.
Herschrijf de vergelijking uit a tot:


[image: image111.wmf]|

|

|

|

b

a

x

b

a

2

1

2

2

1

)

(

-

=

×

-

.

(
5
De middelloodlijnen van een driehoek gaan door één punt (met vectoren)

Gegeven driehoek ABC.

Een vergelijking van de middelloodlijn van AB is: 


[image: image112.wmf]|

|

|

|

b

a

x

b

a

2

1

2

2

1

)

(

-

=

×

-

.

a.
Schrijf zo ook vergelijkingen van de andere twee middelloodlijnen van de driehoek op.

Het snijpunt van de middelloodlijnen van AB en BC noemen we S. Dan: 


[image: image113.wmf]|

|

|

|

b

a

s

b

a

2

1

2

2

1

)

(

-

=

×

-

 en 
[image: image114.wmf]|

c

|

|

b

|

c

b

2

1

2

2

1

s

)

(

-

=

×

-

.

b.
Leid hieruit af dat S ook aan de vergelijking van de middelloodlijn van AC voldoet.

(  6
De hoogtelijnen van een driehoek gaan door één punt (met vectoren)

[image: image437.wmf]b

Gegeven driehoek ABC. De hoogtelijn uit A en de hoogtelijn uit B snijden elkaar in S. Voor het gemak kiezen we de oorsprong O in C.

a.
Ga na dat 
[image: image115.wmf]a

b

x

b

×

=

×

 een vergelijking van de hoogte-lijn uit A is.

b.
Geef een vergelijking van de hoogtelijn uit B en de hoogtelijn uit O.

c.
Laat zien dat uit 
[image: image116.wmf]a

b

x

b

×

=

×

 en 
[image: image117.wmf]b

a

x

a

×

=

×

 volgt dat 
[image: image118.wmf]0

)

(

=

×

-

x

b

a

.

d.
Leg uit dat met c bewezen is dat de hoogtelijnen van een driehoek door één punt gaan.
(
7
De lijn van Euler met vectoren
Gegeven driehoek ABC. Het middelpunt van de om-geschreven cirkel van de driehoek noemen we M, het zwaartepunt Z en het hoogtepunt H.

Kies de oorsprong in M.

a.
Wat volgt hieruit voor 
[image: image119.wmf]|

a

|

, 
[image: image120.wmf]|

b

|

en 
[image: image121.wmf]|

c

|

?

We gaan bewijzen dat 
[image: image122.wmf]c

b

a

h

+

+

=

. 
We laten de vector
[image: image123.wmf]c

b

a

+

+

 in M beginnen de noemen zijn eindpunt X.
b.
Laat zien met behulp van een inproduct dat lijn AX loodrecht op lijn BC staat; gebruik a.
Net zo volgt dat BX loodrecht op AC en CX loodrecht op AB staat. Dus is X het hoogtepunt van driehoek ABC.
Dus 
[image: image124.wmf]0

=

m

, 
[image: image125.wmf]c

b

a

h

+

+

=

 en 
[image: image126.wmf])

(

3

1

c

b

a

z

+

+

=

.

Dus: M, Z en H liggen op één lijn en MZ(:(ZH(=(1(:(2.

Loodrechte projecties

[image: image438.wmf]a


In het plaatje hiernaast is 
[image: image127.wmf]PQ

 de loodrechte projectie van 
[image: image128.wmf]AB

op lijn k.

Het inproduct is ook nuttig om de lengte van de projectie van een vector op een lijn te berekenen. Hoe dat gaat zie je in het volgende.
[image: image439.wmf]a


8
Bekijk het plaatje met de vectoren 
[image: image129.wmf]v

,
[image: image130.wmf]w

en 
[image: image131.wmf]k

 hiernaast.


De vectoren 
[image: image132.wmf]w

en 
[image: image133.wmf]k

 staan loodrecht op elkaar.

Toon met eigenschappen van het inproduct aan:

(
[image: image134.wmf]v

(+(
[image: image135.wmf]w

)(((
[image: image136.wmf]k

=(
[image: image137.wmf]v

(
[image: image138.wmf]k

.
In het vervolg zie je hoe het inproduct gebruikt kan worden om de hoek tussen vectoren te bepalen.

[image: image440.wmf]b


9
Gegeven twee vectoren 
[image: image139.wmf]a

 en 
[image: image140.wmf]b

 (waarbij 
[image: image141.wmf]b

 ≠
[image: image142.wmf]0

). De loodrechte projectie van A op OB noemen we P. 
a.
Laat zien dat 
[image: image143.wmf]a

((
[image: image144.wmf]b

((=(
[image: image145.wmf]p

(((
[image: image146.wmf]b

(=(((
[image: image147.wmf]p

(((((
[image: image148.wmf]b

( ; gebruik eigen-schap 5 van het inproduct.

b.
Druk ((
[image: image149.wmf]p

((uit in (
[image: image150.wmf]a

( en (.

 Als we opgave 9a en 9b combineren, vinden we: 

[image: image441.wmf]c


[image: image442.wmf]a


10
In de figuur bij opgave 9 was hoek ( scherp.

Als ( stomp is, krijg je het volgende plaatje:
[image: image443.wmf]b


Nu geldt: 
[image: image151.wmf]a

((
[image: image152.wmf]b

((=(
[image: image153.wmf]p

(((
[image: image154.wmf]b

(=((-(
[image: image155.wmf]p

(((((
[image: image156.wmf]b

(.

a.
Leg dat uit.

b.
Druk (
[image: image157.wmf]p

((uit in (
[image: image158.wmf]a

( en (.

Als je a en b combineert vind je: 
[image: image159.wmf]a

((
[image: image160.wmf]b

(=(-(
[image: image161.wmf]a

((((
[image: image162.wmf]b

((cos(((.

Als we nu  voor een stompe hoek ( afspreken dat: 

cos(((=(-cos(( , waarbij ((=(180((–(( (dus ((<(90(), dan 

vinden we ook in dit geval dat 
[image: image163.wmf]a

((
[image: image164.wmf]b

(=((
[image: image165.wmf]a

((((
[image: image166.wmf]b

((cos(((.

c.
Ga dat na.

[image: image444.wmf]a


[image: image445.wmf]c


[image: image446.wmf]a
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a.
Ga na dat de GR met bovenstaande afspraak werkt.


Vergelijk bijvoorbeeld cos(100( en cos(80(.

[image: image447.wmf]b

b.
Geef de exacte waarden van cos(120(, cos(135( en cos(150(, zonder rekenmachine.

3  Hoeken
In de vorige paragraaf heb je het volgende gezien.
[image: image448.wmf]c

[image: image449.wmf]a


1
a.
Bereken in graden nauwkeurig de hoek tussen de volgende vectoren:

(1,1) en (5,2) , 
(-1,2) en (5,1), 
(1,7) en (1,-1).

[image: image450.wmf]c

[image: image451.wmf]b


b.
Bereken in graden nauwkeurig de hoek tussen de lijnen met pv (x,y)(=((-1,3)(+(t((1,1) en (x,y)(=((1,3)(+(t((4,1).

Ook de hoek tussen de lijnen met pv (x,y)(=((1,3)(+(t((-1,1) en (x,y)(=((1,3)(+(t((4,1).

c.
Bereken de hoek tussen de x-as en de lijn met pv

(x,y)(=((1,3)(+(t((4,1).

[image: image452.wmf]c

2
a.
Teken op roosterpapier de vector (1,3) en met het-zelfde beginpunt twee vectoren 
[image: image167.wmf]v

 en 
[image: image168.wmf]w

 die een hoek

van 45( met (1,3) maken; zie plaatje. 


De lengte van die vectoren ligt niet vast; maak het tweede kental van 
[image: image169.wmf]v

(gelijk aan 1 en maak 
[image: image170.wmf]w

even lang als 
[image: image171.wmf]v

.

Wat denk je dat het eerste kental van 
[image: image172.wmf]v

 is?

b.
Ga met een berekening na dat (2,1) een vector is die een hoek van precies 45( met (1,3) maakt.

c.
Welke vector is 
[image: image173.wmf]w

?

We zoeken een vector die een hoek van 45( met de vector (1,5) maakt. De lengte van die vector ligt niet vast. We nemen (om zo weinig mogelijk variabelen te hebben) het tweede kental gelijk aan 1; het eerste kental noemen we a.

d.
Ga na dat a(+(5(=((
[image: image174.wmf]2

(((
[image: image175.wmf]2

26

26

a

+

.
e.
Los de vergelijking in d op.
f.
Geef alle vectoren die een hoek van 45( met de vector (1,5) maken.
[image: image453.wmf]a

3

k en m zijn twee snijdende lijnen. Lijn p staat loodrecht op k en lijn q staat loodrecht op m.

a.
Toon aan dat hoek tussen k en m gelijk is aan de hoek tussen p en q.

De hoek tussen twee lijnen kun je dus ook bepalen door de hoek tussen hun normalen te berekenen.

b.
Bereken de hoek tussen de lijnen 2x(+(3y(=(5 en 

3x(–(4y(=(10 in graden nauwkeurig.

c.
Bereken de hoek tussen de lijnen y(=(2x(+(3 en 
y(=(-x(+(3 in graden nauwkeurig.
[image: image454.wmf]b

In de derde klas ben je ook al bezig geweest met  vergelijkingen van lijnen. Die hadden de vorm: y(=(mx(+(q. 
Het getal m geeft de steilheid van de lijn aan. Als je vanuit een punt op de lijn 1 eenheid naar rechts gaat, moet je m eenheden omhoog gaan om weer op de lijn te komen. (Als m < 0, moet je omlaag gaan.)
In plaats van steilheid spreekt men ook wel van helling of richtingscoëfficiënt.
[image: image455.wmf]a


4
Een lijn heeft helling m. 

a.
Geef een richtingsvector van die lijn.

b.
Geef een pv van de lijn met vergelijking y(=(mx(+(q.

c.
Door m te variëren krijg je alle mogelijke richtingen voor de lijn op één richting na. Welke?

[image: image456.wmf]b


5
Gegeven de lijn k met vergelijking ax(+(by(=(c. 

a.
Wat weet je van de getallen a, b en c als k evenwijdig met de y-as is?

b.
Neem a(=(2 en b(=(3. Wat is de richtingscoëfficiënt van k? En wat is de richtingscoëfficiënt als a(=(-4 en b(=(5? 
c.
Als b(((0, is k niet evenwijdig met de y-as en heeft k dus een richtingscoëfficiënt. Druk die uit in de getallen a, b en/of c.

Helling en hellingshoek
Er is een verband tussen de helling van een lijn en de hoek die die lijn met de x-as maakt.
[image: image457.wmf]a

6
Een lijn maakt dezelfde hoek met de x-as als zijn spiegelbeeld in de x-as. 

a.
Als k helling -( heeft, wat is dan de helling van zijn spiegelbeeld in de x-as? En als k richtingscoëfficiënt m heeft?

[image: image458.wmf]b




Zo heeft een lijn met helling 1 een hellingshoek van 45( en een lijn met helling -1 een hellingshoek van -45(.
In het plaatje hiernaast liggen de punten A en B  op lijn k. Het verschil tussen de x-coördinaten van A en B is 1. 

[image: image459.wmf]a

b.
Als k helling ( heeft, hoe groot is dan het verschil tussen de y-coördinaten? Bereken in dit geval (CAB in graden nauwkeurig.

Hoek CAB is even groot als de hoek van k met de x-as.

[image: image460.wmf]a


c.
Ga na dat de rekenmachine ook volgens boven-staande afspraak werkt.
d.
Geef de exacte waarde van tan(-30(, tan(-45( en 

tan(-60(.
e.
Geef de richtingscoëfficiënt van een lijn met hellings-hoek -70( in twee decimalen.
[image: image461.wmf]a


7
Geef in graden nauwkeurig de hellingshoek van:


a.
de lijn met pv (x,y)(=((-1,2)(+(t((-2,3)
b.
de lijn met vergelijking 2x(+(5y(=(10
[image: image462.wmf]a


8
a.
Laat dat zien met behulp van richtingsvectoren.
b.
Geef een vergelijking in de vorm y(=(mx(+(q van de lijn door (4,-3) die loodrecht op de lijn y(=(-1(x(+(7 staat.
9
De hellingshoek verdubbelen
k is de lijn door O en het punt (4,2).

a.
Teken k in een rooster.
b.
Bereken de hellingshoek van k.

p is de lijn door O met een twee keer zo grote hellings-hoek als k.
c.
Teken p in hetzelfde rooster als k. 

Het lijkt erop dat p door (3,4) gaat.

d.
Bereken de hellingshoek van de lijn door O en (3,4).

Uit b en d kun je alleen maar concluderen dat p onge-veer door (3,4) gaat. Je kunt dat zeker weten door de cosinus van de hoek tussen de vectoren (1,0) en (4,2) en die tussen de vectoren (4,2) en (3,4) te berekenen.

e.
Doe dat.

f.
Je kunt dat ook zeker weten door de vectoren (5,0) en (3,4) op te tellen. Leg uit hoe.

In opgave 10 zullen we het volgende bewijzen.

[image: image463.wmf]b


g.
Ga na dat volgens het bovenstaande de lijn met richtingsvector (3,4) een twee keer zo grote hellingshoek heeft als de lijn met richtingsvector (4,2).

h.
Een lijn met hellingshoek 30( heeft helling (
[image: image176.wmf]3

en een lijn met hellingshoek 60( heeft helling 
[image: image177.wmf]3

.

Laat zien dat dit in overeenstemming is met boven-staande formule.
10
Het bewijs
[image: image464.wmf]a


Zie het plaatje voor de gegevens. Bovendien is OS(=(1. De lijn OQ heeft dus helling m.

a.
Laat zien dat de driehoeken OQS en QRS gelijk-vormig zijn.

b.
Druk de lengte van RS en de coördinaten van R uit in m.

Q(1,m) is het midden van PR.

c.
Bepaal daarmee de coördinaten van P en leid hieruit af dat lijn OP helling 
[image: image178.wmf]2

1

2

m

m

-

heeft.

d.
Hoe ziet bovenstaand plaatje eruit als m(=(1? Hoe zou je de formule dan moeten interpreteren?

(
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Een bewijs met het inproduct

[image: image465.wmf]b

In plaats van het bewijs met gelijkvormigheid in opgave 11, kunnen we ook een bewijs met het inproduct geven.

In het plaatje hiernaast heeft k helling m en hellingshoek (: p heeft hellingshoek 2(. 

De helling van p noemen we x.

a.
Laat zien dat dan 

(1,x)((((1,m)(=(cos(((((
[image: image179.wmf]2

2

1

1

m

x

+

×

+

en

(1,0)((((1,m)(=(cos(((
[image: image180.wmf]2

1

m

+

×


b.
Laat zien dat uit a volgt: 
[image: image181.wmf]2

1

1

x

mx

+

=

+

.

c.
Bereken nu x met behulp van b, dat wil zeggen, druk x uit in m.

Tip. Kwadrateer beide kanten.
12
Zie het plaatje hiernaast voor de gegevens.

[image: image466.wmf]a

Bereken x exact.
( 13
Een lijn heeft richtingscoëfficiënt 1(. De hellingshoek van die lijn noemen we (. De richtingscoëfficiënt van een lijn met hellingshoek (( noemen we m.
a.
Benader m met je rekenmachine. Schrijf je werkwijze op.

We berekenen m nu exact. 

b.
Laat zien dat 2m(2(+(3m(–(2(=(0.

c.
Bereken de oplossingen van de kwadratische ver-gelijking uit b exact.

Het product van de oplossingen is -1. En dat had je al bij voorbaat kunnen weten.

d.
Leg dat uit. 

e.
Wat is m?
(
14
k is de lijn met pv (x,y)(=((3,0)(+(t((7,24).

p en q zijn de lijnen die bestaan uit de punten die even ver van de x-as als van k liggen.

Bereken pv's van p en q, exact.
[image: image467.wmf]b


(
15
Een lijn met richtingscoëfficiënt m wordt over 45( tegen de wijzers van de klok in gedraaid. 

a.
Toon aan dat zijn richtingscoëfficiënt wordt: 
[image: image182.wmf]m

m

-

+

1

1

.
Tip. Kijk naar opgave 2.
b.
De lijn met vergelijking 2x(+(3y(=(18 wordt om het punt (3,4) over 45( tegen de wijzers van de klok in gedraaid.

Geef een vergelijking van de lijn die je dan krijgt.

4  Projecties

[image: image468.wmf]a


In paragraaf 2 hebben we gesproken over de loodrechte projectie van een vector op een lijn. 

In het plaatje hiernaast is 
[image: image183.wmf]p

 de loodrechte projectie van 
[image: image184.wmf]a

 op de lijn k.
In opgave 9 en 10 van paragraaf 2 hebben we gezien dat 
[image: image185.wmf]a

((
[image: image186.wmf]b

((=(
[image: image187.wmf]p

(((
[image: image188.wmf]b

( en dat |
[image: image189.wmf]a

((
[image: image190.wmf]b

|(=(((
[image: image191.wmf]p

(((((
[image: image192.wmf]b

(
Dus:
[image: image469.wmf]b


[image: image470.wmf]a

Voorbeeld
Zie het plaatje hiernaast. m is de lijn door de punten 

(-1,3) en (3,2). Het vet getekende lijnstuk is de projectie van lijnstuk AB op m. (De gestippelde lijnen staan loodrecht op m.)

De lengte van de projectie bereken je als volgt.


[image: image193.wmf]AB

(=((3,0), een richtingsvector van m is (4,-1).
De lengte van de projectie is

(
[image: image194.wmf]17

17

12

(4,-1)

(4,-1)

(3,0)

17

12

=

=

×


1
A(=((-2,1), B(=((4,2) en k is de lijn 4x(+(3y(=(10.  

a.
Teken de situatie in een rooster en kleur de projectie van lijnstuk AB op k.

b.
Bereken de lengte van de projectie van AB op k.
2
Gegeven de lijnen k: 2x(+(y(=(14 en m: x(–(2y(=(2. 
a.
Bereken de coördinaten van snijpunt R van k en m.
b.
Ga na dat k en m elkaar loodrecht snijden.

P is het punt (6,6). De loodrechte projectie van P op k is Q en de loodrechte projectie van P op m is S. 
c.
Bereken de exacte oppervlakte van rechthoek PQRS. 

[image: image471.wmf]b

3
Gegeven de lijn m met pv (x,y)(=((-1,3)(+(t((-4,1). Een punt van m is P(-1,3). Een normaalvector van m is (1,4). De afstand van O tot m is de lengte van de projectie van 
[image: image195.wmf]OP

op een lijn met richtingsvector (1,4), bijvoorbeeld op de lijn k (zie hiernaast, die projectie is vet getekend).
a.
Bereken die afstand.

De afstand van A(-2,-2) tot m is de lengte van de projectie van 
[image: image196.wmf]AP

op een lijn met richtingsvector (1,4).

b.
Bereken die afstand.

Gegeven is de lijn n met vergelijking 3x(+(4y(=(22. Dan is (3,4) een normaalvector van n.
Kies een punt Q op de lijn n. De afstand van A tot n is de lengte van de projectie van 
[image: image197.wmf]AQ

op een lijn met richtingsvector (3,4). 

c.
Bereken die afstand.

4
Bereken de afstand van (3,-1) tot de lijn 4x(–(5y(=(6.
[image: image472.wmf]a

5
Een voorwerp met een gewicht van 10N kan wrijvings-loos bewegen over een vlak V. Er wordt met een kracht van 8N aan getrokken. Als V scheef gehouden wordt, krijgt de trekkracht ‘tegenwerking’ van de zwaartekracht.
Als de hellingshoek van V groot genoeg is, zal  het voor-werp omlaag glijden.
[image: image473.wmf]b


We brengen het gebruikelijke assenstelsel aan: de posi-tieve x-as naar rechts en de positieve y-as naar boven.

a.
Neem aan dat V helling 2 heeft.

Bereken de grootte van de projectie van de kracht van 10N in de richting van vlak V. Glijdt het voorwerp naar beneden?

Tip. De richting van V is (1,2) en de kracht van 10N wordt gegeven door (0,10).

b.
 Neem nu aan dat V helling 1 heeft.

Maak een berekening zoals in a om te bepalen of het voorwerp naar beneden glijdt.
We gaan de kritische waarde van de helling bepalen, dat is het hellingsgetal van V waarbij het voorwerp op het punt staat naar beneden te glijden. Noem die helling a.

c. Stel een vergelijking voor a op en bereken hieruit a.

6
Een schuit beweegt in de richting 
[image: image198.wmf]r

=((2,1) van A naar B. 

Ze wordt voortgetrokken door een paard. 

De trekkracht van het paard wordt gegeven door de vector 
[image: image199.wmf]v

=((5,1): zie het plaatje hieronder. Voor de voort-beweging van de schuit is alleen de grootte van de projectie van 
[image: image200.wmf]v

 op de richting waarin het schip beweegt van belang. 

[image: image474.wmf]a


Bereken de grootte van die projectie.

[image: image475.wmf]b


[image: image476.wmf]a


[image: image477.wmf]b


De afstand van een punt tot een lijn

7
Gegeven de lijn k met vergelijking ax(+(by(+(c(=(0 en het punt A(a1,a2). De afstand van A tot k is de lengte van de loodrechte projectie van 
[image: image201.wmf]AP

 op m, waarbij P(p1,p2) een (willekeurig) punt van k is en m de lijn door A loodrecht op k is.
a.
Wat kun je zeggen van ap1(+(bp2(+(c(?

b.
Geef een richtingsvector van m.

De afstand van A tot k (is(
[image: image202.wmf])
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c.
Leg dat uit.

d.
Laat zien dat je deze uitdrukking kunt schrijven als

[image: image203.wmf]2

2

2

1

2

1

a

b

p

b

p

a

a

b

a

a

+

×

-

×

-

×

+

×

.

Volgens a geldt: ap1(+(bp2(=(-c(, dus:
De afstand van A tot k (is dus 
[image: image204.wmf]2
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×
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[image: image478.wmf]a


(8
Gebruik bovenstaande formule bij de volgende vragen.
a.
Bereken exact de afstand van (1,2) tot de lijn met vergelijking 5x(+(y(=(20.

b.
Bereken de afstand van (3,-2) tot de lijn met pv 

(x,y)(=((-1,3)(+(t((3,1).

c.
Bereken de oppervlakte van driehoek met hoek-punten (1,2), (3,-2) en (10,10).
5
Antwoorden

Paragraaf 1  Lijnen met inproduct

1
a.

[image: image205.wmf]13

, 
[image: image206.wmf]5

, 
[image: image207.wmf]10


2
a.

[image: image208.wmf]2

5

50

=

, 
[image: image209.wmf]3

6

108

=

, 
[image: image210.wmf]2

5


b.
Driehoek ABC is gelijkbenig, want AC(=(AB. 
(ABC(=((ACB(=(((180(–(125)(=(27((.
3
a.
(3,-2), (-3,2), (-6,4)
b.
0

4
a.
(a,b)((((-b,a)(=(0

b.
3a(+(2b(=(0. Als a(=(0, dan b(=(0, dan klopt het. Anders 3a(+(2b(=(0 ( b(=(-1(a, dus (a,b)((=(a((1,-1()(=(-(a((-2,3).

c.
2a((–(b(=(0. Als a(=(0, dan b(=(0, dan klopt het. Anders 2a((–(b(=(0 ( b(=(2a, dus (a,b)((=(a((1,2)

d.
Neem aan: 
[image: image211.wmf]v

(=((a,b), 
[image: image212.wmf]w

(=((p,q) en ap(+(bq(=(0. Er geldt a(((0 of b(((0. 

Als a(((0, dan 
[image: image213.wmf]a

bq

p

-

=

, dus (p,q)(=(
[image: image214.wmf]a

q

(-b,a).
Als b(((0, dan 
[image: image215.wmf]b

ap

q

-

=

, dus (p,q)(=(
[image: image216.wmf]b

p

-

(-b,a).
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a. Dit volgt uit: c2(=((
[image: image217.wmf]2
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[image: image218.wmf]2
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)2(; a2(=(
[image: image219.wmf]2
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 en b2(=(
[image: image220.wmf]2
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b.
((
[image: image221.wmf]2

1

a
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)2(+((
[image: image222.wmf]2

1

b

b
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)2(=(

[image: image223.wmf]2
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[image: image224.wmf]2
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b
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​(–(2
[image: image225.wmf]2
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a

(–(2
[image: image226.wmf]2

1
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6
Een richtingsvector van k is 
[image: image227.wmf]AB

(=((-11,-3);


een pv van k is: (x,y)(=((1,0)(+(t((11,3).

7
a.
(4(+(3t,2(–(t)(=((4,2)(+(t((3,-1). 


[image: image228.wmf]AB

(=((6,-2), een veelvoud van (3,-1), dus (3,-1) is een richtingsvector van lijn AB en (4,2) is een punt van lijn AB.

b.

[image: image229.wmf]OT

loodrecht op 
[image: image230.wmf]AB

( 
[image: image231.wmf]OT

((((3,-1)(=(0 ( 

3(4(+(3t)(–(1(2(–(t)((=(0 ( t(=(1, dus T(=((7,1).

8
b.
De lijn door A loodrecht op 
[image: image232.wmf]OA

.

f.
(2(–(x,-1(–(y)((((2,-1)(=(0 ( 4(–(2x(+(1(+(y=(0 ( 2x(–(y(=(5.

9
a.
Dat is de lijn door P loodrecht op 
[image: image233.wmf]n

.

b.
Dat is de lijn door P loodrecht op 
[image: image234.wmf]n

.

Vergelijking : -2x(+(5y(=(14

10
b.
Voor P kun je elk punt van de lijn nemen, 
bijvoor-beeld (5,10), dus 
[image: image235.wmf]n

=((12,-5) en 
[image: image236.wmf]p

=((5,10).

11
a.
3x(–(y(=(5 ; x(+(5y(=(25

b.
5x(+(6y(=(4

c.
5x(+(6y(=(9(
12
a.
(
[image: image237.wmf]2

1

a

a

-

,
[image: image238.wmf]2

1

b

b

-

) is richtingsvector , dus 

(
[image: image239.wmf]2

1

a

a

-

,
[image: image240.wmf]2

1

b

b

-

)L (=( (b2 –(a2,-b1(+(a1) is normaalvector. 
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a.
Evenwijdig aan de x-as; evenwijdig aan de y-as

b.
Als a(=(0 en b(=(0, krijg je geen lijn.

Als c(=(0, voldoet elk punt aan de vergelijking; 

als c(((0, voldoet geen enkel punt aan de vergelijking.

c.
De lijn gaat door de oorsprong (0,0).

14
a.
Dan zijn (2,-3) en (-4,a) afhankelijk, dus a(=(6.

b.
a(=(6 en b(=(-20

15
a.

[image: image241.wmf]AX

(=((x(+(r,y) en 
[image: image242.wmf]BX

(=((x(–((r,y) en 
[image: image243.wmf]AX

(
[image: image244.wmf]BX

 ( 
(x(+(r,y)((((x(–((r,y)(=(
[image: image245.wmf]2

2

2

y

r

x

+

-

(=(0

b.
Een cirkel met middelpunt O(0,0) en straal r.

c.
In a en b is bewezen: de punten X met hoek AXB recht liggen op een cirkel met middellijn AB. Dit is de stelling van Thales.
16
a.
Dat is 
[image: image246.wmf]BC

.
b.
Een vergelijking is van de vorm: -bx(+(cy(=p. Het getal p vind je door het midden van BC, dat is ((b,(c) in de vergelijking in te vullen.

c.
Vul voor x(=((a(+((b in in -bx(+(cy(=(-(b2(+((c2; dat geeft: 

-b((a(+((b)(+(cy(=(-(b2(+((c2 ( cy(=(-(b2(+((c2(+((ab(+((b2(, 

dus (cy(=((c2(+((ab; delen door c geeft het resultaat.
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a.
Er geldt: 
[image: image247.wmf]3
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c

b

a

z

((a,0)(+((b,0)(+((0,c)).

b.
Een normaalvector van de hoogtelijn is 
[image: image248.wmf]AC

(=((-a,c).

Een vergelijking van de hoogtelijn is van de vorm:

-ax(+(cy(=(p. Het getal p vind je door bijvoorbeeld B(=((b,0) in te vullen, dit geeft: -ax(+(cy(=(-ab.
c. De hoogtelijn uit C is x(=(0. Dus vul x(=(0 in in 

-ax(+(cy(=(-ab. Dit geeft y(=(-
[image: image249.wmf]c

ab

.

d.

[image: image250.wmf]=

MZ

(-(a(–((b, -(c(–
[image: image251.wmf]c

ab

2

) en 
[image: image252.wmf]=

ZH

(-(a(–((b, -(c(–
[image: image253.wmf]c

ab

), dus 
[image: image254.wmf]ZH

MZ

=

2

. Dus de punten M, Z en H liggen op één lijn en: MZ(:(ZH(=(1(:(2.
18
a.
2a((–(3b((–(10(=(0 en 3a((–(8b(–(8(=(0, dus
p((2a((–(3b((–(10)(+(q((3a((–(8b(–(8)(=(p(((0(+(q(((0(=(0

b.
3(2a((–(3b((–(10)(+(-2(3a((–(8b(–(8)(=(
6a(–(9b(–(30(–(6a(+(16b(+(16(=(7b(–(14(=(0, dus b(=(2
c.
p(=(8 en q(=(-3 (bijvoorbeeld), dan: 7a(–(56(=(0, dus a(=(8.

d.
Als je het snijpunt invult, vind je p(((0(+(q(((0(=(0, dus het snijpunt voldoet aan de vergelijking.

e.

[image: image255.wmf]7

4

1

=

p

en 
[image: image256.wmf]7
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=

q


19
a.
snijpunt (2,4)

b.
snijpunt (-2,4) 

c.
snijpunt (0,3)

d.
De lijnen k en m vallen samen, dus elk punt van k is oplossing.

e.
geen snijpunt 

20
a.
p(=(1 en q(=(0; p(=(0 en q(=(1
b.
Dan moet -22p(+(12q(=(0 zijn, kies dus bijvoorbeeld p(=(6 en q(=(11.
21
a.
(Er zijn veel mogelijkheden, bijvoorbeeld:)

punt (2,4), richtingsv. (4,-3),
pv:(x,y)(=((2,4)(+(t((4,-3)

punt (-3,0), richtingsv. (5,4), 
pv:(x,y)(=((-3,0)(+(t((5,4)

punt (0,0), richtingsv. (4,-3), 
pv:(x,y)(=((t((4,-3)

punt (3,0), richtingsv. (0,1), 
pv:(x,y)(=((3,0)(+(t((0,1)

b.
x(–(4y(=(-15; x(+(4y(=(8; x(+(3y(=(10

c.
(1) x(=(-1(–(2t  en (2) y(=(2(+(3t . Uit (1) volgt: t(=(-((–((x. Dit invullen in (2) geeft: y(=(2(+(3(-((–((x). Vereenvoudigen geeft: 3x(+(2y(=(1.

d.
(t(=(x(–(4 invullen in y(=(t 2(+(1 geeft: y(=((x(–(4)2(+(1.
De figuur hierbij is een parabool.

Paragraaf 2  Het inproduct nadere bekeken

1
a.
-3, -5, -8, -3(+(-5(=(-8
b.
-3, -21, -21(=(7(((-3
c.
(1,-2)((((1,-2)(=(((1,-2)(2
2
a.
(
[image: image257.wmf]a

+
[image: image258.wmf]b

)((
[image: image259.wmf]b

(=(
[image: image260.wmf]a

((
[image: image261.wmf]b

((+( |
[image: image262.wmf]b

|2(=(2(+(16(=(18

b.
(
[image: image263.wmf]a

+
[image: image264.wmf]b

)(((
[image: image265.wmf]a

+
[image: image266.wmf]b

)((=(|
[image: image267.wmf]a

|2 (+(|
[image: image268.wmf]b

|2(+(2
[image: image269.wmf]a
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[image: image270.wmf]b

((=(9(+(16(+(4(=(29

(
[image: image271.wmf]a
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[image: image272.wmf]b
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[image: image273.wmf]29


c.
(
[image: image274.wmf]a

(–(
[image: image275.wmf]b
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[image: image276.wmf]a
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[image: image277.wmf]b
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[image: image278.wmf]a
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[image: image279.wmf]b
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[image: image281.wmf]b
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[image: image283.wmf]b
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[image: image284.wmf]21
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a.
18

b.
-48
c.
|
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[image: image286.wmf]b
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a.

[image: image287.wmf]b
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is een normaalvector van de middelloodlijn van AB. Voor het midden M van AB geldt:  
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a.
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b. Uit a volgt (trek de twee gelijkheden van elkaar af):
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Voor de linkerkant geldt:
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Voor de rechterkant geldt:
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Dus: 
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a.
De lijn met vergelijking 
[image: image298.wmf]a

b

x
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×

heeft als normaal-vector 
[image: image299.wmf]b

 en een punt van de lijn is A.

b.
Vergelijking van de hoogtelijn uit B: 
[image: image300.wmf]a
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 en vergelijking van de hoogtelijn uit O: 
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c.
Als 
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d.
Neem aan dat X het snijpunt van de hoogtelijnen uit A en B is. Dan 
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. Dit laatste is een vergelijking van de hoogtelijn uit O. Dus X ligt op de hoogtelijn uit O.
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a.

[image: image309.wmf]|
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|

(=(
[image: image310.wmf]|
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|

(=(
[image: image311.wmf]|
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|


b.
Een richtingsvector van AX is 
[image: image312.wmf]c
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×

BC

AX

(
[image: image314.wmf]c
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)((((
[image: image315.wmf]c
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-

)(=(
[image: image316.wmf]0
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|
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|
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(
[image: image317.wmf]v

+
[image: image318.wmf]w

)(((
[image: image319.wmf]k

=(
[image: image320.wmf]v

(
[image: image321.wmf]k

(+(
[image: image322.wmf]w

((
[image: image323.wmf]k

en 
[image: image324.wmf]w

((
[image: image325.wmf]k

(=(0, want 
[image: image326.wmf]w

(
[image: image327.wmf]k

.
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a.

[image: image328.wmf]a

((
[image: image329.wmf]b

((=(
[image: image330.wmf]d

(
[image: image331.wmf]b

 want 
[image: image332.wmf]c

(
[image: image333.wmf]b

(=(0 ; 
[image: image334.wmf]d

(
[image: image335.wmf]b

(=(((
[image: image336.wmf]d

(((((
[image: image337.wmf]b

( want 
[image: image338.wmf]d

(en 
[image: image339.wmf]b

 zijn gelijk gericht (eigenschap 5 van het inpro-duct)
b.
((
[image: image340.wmf]d

(((=((
[image: image341.wmf]a

((cos((
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a.

[image: image342.wmf]d

(
[image: image343.wmf]b

(=((-(
[image: image344.wmf]d

(((((
[image: image345.wmf]b

( want 
[image: image346.wmf]d

(en 
[image: image347.wmf]b

 zijn tegengesteld gericht (eigenschap 5 van het inproduct)
b.
((
[image: image348.wmf]d

(((=((
[image: image349.wmf]a

((cos((
c.
-cos(((=(cos((
11
a.
cos(100((=(-cos(80(
b.
cos(120((=(-cos(60((=(-(, cos(135((=(-cos(45((=(-(
[image: image350.wmf]2

 en cos(150((=(-cos(30((=(-(
[image: image351.wmf]3

 
Paragraaf 3  Hoeken
1
a.
23(, 91( en 127(
b.
31(, 59(
c.
14(
2
a.

[image: image352.wmf]v

(=((2,1)

b.

[image: image353.wmf]2
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, klopt
c.

[image: image354.wmf]w

(=((-1,2)

d.

[image: image355.wmf]2
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kruislings vermenigvuldigen geeft het resultaat.

e.
a(+(5(=((
[image: image356.wmf]2
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kwadrateren geeft: 
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[image: image359.wmf]3

2

.

Beide voldoen aan de oorspronkelijke vergelijking.

Dus a(=(1( of a(=(-(.

d.
Veelvouden van (1(,1) of (-(,1), mooier:
veelvouden van (3,2) of (-2,3).

[image: image479.wmf]b

 3
a.
Zie plaatje: ((+(((=(90( (hoekensom driehoek ABD),

(((+((=(90( (hoekensom driehoek BCE); dus ((=((.

b.
( is de hoek tussen de normaalvectoren (2,3) en 

(3,-4). Dan cos(((=(
[image: image360.wmf]25

13

6

-

, dus ((((109(.

De hoek tussen de lijnen is dan 71(.

c.
( is de hoek tussen de normaalvectoren (2,-1) en 

(1,1). Dan cos(((=(
[image: image361.wmf]5

1

, dus ((((63(.

De hoek tussen de lijnen is dan 63(.

4
a.
(1,m)

b.
Bijvoorbeeld: (x,y)(=((0,q)(+(t((1,m)
c.
De verticale (evenwijdig aan de y-as).
5
a.
b(=(0

b.
-(, (
c.
-
[image: image362.wmf]b

a


6
a.
(, -m
b.
(, tan((CAB(=((, (CAB(=(63(
d.
-
[image: image363.wmf]3

3

1

, -1, -
[image: image364.wmf]3


e.
tan(-70((=(-2,75, dus -2,75

7
a.
De richtingsvector (-2,3) heeft hellingshoek (, dan tan(((=(-1(, dus ((=(-56(
b.
Normaalvector van die lijn is (2,5), dus richtingsvector (-5,2). Als hellingshoek(=((, dan tan(((=(-2(, dus ((=(-68(.

8
a.
(1,n)((((1,m)(=(0 ( 1(+(m(n(=(0.

b.
richtingscoëfficiënt(=((, dus y(=((x(+(q. Het punt (4,-3) moet op de lijn liggen, dus: -3(=(3((+(q, dus q(=(-6(.

Vergelijking y(=((x(–(6(.

9
b.
26,565..

d.
53,130..

e.
cosinus hoek tussen (1,0) en (4,2)(=(
[image: image365.wmf]2

18

4

3

2

=

;

 cosinus hoek tussen (4,2) en (3,4)(=(
[image: image366.wmf]2
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f.
De vectoren (5,0) en (3,4) zijn even lang; als je optelt volgens de parallellogrammethode krijg je een vector die de hoek tussen (5,0) en (3,4) middendoor deelt (Eigen-schap van een ruit: diagonaal deelt hoeken middendoor)
g.
Richtingscoëfficiënt bij richtingsvector (1,2): m(=(( en bij richtingsvector (4,3): m(=(1(.

m(=(( invullen in 
[image: image367.wmf]2
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[image: image480.wmf]a
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a.
((+(((=(90(, hoekensom in driehoek OSQ. 

((+(((=(90( (rechte hoek), dus ((=((. De driehoeken OQS en QRS hebben de hoeken gelijk; ze zijn dus gelijk-vormig.

b.
OS(((SR(=(QS2, dus m2(=(1(((SR, dus R(=((m2((+(1,0)(.

c.

[image: image369.wmf]=

RQ

(-m2,m), dus P(=((1(–(m2,2m).

d.
Dan ligt P op de y-as en is de helling (. 

De noemer van 
[image: image370.wmf]2
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wordt dan 0. 

Een positief getal gedeeld door 0 wordt (.
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b.
Uit de eerste regel van a volgt: 

(1) cos(((((
[image: image371.wmf]2
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(=(1(+(mx  en uit de tweede:

(2) cos(((
[image: image372.wmf]2
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(=(1

Als je (2) in (1) invult, krijg je: 
[image: image373.wmf]2

1

1

x

mx

+

=

+

.

c.
Kwadrateren geeft: 1(+(2mx(+(m2x2(=(1(+(x2 (
2mx(+(m2x2(=(x2 ( 2m(+(m2x(=(x ( 2m((=((1(–(m2)x(, dus

[image: image481.wmf]b
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Zie plaatje: helling OC(=(
[image: image375.wmf]5
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. Maar ook helling OD(=(
[image: image377.wmf]40
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, dus x(+(24(=(75, dus x(=(51.
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a.
((=(inv(tan(1((((53,…, (((((26,56…, dus

m(=(tan(26,56…(((0,5

b.

[image: image379.wmf]m
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2(m(2(+(3m(–(2(=(0.

c.
Met abc​-formule m(=(( of m(=(-2.

d.
De twee deellijnen van de hoeken tussen de lijn met helling 1( en de x-as hebben beide de eigenschap, dat als je de hellingshoek verdubbelt, je de lijn met helling 1( krijgt. Omdat de deellijnen loodrecht op elkaar staan, is het product van de hellingen -1.
[image: image482.wmf]a
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e.
m(=((, want ( is positief, dus (( ook, dus m ook.
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De hellingshoek van p is de helft van de hellingshoek van k. Noem de richtingscoëfficiënt van p: m . Dan geldt:
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Dus m(=(
[image: image382.wmf]4
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.

p:
(x,y)(=((3,0)(+(t((4,3) en q:
(x,y)(=((3,0)(+(t((-3,4).
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a.
Noem de oorspronkelijke lijn k en de gedraaide lijn s. Een richtingsvector van k is (1,m). Als je k over 90( tegen de wijzers van de klok in draait, krijg je de lijn met richtingscoëfficiënt (-m,1). De vectoren (1,m) en (-m,1) zijn even lang, dus hun som (1(–(m,1(+(m) is een richtingsvector van s. De richtingscoëfficiënt van s is dus: 
[image: image383.wmf]m
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Paragraaf 4  Projecties

[image: image483.wmf]b
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a.
Zie het plaatje hiernaast. De projectie is vet ge-tekend.

b.
Een richtingsvector van k is: (3,-4). 
[image: image384.wmf]=

AB

(6,1), dus de lengte van de projectie is 
[image: image385.wmf]5
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×
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2
a.
R(6,2)

b.
normaalvector k is (2,1), normaalvector m is (1,-2) en (2,1)((((1,-2).

c.

[image: image386.wmf]PR

(=((4,0), richtingsvector k is (1,-2), de projectie van 
[image: image387.wmf]PR

op k heeft lengte 
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richtingsvector m is (2,1), de projectie van 
[image: image389.wmf]PR

op m heeft lengte 
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Oppervlakte((PQRS(=(
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a.
De afstand is 
[image: image392.wmf]17
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b.
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c.
Bijvoorbeeld Q(=((6,1), dan 
[image: image394.wmf]=
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(8,3).

Afstand(=(
[image: image395.wmf]5
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Punt van de lijn is P(4,2), Het punt (3,-1) noemen we A. Dan 
[image: image396.wmf]=

AP

(-1,-3). 

De afstand is 
[image: image397.wmf]41
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a.
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(>(8, dus glijdt naar beneden

b.

[image: image399.wmf]2
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(<(8, dus glijdt niet naar beneden
c.
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Kwadrateren geeft: 
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a.
0

b.
(a,b)

c.
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8
a.
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b.
Een vergelijking van de lijn is: x(–(3y(+(10(=(0, 
de afstand is dan 
[image: image406.wmf]10
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c.
We nemen bijvoorbeeld als basis lijnstuk AB. De hoogte van driehoek ABC is dan de afstand van C tot lijn AB. 
[image: image407.wmf]=

AB

(2,-4). Een vergelijking van lijn AB is: 2x(+(y(=(0.

De afstand van C tot lijn AB is: 
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6

5

10

1

10

2

=

×

+

×


De lengte van lijnstuk AB(=(
[image: image409.wmf]5
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De lengte van (a,b) is � EMBED Equation.3  ���.





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





De afstand van A(a,b) en P(p,q) is gelijk aan |� EMBED Equation.3  ���|(.


Dus AP(=((� EMBED Equation.3  ���.





Definitie


We noemen ap(+(b(q het inproduct van de vectoren (a,b) en (p,q). We noteren het zó: (a,b)((((p,q).


Dus  (a,b)((((p,q)(=(ap(+(b(q.








Dus: � EMBED Equation.3  ���(((� EMBED Equation.3  ���(=(0 ( � EMBED Equation.3  ���(� EMBED Equation.3  ��� of � EMBED Equation.3  ���(=(� EMBED Equation.3  ��� of  � EMBED Equation.3  ���(=(� EMBED Equation.3  ���.
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Gegeven een vector � EMBED Equation.3  ��� en een punt P. Dan is 


 � EMBED Equation.3  ���een vergelijking van de lijn door P loodrecht op � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ��� heet een normaalvector van de lijn.
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De punten (x,y) die aan de vergelijking ax(+(by(=(c vol-doen, liggen op een lijn loodrecht op de vector (a,b).
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Eigenschappen van het inproduct


Voor alle getallen k en vectoren � EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ��� en � EMBED Equation.3  ��� geldt:


1	� EMBED Equation.3  ���((� EMBED Equation.3  ���(=(� EMBED Equation.3  ���(� EMBED Equation.3  ��� 


2	� EMBED Equation.3  ���( (� EMBED Equation.3  ���+� EMBED Equation.3  ���)(=(� EMBED Equation.3  ���(� EMBED Equation.3  ���(+(� EMBED Equation.3  ���(� EMBED Equation.3  ��� en (� EMBED Equation.3  ���+� EMBED Equation.3  ���)((� EMBED Equation.3  ���(=(� EMBED Equation.3  ���(� EMBED Equation.3  ���+� EMBED Equation.3  ���(� EMBED Equation.3  ��� 


3	(k(� EMBED Equation.3  ���)(((� EMBED Equation.3  ���(=(� EMBED Equation.3  ���(( (k(� EMBED Equation.3  ���)(=(k((� EMBED Equation.3  ���((� EMBED Equation.3  ���)


4	� EMBED Equation.3  ���(� EMBED Equation.3  ���(=((� EMBED Equation.3  ���(2

















Eigenschappen van het inproduct (vervolg)


5	Als de vectoren � EMBED Equation.3  ��� en � EMBED Equation.3  ��� dezelfde richting hebben, 	is � EMBED Equation.3  ���(� EMBED Equation.3  ��� (=((� EMBED Equation.3  ���(((((� EMBED Equation.3  ���(.


	Als de vectoren � EMBED Equation.3  ��� en � EMBED Equation.3  ��� tegengestelde richting 	hebben, is � EMBED Equation.3  ���(� EMBED Equation.3  ��� (=(- (� EMBED Equation.3  ���(((((� EMBED Equation.3  ���(.


	In beide gevallen is (� EMBED Equation.3  ���(� EMBED Equation.3  ���( (=((� EMBED Equation.3  ���(((((� EMBED Equation.3  ���( 


6	(� EMBED Equation.3  ���+� EMBED Equation.3  ���)(((� EMBED Equation.3  ���(–(� EMBED Equation.3  ���)((=((� EMBED Equation.3  ���(2(–(|� EMBED Equation.3  ���|2(
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Als ( de hoek tussen de vectoren � EMBED Equation.3  ��� en � EMBED Equation.3  ���( is, dan: � EMBED Equation.3  ���((� EMBED Equation.3  ���(=((� EMBED Equation.3  ���((((� EMBED Equation.3  ���((cos(((
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Afspraak


Voor een stompe hoek ( definiëren we cos(((=(-cos((, waarbij ((=(180((–((.
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Als ( de hoek tussen de vectoren � EMBED Equation.3  ��� en � EMBED Equation.3  ���( is, dan: � EMBED Equation.3  ���((� EMBED Equation.3  ���(=((� EMBED Equation.3  ���((((� EMBED Equation.3  ���((cos(((





Definitie


De grootte van de hoek tussen twee snijdende lijnen is de grootte van de twee niet-stompe hoeken in het snijpunt.
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De lijn met vergelijking y(=(mx(+(q snijdt de y-as op hoogte q en heeft helling m.





Elke lijn die niet evenwijdig met y-as is (of de y-as zelf is),  heeft een vergelijking van de vorm y(=(mx(+(q .
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spiegelbeeld





Afspraak


Een  lijn k maakt een hoek ( met de x-as.


De hellingshoek van k is ( als k een positieve helling heeft en -( als k een negatieve helling heeft. 
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Afpraak


Als -90((<(((<(0(, dan tan(((=(tan(-(.





Als lijn k helling m heeft en ( de hellingshoek van k is, dan: tan(((=(m.





Als twee lijnen met helling m en n (beide(((0) loodrecht op elkaar staan, dan m(((n(=(-1





De lijn met helling � EMBED Equation.3  ���heeft een twee keer zo grote hellinshoek als de lijn met helling m.
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Voor de projectie � EMBED Equation.3  ��� van een vector � EMBED Equation.3  ��� op een lijn k geldt: � EMBED Equation.3  ���.


Hierbij is � EMBED Equation.3  ��� een richtingsvector van lijn k.
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Trekschuit Den Haag - Delft


Aquarel zonder naam 


Atlas van Stolk, 19e eeuw.
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De afstand van punt (a1,a2) tot lijn ax(+(by(+(c(=(0 is: 							� EMBED Equation.3  ���.
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