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geeft aan welke centrale vraag in het komendgestvordt behandeld.

W geeft aan dat de centrale vraag van het voorgaaod# beantwoord.

Op bladzijde 3 staan links naar sites waar vetsciue aspecten van dit onderwerp worden
geillustreerd.

© 2009 cTWO

Experimentele uitgave voor Differentiéren, vwo, kvinde A

versie 3 (januari 2011)

auteurs: Leon van den Broek, Peter Kop

met medewerking van: Cees Garst, Nicolette vanuieK, Hielke Peereboom



Site bij hoofdstuk 4

1) http://www.ies.co.jp/math/java/calc/doukan/donkdml

Surf over de grafiek en bekijk de helling in iegent.
Sites bij hoofdstuk 5

2) http://www.digischool.nl/wi/tweede_fase/grafibklling-1.htm

Loop over de grafiek en kijk hoe je de groeisneliterugziet in de grafiek van de
afgeleide.

3) http://www.ies.co.jp/math/java/calc/x_diff/x_tHtml

Loop over de grafiek en laat de grafiek van delgige schetsen.

4) http://users.telenet.be/chris.cambre/chris.cafbtpotatoes/hellingl.htm

Zoek bij elke grafiek de goede hellingfunctie @éide).

Sites bij hoofdstuk 8
5) http://wims.math.leidenuniv.nl/wims/wims.cqi?&lang&+module=
Ul/analysis/derdraw.nl&cmd=intro

Schets zelf bij een gegeven grafiek de grafiekdaafgeleide.

6) http://www.quickmath.com/webMathematica3/quickmpéye.jsp?sl=calculus&s2=
differentiate&s3=basic

Snel de afgeleide laten bepalen.

Eventueel ook bruikbaar

http://users.telenet.be/chris.cambre/chris.camfyel@de functie.htm#applet

Schuif dex-cooérdinaat en kijk naar de groeisnelheid bij diawa varx.

http://users.telenet.be/chris.cambre/chris.cambtpdftatoes/hellingl.htm

zoek bij elke grafiek de goede hellingfunctie &éide)

http://www.fi.uu.nl/toepassingen/00166/toepassingweb.html

pak een punt van de lijn en probeer zo goed mjggn raaklijn te maken (je kunt
inzoomen om beter te kunnen kijken)



0. Veranderingen

Voordat je begint aan dit lesmateriaal vragen wele, met eigen kennis en die van je
klasgenoten, na te denken over de centrale vragewedderop aan de orde komen.

Deze centrale vragen komen verderop uitgebreidkaah Toch lijkt het ons goed om ‘met
gezond verstand’ na te denken over deze vragederaifigeleid te worden door allerlei
nieuwe uitleg. Het gaat om eigen redeneringen emisseling van argumenten met
klasgenoten. Later leer je hoe deze vragen in dkumide worden beantwoord.

Opdracht 1

Schets bij ieder citaat een (globale) grafiek vanrtationale inkomen.

a. ‘De groei van het nationale inkomen neemt valgear af.’

b. ‘De daling van het nationale inkomen zet volggat versterkt door.’

c. ‘Het nationale inkomen daalde vorig jaar stegdsler; sinds januari daalt het nog steeds,
maar minder snel dan voorheen.’

Als dingen veranderen, willen we graag weten héeezanderen. Denk bijvoorbeeld aan

koersen van aandelen, aantal inwoners in eenvendt van een bedrijf in de loop van de

jaren, ....

Vaak gaat het over veranderen in de tijd, maahdatt niet. We kunnen ook bijvoorbeeld

kijken naar

» de verandering van de winst als je meer goedemiupeert,

» de verandering van belasting als je meer gaat eeedi,

» de verandering van de remweg van een auto alggehajdt,

» de verandering van de lengte van een volwassenvigoals zijn waterkom meer water
bevat.

In al deze gevallen is er sprake van een verbawstutwee variabelen, waarbij de ene

variabele afhankelijk is van de andere. In de wiskeunoemen we dmafhankelijke

variabele meestalen deafhankelijkevariabeley. Zo’n afhankelijkheidsverband noemen we

eenfunctie y is een functie var.

Bij het tweede voorbeeld hierboven was sprake \easking die afhangt van het inkomen.

Aan de hand van het inkomen (de onafhankelijkeabaiex) wordt de belasting vastgesteld

(de afhankelijke variabelg.

Schematisch:x (inkomen) - y (belasting)

Bij het derde voorbeeld heb jex (snelheid auto)- y (remweg)

Als x verandert, verandeytmee. We gaan nu bekijken hoe de verandering/\s@menhangt

met de verandering van

Opdracht 2
Aan de hand van voorbeelden bespreken we versutfdleentrale vragen uit het vervolg.
Probeer de vragen te beantwoorden en bespreekwe@den met je klasgenoten.



Gegeven is de functie:

X (het aantal geproduceerde goedererK (de kosten in euro’s)
door de formuleK =480000+ &.

a. Schets een grafiek en geef aanlKeoerandert alg groter wordt.

Gegeven is de functie

x (het aantal jaren na 1970) A (het aantal transistors) op een chip,

door de formuleA = 2250 - 1,404

b. Maak een tabel zoals hieronder. Schrijf bij redeaarde var hoeveelA het afgelopen
jaar is gestegen. Dus bijE 4 schrijf je het verschil tussénbij x = 4 enA bij x =3

X 0 1| 2 3 4 5 6

toename><

17,5 min
!

Hiernaast zie je de omvang van de Nederlandse

bevolking in beeld gebracht van 1900 t/m 29550.

Bron: CBS.

c. Bereken de gemiddelde toename van de
Nederlandse bevolking per 10 jaar.

Als je een steen van de Domtoren (hoogte BE - B E BB a0 L L.

110 meter) naar beneden laat vallen (wat niet

mag), wordt de hoogte van de steen gegeven

door de formulér = 110-5¢2,

waarbijh de hoogte is in meters ¢de

valtijd in seconden. Volgens deze formule 1900 1950 2000 2050

komt het voorwerp na 4,69 seconde op de

grond.

d. Bereken hoeveel meter de steen gedurende déel@d1 seconde van zijn val aflegt.
Bereken met welke snelheid in km/uur (ongeveer$tden op de grond komt.

Als bij een functie x> y de waarde van x verandert, verandert y meesta. rHoe die
verandering van y samenhangt met de veranderingcybaer je in dit hoofdstuk.

Bij bijvoorbeeld de functie y = 4x leer je de gemiddelde verandering van y bemek als

X toeneemt van 3 tot 6 en ook hoe steil de graekdeze functie is in het punt waar x = 3.
Deze wiskundige zaken zijn goed te vertalen naglheden. Dan is het eenvoudiger om je er
iets bij voor te stellen. Dat gaan we dan ook regslg doen.

Veel succes.



1. Het verschil tussen gemiddelde snelheid en momane snelheid

2 Centrale vraag: wat is het verschil tussen eeniddaide snelheid en een
momentane snelheid?

WB Opgave 1
Op de Olympische Spelen van 2008 in Peking wonrUBalt zowel de 100 meter als de 200
meter sprint (atletiek, heren). Zijn tijden ware6®sec over de 100 meter en 19,30 sec over
de 200 meter.
We kijken naar de vraag ‘Liep Bolt op de 200 métder dan op de 100 meter?’

a. Toon aan dat Bolt op de 200 meter een hogenéddelde snelheid haalde dan op de 100
meter.

Je kunt de vraag ‘Liep Bolt op de 200 meter hadder op de 100 meter?’ vanuit twee
invalshoeken proberen te beantwoorden.

1. Je kijkt naar de gemiddelde snelheid (zie vieaag

2. Je kijkt naar de topsnelheid die tijdens de gedeaald werd.

Die verschillende invalshoeken kunnen ook versehde antwoorden opleveren.

b. Schets in de figuur op het werkblad een mogehitoop van de 100 m en van de 200 m
waarbij de topsnelheid op de 100 m hoger was daopsmnelheid van de 200 m. Leg uit hoe
je dat in de figuur ziet.

afstand in meters

0f © 0 B iiora0d b i1s b fz0
tijd in seconden

Op de volgende bladzijde zie je de finish van Bplide 100 m.
c. Probeer, op basis van dit plaatje, een schattiagen van zijn voorsprong in meters en
ook van zijn voorsprong in tijd op zijn achtervalge

Op internet is veel te vinden over de finales 108m200 m.
d. Controleer je antwoord op vraag b met behulpgegevens over de race op internet.
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WB Opgave 2
Big Boy wordt met zijn auto aangehouden door ag&irig Toy, die hem wil bekeuren voor
te hard rijden. Big Boy verweert zich met: ‘Te haijden? Hoe kan dat nu? Ik ben al 30
minuten onderweg en heb pas 22 km afgelegd.
Maak op het werkblad een grafiekje waarin je hgtiment van Big Boy weerlegt en
waaruit blijkt dat Tiny Toy wel degelijk gelijk kanebben.
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WB Opgave 3

Rosanne gaat morgen een bergwandeling maken madeeghut. Het hoogteverschil tussen
de camping waar ze nu is, en de berghut is maan&6r. De afstand is maar 10 km. Laat
met een grafiekje zien dat deze wandeling geen radideft te zijn.



hoogte in meters

afstand in kr

WB Opgave 4
Hieronder staan de tarieven van de inkomstenbetgdtiox 1, inclusief premieheffing
volksverzekeringen, voor mensen tot 65 jaar (2009).

schijf | belastbaar inkomen | percentage volle schijf
1 t/m 17.878 33,5% 5989
2 van 17.879 t/m 32.12Y 42% 5984
3 van 32.128 t/m 54.776 42% 9512
4 54.777 of meer 52%

Bij een inkomen van € 43.210 zijn de eerste twég\sen vol. Daarvoor wordt dus € 5989 en
€ 5984 belasting betaald. Voor schijf 3 blijft fhetdrag 43210 — 32127 = 11083 over; daar-

over moet 42% worden betaald, dat is € 4654. maildietaalt iemand met een inkomen van
€ 43.210 dus € 16627 belasting. Hieronder stagralgek van de te betalen belasting als

functie van het inkomen.
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inkomen in duizenden eurt

De grafiek bestaat uit drie lijnstukken, waartusderknikpunten dik zijn aangegeven.
a. Wat is de richtingscoéfficiént van die lijnsteki



lemand, met een jaarinkomen van 70000 euro, moplpéttij zo veel belasting moet

betalen: “Voor iedere euro die ik verdien bren2kcent naar de fiscus”.

b. Geef aan hoe deze uitspraak bedoeld is en waaijanet klopt. Illustreer je uitleg met
een grafiekje op het werkblad.

Opgave 5
De beursen zijn in 2008
flink gekelderd. De are
AEX- index geeft een oe
soort gemiddelde koers
van 25 grote Nederlandsa:
bedrijven. Hieronder zie
je het verloop van de  #°°
AEX-index voor

verschillende perioden.
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Hieronder zie je een tabel van de AEX-index tugs@mi 2008 en 8 januari 2009

080605 482.2¢ 080730 404.3¢ 080923 367.6+ 081117 246.3¢
080606 471.2: 080731 399.9¢ 080924 360.6: 081118 250.6:
080609 469.8: 080801 394.,5: 080925 369.3¢ 081119 238.1:
080610 464.1¢ 080804 392.4¢ 080926 354.5¢ 081120 227.8:
080611 456.3¢ 080805 403.4¢ 080929 323.5¢ 081121 222.9:
080612 459.1: 080806 410.5: 080930 331.4¢ 081124 245 8¢
080613 459.9¢ 080807 405.6¢ 081001 334.2¢ 081125 245.8¢
080616 458.7( 080808 408.5: 081002 330.8:¢ 081126 245.1¢
080617 459.8¢ 080811 412.1: 081003 344.0: 081127 253.2¢
080618 450.5° 080812 415.,5¢ 081006 312,5¢ 081128 252,5¢
080619 446.6¢ 080813 410.3: 081007 309.4« 081201 235.5(
080620 437.3¢ 080814 409.4: 081008 285.6¢ 081202 241.3¢
080623 437.4+ 080815 409.8¢ 081009 281.9° 081203 242.0¢
080624 437.3¢ 080818 410.5: 081010 258.0¢ 081204 240.8(
080625 439.5¢ 080819 398.7¢ 081013 285.2° 081205 2294+
080626 426.0: 080820 402.5¢ 081014 284.5: 081208 248.1:
080627 425.9: 080821 400.2: 081015 263.0( 081209 253.3¢
080630 425.9¢ 080822 408.1¢ 081016 248.0+ 081210 256.1¢
080701 414.5: 080825 402.7( 081017 252.2¢ 081211 254.71
080702 408.4( 080826 403.2¢ 081020 269.4: 081212 247.7¢
080703 408.5¢ 080827 406.1: 081021 269.3¢ 081215247.1:
080704 403.3¢ 080828 411.1: 081022 255.0¢ 081216 248.2¢
080707 411.1: 080829 412.8¢ 081023 257.8¢ 081217 247.7¢
080708 402,7¢ 080901 412,0¢ 081024 245,9: 081218 249,8¢
080709 410.8¢ 080902 414.7( 081027 237.1( 081219 249.5¢
080710401.9¢ 080903 406.3: 081028 237.9¢ 081222 243 .4«
080711 391.9¢ 080904 397.1" 081029 259,5¢ 081223 244 ,5(
080714 395.3¢ 080905 389.2: 081030 257.6¢ 081224 241.9(
080715 383.6¢ 080908 398.7¢ 081031 267.6¢ 081229 240.8:
080716 383.9¢ 080909 395.,7: 081103 273.0: 081230 246.,5¢
080717 392.6¢ 080910 393.9( 081104 291.1¢ 081231 245.9¢
080718 395.9« 080911 392.5¢ 081105279.4: -

080721 400.3¢ 080912 399.5" 081106 260.6: 090102 258.2:
080722 400.2( 080915 385.0¢ 081107 265.7: 090105 261.7¢
080723 405.3¢ 080916 371.2( 081110 267.1¢ 090106 269.2"
080724 396.6¢ 080917 356.9¢ 081111 257.1¢ 090107 265.0¢
080725 395.7" 080918 351.6¢ 081112 249.2¢ 090108 264.5¢
080728 392.9¢ 080919 381.8: 081113 249.9¢

080729 395.1(

080922 375.,1¢

081114 252.4°

a. Hoe groot is de verandering tussen 1 decemb@t elecember.

b. Tussen welke twee opeenvolgende noteringenderdber 2008 is de stijging het grootst
en hoe groot is die stijging?

De grafiek van de afgelopen maand vind je natluolgk terug in de grafiek van de
afgelopen jaar.
c. Geef op het werkblad aan waar.

In een periode van 12 jaar zijn er zeer veel schelmgen. Het is handiger te kijken naar de

gemiddelde verandering per jaar.
d. Bereken deze gemiddelde verandering per jaar.

1C



WB

Bekijk de derde grafiek. In 2008 is de AEX-indegrktgedaald, en ook in de periode van 1
jan 2001 tot 1 jan 2003 is de AEX-index gedaald.
e. Hoe zie je in de grafiek welke daling het gro?

De derde grafiek kan grof benaderd worden doowestal rechte lijnen.
f. Teken deze vier lijnen in de figuur op kedrkblad en geef van elke lijn de helling
(richtingscoéfficiént). Neerh= 0 voor 2 januari 1997 err 12 voor 2 januari 2009.

Terugblik

In al deze voorbeelden zien we een grootheid didweectie is (afhankelijk is) van een
andere grootheid.

In de eerste en tweede opgave was dat: -tijdfgelegde weg.

In de derde opgave was dat: afstandhoogte.

In de vierde opgave was dat: inkomenbelasting.

In de vijfde opgave was dat: tijd AEX.

We kijken naar ‘hoe snel deze afhankelijke groathverandert, als de onafhankelijke
grootheid verandert'.

In opgave 1 en 2 is dat de snelheid (in m/s ofrifulk

In opgave 3 is dat de stijging in meters per mafgelegde weg.

In opgave 4 is dat de toename in euro’s per eakomenstijging.

In opgave 5 is dat de toename van het aantal pymefaar (of per maand of per dag).

Een grootheid verandert, maar meestal niet op elknent even snel.

We onderscheiden twee soorten veranderingegedeiddeldeverandering en de
veranderingop een zeker momerRij een gemiddelde verandering is er sprake van een
periode waarover de verandering bekeken wordt. &andering op een zeker moment
wordt ook momentane verandering of groeisnelhertbgend. Daarmee geven we aan hoe de
grootheid zou veranderen als vanaf dat moment de wean toename/afname hetzelfde zou
blijven. Dit onderscheid zie je goed bij de gemiddesnelheid over een tijdsperiode en de
snelheid op het moment van bijvoorbeeld een batsing

Opgave 6
Een grootheid is een functie van een grootheidstel dat de gemiddelde snelheid waarmee
y toeneemt alg toeneemt van 5 tot 15 gelijk is aan 2,5.

Schrijf een kort stukje waarin je in eigen woordegt wat dat betekent.

Als y een functie vam is, kunnen we op verschillende manieren zeggery moetx
samenhangt: in een grafiek, in een tabel, in eandte en in woorden.

Een voorbeeld

¢ Inwoorden: Op zeker moment heb ik 1000 eurongp spaarrekening.
Het bedrag wordt ieder jaar met 5% (de reveehoogd.

* In een tabel:

X 0 1 2 3 4 5 6
y ]100C | 105C | 1102,5(

11



* In een grafiek:

kapitaal i
[&3Y
(o)
(o)

0 E @ 5 B 101z 11
tijd in jaren
* In een formule: y = 1000 - 1,05

Soms is de ene beschrijving (of met een mooi wé@presentatie) handiger dan de andere.
In het algemeen zie je in een grafiek heel goedjludtale verloop. Als je precies wilt
rekenen zal je eerder de formule gebruiken.

We kijken nu alleen naar de grafieken en wel naakundige grafieken (zonder context) met
x horizontaal uitgezet enverticaal.

Opgave 7

Schets in elk van de volgende onderdelen een grafet de
opgegeven eisen.

De waarden var lopen steeds van beginwaarde?2 tot en
met eindwaard&=10: we zeggen dathet interval [2,10]
doorloopt.

a. De grafiek stijgt steeds harder, m.a.w. de gradheid
wordt steeds groter.

b. De grafiek daalt steeds maar steeds minder snalyv.
de groeisnelheid wordt steeds minder negatief.

c. De groeisnelheid is eerst positief en daarnatnefg

d. De grafiek stijgt eerst, daarna daalt hij enrdaatijgt hij weer en wel zo dat de stijging in
het beginpunt net zo groot is als in het eindpunt.

e. Het beginpunt ligt lager dan het eindpunt egrdeisnelheid bix = 2 is negatief.

Het begin- en eindpunt liggen even hoog enjarrmg precies twee andere punten met

diezelfdey-waarde.

—h

W In contexten spreken we over gemiddelde verandemnipgr ... over een periode van ...
tot ..., maar ook over de verandering op een zekenenod (de momentane snelheid).
Deze momentane snelheid zullen we in het vervaigadesnelheid noemen. Beide
veranderingen worden uitgedrukt in de eenheid ".. pe(bijvoorbeeld: aantal per
dag, euro per km, afstand per uur).

In de wiskunde spreken we over functies ¥. De gemiddelde verandering en de
groeisnelheid worden bij functies beide uitgediinktie toename van vy als x één
eenheid groter zou worden.

12



2 Groeisnelheden uit grafieken

Z Centrale vraag: Hoe berekenen we de groeisnelhisidi@ grafiek een rechte lijnds

Opgave 8
Twee grafieken met verschillende eenheden op dmass

18 18
16 16
14 14
12 12
10 10
3 &

S}
SN T oy

> 2 4 6 8 10 - 2 4

Welke lijn stijgt sneller: de lijn in de linkerguur of die in de rechter figuur?

Als je van links naar rechts langs een lijn lomeriandert de waarde vgnHoe je meet hoe
snel die verandert, heb je al in eerdere klassbadyeToch is het goed om dat nog eens even
vast te leggen.

Opgave 9
Schrijf een kort stukje waarin je voor een redljtevertelt hoe je vastlegt hoe snel
verandert, alg verandert.

\ Bij lineaire functies is er steeds sprake van geljoenamen van y bij gelijke toenamen
van x. De grafiek van een lineaire functie is des eechte lijn. De groeisnelheid van een
lineaire functie is op ieder moment hetzelfde ¢mstgelijk aan de richtingscoéfficiént
We spreken ook van de helling van de lijn.

Opgave 10
We bekijken vijf voorbeelden waarbij de grafiek eenhte lijn is.
Bepaal in elk voorbeeld de groeisnelheid (ofwehdiing van de lijn).

a. Een lineair groeiproces met tabel

X 0 1 2 3 4 5 6
y | 90 75 60
b. Een lineair groeiproces met tabel
X 5 15
y 6 18

13



c. Een lineair groeiproces met grafiek

10p

24 B B10M2141618202224 262830

a2t

4L

d. Een lineair groeiproces met formue=1,3x + 6
e. Een lineair groeiproces met 6 + 0.15%¢-7) + 0,3&+10)

Z Centrale vraag: Hoe benaderen we de groeisnelhgitfomme grafieken’'?

Opgave 11

Beroemd is de beklimming naar Alpe d’Huez in de fTde France. De beklimming begint
vanuit het dorp Le Bourg d'Oisans, telt 21 haadipsthten en is 15,5 km lang. In het profiel
hieronder worden vijf stukken onderscheiden.

3,5 km 125km  qo e gm

a. Welke twee stukken zijn (gemiddeld) het steiBtPeken hoe steil deze twee stukken
gemiddeld zijn.

Binnen een stuk zijn de hellingen ook niet hetzslde ‘groeisnelheid’ is niet constant. In het

profiel kun je zien waar de berg extra zwaar isrna®renners.
b. Waar zit het lastigste gedeelte?

14
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Wielrenners zijn niet alleen maar geinteresseedi gemiddeldestijging van een berg maar
ook in de plaatselijke ‘groeisnelheden van de bhddgze bepalen voor een belangrijk deel de
zwaarte van de beklimming.

Hieronder zie je een profiel van een berg.

2179

Hoogte (in m)

0 12 afstand in km

Het startpunt ligt op een hoogte van 650 metetpdena 12 km ligt op een hoogte van 2175
meter.
c. Teken op het werkblad een ander profiel vemleerg (tussex= 0 enx = 12) dat voldoet
aan de volgende eisen:
1) startpunt bij ligt ook op 650 meter hoogtedertop ligt ook weer na 12 km,
2) de gemiddelde stijging is kleiner dan dengldelde stijging van de berg hierboven,
3) de groeisnelheid van de berg is op minstens pAedeken groter dan de maximale
groeisnelheid van de gegeven berg hierboven.

In bovenstaand voorbeeld zie je dat er een verschiksen de gemiddelde verandering en de
‘groeisnelheid op een bepaalde plaats’.

Opgave 12
Bekijk nog eens het voorbeeld van de AEX-index lraafdstuk 1, opgave 5. Het derde
plaatje gaat over een periode van twaalf jaar. Wekn daarbij kijken naar de gemiddelde
stijging/daling per jaar, maar ook naar de gemidelstijging/daling per maand of zelfs per
dag.
Bereken deze drie gemiddelde veranderingen ewaebet verband is tussen de
uitkomsten.
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Opgave 13
We bekijken de wereldbevolking. De grafiek is aflstim van de VN.

10.000 miljoen

8.000

6.000

4.000

2.000
':]lgl(:3 I<:3 l(:;; lQb I.::::3 IQ:) IQ:) IQ;} lQ;} IQ:3 I"\‘_:3 |Q3 IQ:}, 1% IQ:3 IQ:3 IQ} r% IQ) |
S S S S TS SSETEESTSSETE

a. Met hoeveel mensen nam de wereldbevolking (geetddl per jaar toe tussen 1900 en
20007
b. En tussen 1800 en 19007

Met de schaal op de tijdas is iets merkwaardigsdeamand.
c. Wat?
Waarom zou men dat gedaan hebben?

De groeisnelheid is de afgelopen 100 jaar nietteongeweest.
d. Beschrijf de groeisnelheid van de wereldbevalgedurende de periode 1980 tot en met
2050.

e. Even een uitstapje. Maak een voorspelling vebahntal mensen in 2100 op basis van
deze grafiek. Geef aan hoe je te werk gaat.

W Bij kromlijnige grafiekens het niet zo eenvoudig de groeisnelheid te geven. De

groeisnelheid verandert vaak voortdurend. Door d&figk met stukjes rechte lijn te
benaderen, kunnen we een beeld van de groeisnddhigjen.
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3 Gemiddelde veranderingen bij niet lineaire functes

Twee manieren om veranderingen te noemen

Als de grafiek geen rechte lijn is, maken we oncleegl tussen

» gemiddelde verandering (of gemiddelde stijgingfugli

» groeisnelheid (of snelheid van veranderen).

De gemiddelde verandering gaat over een intervasg. @en beginpunt en een eindpunt.
De groeisnelheid gaat over de snelheid van verandmp een zeker moment of plaats. We
spreken ook wel over daomentaneanelheid.

Vergelijk de volgende zinnen:

'De gemiddelde snelheid over de hele reis was 8d.kam'Op het moment van het ongeluk
was de snelheid 104 km/u.'

'De bevolking groeide de afgelopen 15 jaar met geleid 0,2 miljoen per jaarn'Op 1
januari 2000 groeide de bevolking met 0,3 miljoen jaar.’

In beide voorbeelden is er in de eerste zin spvakeeen gemiddelde verandering en in de
tweede zin van een (groei)snelheid op een zekeranom

Ook in de voorbeelden van de AEX, Alpe d’Huez emeeeldbevolking gebruikten we
zowel de gemiddelde verandering als de momentaglbesd.

Ook in de sport kunnen we spreken over de gemigdaielheid en over de snelheid op een
zeker moment, bijvoorbeeld bij de sprint van edgedt

Opgave 14
In de figuur hiernaast zie je de afgelegde afgelegdé
weg (in meters) uitgezet tegen de tijd (in weg
sec) voor drie denkbeeldige hardlopers,
die alledrie de 200 meter in 25 sec lopen.
Het eindpunt van de drie grafieken is
(25, 200).

150

100

a. Bereken de gemiddelde snelheid in m/s
over de hele race.

b. Beschrijf het verschil tussen de
hardlopers, lettend op hun snelheden.

a0

0 5 10 15 20 tijd
In de figuur hiernaast is de snelheid van
een van de hardlopers uitgezet.

c. Bij welke hardloper hoort deze

snelheidsgrafiek, 1, 2 of 3? Licht je b
antwoord toe.

tijd

snelheid

2 Centrale vraag: Hoe bereken je een gemiddeldendsang bij niet lineaire functies
bij een gegeven een context, tabel, grafiek of ditefh
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Opgave 15

We praten steeds over gemiddeldeverandering. Kennelijk “middelen” we ergens over.
Bijvoorbeeld: Bij het gemiddelde inkomen in Nededamiddelen we ovealle Nederlanders
(die een belastbaar inkomen hebpen

a. Bij de gemiddelde (loop)snelheid middelen werave. (vul in).

b. Bij de gemiddelde stijging van de AEX-index uhéden we over ...... .

c. Bij de gemiddelde groei van de wereldbevolkinddelen we over ..... .

d. Bij de gemiddelde steilheid van een berg middele over ..... :

In andere wetenschappen

Ook in de biologie, scheikunde en economie wordpgeken over de gemiddelde
verandering (de gemiddelde snelheid waarmee e@tigriol verandert) en over de groei-
snelheid op een zeker moment.

Zowel de gemiddelde verandering als de groeisrmMverdt uitgedrukt in “... per ...".

= lemand legt een afstand (in km) af in een zek@iditi uren). Zijn gemiddelde snelheid
(de gemiddelde verandering) en zijn snelheid og emoment (groeisnelheid) worden
uitgedrukt in km per uur.

= De snelheid waarmee een 12-jarige groeit (tijdengdoeispurt”) wordt net als de
gemiddelde groei tijdens de puberteit uitgedrukdrmper jaar.

= In een chemische reactie ontstaat een aantal mgerastof in een zekere tijdsduur (sec).
De (gemiddelde) reactiesnelheid wordt uitgedruknin per sec.

= In de economie wordt gewerkt met de gemiddeldeshieigdruk (totale belasting gedeeld
door totale inkomen) en de marginale belastingdnaleveel belasting moet je over een extra
verdiende euro betalen); beide worden uitgedrukuiro per euro.

Zoals je ziet krijgen de gemiddelde veranderinglemroeisnelheid soms nieuwe aparte
namen. Daar zie je vaak het woord gemiddelde oioetrd snelheid in terug.

In de wiskunde is het niet van belang of het overger uur, gram per seconde of euro per
persoon gaat. De wiskundige theorie van gemiddeddandering en groeisnelheid (ook wel
momentane verandering genoemd) is algemeen toeggasba

We werken nu met variabelereny zonder ons te bekommeren over wat die praktisch
kunnen voorstellerx eny zijn gewoon getallen.

W Berekening van de gemiddelde verandering

Stel dat x verandert van 2 naar 6 (stijging vared)de bijbehorende y verandert van 10 naar
22 (stijging van 12). Het maakt hierbij niet uitd¥ze gegevens uit een context, tabel, grafiek
of formule komen.

Dan berekenen we de gemiddelde verandering vam gpeichte van x als volgt. De Griekse
letter 4 staat voor toename; die kan ook negatief zijn.

Schema: begin: x=2 - y=10
eind: XxX=6 - y=22

toename:Ax =4 Ay =12

gemiddelde verandering:A— =12_3
AX 4

Om de gemiddelde verandering van y ten opzichtex\agmeen interval te berekenen, hoef je
dus alleen het begin- en eindpunt van de grafielaipnterval te kennen.
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We delen dus een verschil door een ander verdagitiger gezegd: we nemen het quotiént
(= uitkomst van een deling) van twee differentiesvérschillen).

Daarom hee% eendifferentiequotient (ofwel een gemiddelde verandering).
X

Vaak geven we het interval waarop deze gemiddeddandering berekend wordt aan met
[.., ..]- In dit voorbeeld kunnen we zeggen ‘dengddelde verandering op het interval § is
gelijk aan 3.

Deze gemiddelde verandering is ook y
grafisch weer te geven en te interpreteren. 20
De rechtstreekse verbinding van het begin-
puntx =2 (mety =10) met het eindpunt=6
(mety =22) is een lijnstuk met helling 3.

Hoewel we niet weten hoe de grafiek precies s
loopt (we weten immers alleen het begin- en
eindpunt), zal, alg 1 groter wordty
gemiddeld 3 groter worden.

WB Opgave 16
Een mogelijk verloop van de functie is hierondee&n tabel gegeven:

X 2 3 4 5 6
y [10 |12 | 19| 20| 22

In de tabel neemt steeds met 1 toe. De toenames yaijn achtereenvolgens 2, 7, 1 en 2.

a. Ga na dat deze vier toenames gemiddeld 3 zijn.

b. Bedenk zelf nog een tweetal andere tabellerbegnpunt (210) en eindpunt (&2). Die
hebben dus ook een gemiddelde verandering 3 dpteetal [2,6] . Teken ook de
bijbehorende grafieken.

Opgave 17
Hieronder staat een tabel van een functie.

X | 4 56| 7] 8] 9]10
y |3 |-1 | 0| 4| 7| 5| -4

a. Bereken de toenames waaop de intervallen [46], [6,8] en [8, 10]
b. Bereken vervolgens met deze drie uitkomsteredeiddelde verandering op [4, 10].
c. Hoe had je het antwoord op vraag b sneller kamieden?

Opgave 18
Hieronder staan de grafieken van drie functies.
Y N Y Y
15 15 15
10 10 10
/\\/
5 5 5
A
0 X 0 X 0l X
o 2 4 6 3 0 2 4 6 R 0 2 4 6 8
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Bereken bij elk van de drie functies de gemiddefgiendering vag ten opzichte van
x op het interval [28].

Opgave 19
a. Teken de grafiek vap= x* -6x+5 tusserx =-1 enx = 7.

b. Bereken de gemiddelde verandering op het iat¢dy7] (beginpunt is bik =0 en
eindpunt bijx =7) en geef aan hoe je deze gemiddelde veranderidg grafiek kunt
aflezen.

c. Bedenk een interval (een begin- en eindpunfre@mde gemiddelde verandering negatief
is.

d. Bedenk minstens twee intervallen waarop de geehie verandering gelijk is aan O.

Opgave 20
Hiernaast staat de grafiek van een 30 -
functie. ZE
a. Bereken de gemiddelde verandering 24
vany ten opzichte var op het 21
interval [1,10] 18F
b. Geef het interval met beginpunt 1 15E
waarop de gemiddelde verandering 12F
vany ten opzichte var gelijk is g .
aan 1. C
G R
3t
3:12'3':'15'é?"é9'1\1'11'2
Opgave 21
20r
18
16
14+
12+
10F
B -
E L
4F
2 L

1 2 3 4 5 B 7 8 910
Schets een grafiek die aan de volgende eisen ebldo
- de grafiek gaat door punt (2,16),

- de gemiddelde verandering op het interval [2,8]abjk aan -2,
- de groeisnelheid by =3 en bijx=7 is positief.
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Samenvattingvan hoofdstuk 3 aan de hand van de functiel5 + 1,5+2)°.

tabel

y
21

28,8
39
52,5
69

AWM O|X

grafiek

80,

60

40

20—

context

Een auto heeft 21 met
afgelegd en trekt op.
Na 1 sec heeft hij 28,

meter afgelegd.enna 3 s

52,5 meter.

y is de afgelegde weg in |

x is de tijd in sec.

hfd. 3

Gemiddelde verandering
vany ten opzichte var op
[1.3] =

differentiequotiént op [1,3
begin: x=1 - y=28,5

eind: x=3 - y=52,5
& = 2_4 =12
AX 2

Helling van de lijn tussen
(1;28,5)en (3;52,5)

beginpuntx=1 - y=28,5
eindpunt: x=3 - y=52,5
Ay _ 24

=== =12
AX 2

Gemiddelde snelheid tussen
tijdstippen 1 en 3 seconden

bereken je als volgt:

In 2 seconden worden 24
meter afgelegd.
Dat is gemiddeld 12 m/s.
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wB

4 De groeisnelheid uit grafieken van niet-lineairéuncties

We volgen een bacterie-
kolonie in constant ideale
omstandighedem is de
hoeveelheid bacterién in mg.
tis de tijd in uren.
Veronderstel daB per uur
verdubbeld wordt en dat

B =1 op tijdstipt = 0.

Dan isB = 2.

15

Onder degroeisnelheidvanB op tijdstip 3 verstaan we het aantal mg bactedadrer per uur
bijkomt, als de toename vanaf 3 niet meer zou veranderen.

Z Centrale vraag: Hoe schatten we de groeisnelbdide grafiek van een niet lineaire
functie?

Opgave 22
Teken hoe de grafiek na 3 zou doorlopen als de groeisnelheid niet meer z
veranderen en lees daarmee zo goed mogelijledigdur af hoe groot de groeisnelheid
is op tijdstip 3 uur.

Opgave 23
In opgave 22 heb je de (halve) lijn getekend dieahpunt met = 3 dezelfde richting heeft
als de grafiek. Je kunt ook telelijn tekenen die dezelfde richting heeft (verlateghalve
lijn naar links).
Teken op het werkblad de lijnen die dezelfde mdhhebben als de grafiek in de punten
bijt=1t=2 ent=4.

Kijk naar het punt (2,38) hiernaast. De grafiekfhdaar één richting. Er is ook de lijn in die
richting getekend: de zogenaanrdeklijn .

¥
De groeisnelheid vapals functie vax kunnen 20
we nauwkeurig aflezen door eerst de raaklijn aan
de grafiek te tekenen. De helling van de raaksjn i 0 i
gelijk aan de groeisnelheid vgrals functie varx. raaklin
We spreken ook over de helling van de grafiek.
10 raakpunt
We kunnen dit alleen doen als de grafiek geen knik
heeft in het betreffende punt. 20
0 X
0 1 2 3 4
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Z Hoe teken je een raaklijn?

Hieronder volgen drie manieren om nauwkeurig eRlijaae tekenen. Zorg dat je er
tenminste een goed beheerst.

1) Een waterpas ebogen voorv Op elke plaats is maar één stand moge

&

3) Inzoomen op een grafiek. De grafiek gaat stesssr

liken op de raaklijn. /
We bekijken op de GR de grafiek van de functie
y =x% —x?in de buurt van het punt (1,0). /

We zoomen drie keer in op dat punt.
Hieronder staan de drie plaatjes die je dan krijgt.

/ / /

HEOEZEFNES =0 H=0EzES087 V=0 /

Het stukje van de grafiek rond (1,0) wordt stettikerigroot. Het gaat steeds meer op een
rechte lijn lijken: de raaklijn aan de grafiek iatghunt.
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WB Opgave 24
Teken op het werkblad nauwkeurig de raaklijn aagraéiek in het aangegeven punt en lees
daarmee de groeisnelheid waals functie vamx af in dat punt.

ar Jar g

I0F

iéé&éé%a’é\tm-
| | | | | | -5 5 10 16 20 26 30 35 J}EI 45 A0
1 2 3 4 &5 B ) 1ok

WB Opgave 25
De grafiek hiernaast staat vergroot op het werkblad 100
Deze grafiek is symmetrisch. Maak daar gebruik van.

Bepaal zo goed mogelijk de groeisnelheden en vul
die in in een tabel zoals hieronder:

X O|1| 2| 3| 4| 5| 6| 7
groei-
snelheid

Opgave 26

Schets steeds een grafiek, die voldoet aan de:eisen

a. de groeisnelheid bij= 0 negatief is, bix = 2 gelijk aan 2 en bj = 4 gelijk aan -1.

b. de groeisnelheid b= 0 gelijk is aan 4 en de groeisnelheid daarnedst&leiner wordt.
c. de groeisnelheid tat= 3,5 steeds groter wordt en daarna steeds kleiner

d. de groeisnelheid tat= 3,5 positief is en na= 4 negatief.

¥ Schatten van de groeisnelheid bij een gegeven geHi
Teken de raaklijn aan de grafiek en bepaal de ingNian deze raaklijn. De helling van
de raaklijn is gelijk aan de groeisnelheid van g flnctie van x.
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2 Centrale vraag: Hoe kunnen we de groeisnelheigkemnen in een context?

Opgave 27

Een hoeveelheid groeit volgens de formpte3t + 5; hierbij is de hoeveelheidin kg en ist
de tijd in uren.

a. Hoe groot is de groeisnelheid in kg/uur op gistippent = 4,t = 6,t = 9?

b. Maak een grafiek van de groeisnelheid.

Opgave 28
Van een hoeveelheid is de groeisnelheid constarkguur. Op tijdstip O is er 10 kg.
a. Hoe ziet de grafiek van de hoeveelheid eruit?

y is de hoeveelheid in kg és de tijd in uren.
b. Geef een formule voor de hoeveelhgid

Als de grafiek een rechte lijn is, verandert deeggoelheid niet en is de groeisnelheid op
ieder moment hetzelfde en gelijk aan de gemiddetdandering op ieder tijdsinterval.

Bij kromlijnige grafieken is er in het algemeen weln verschil tussen de gemiddelde
verandering op een interval en de groeisnelheidepzeker tijdstip.

Opgave 29
Terug naar de bacteriegroei waarmee we deze pafdgrgonnen. Die werd beschreven met

de formuleB = 2. We willen heel precies weten hoe sBajroeit op tijdstipt = 3. Misschien
overweeg je daarvoor wel om het tijdsinterval tsmaa met beginpurit= 3 en eindpunt ook

t = 3 en daarmee het quotié%t—fte berekenen.

Hoe loopt die berekening af?

De berekening van de opgave 29 gegefdm wat zou dat nu moeten zijn?
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Het volgende intermezzo gaat over drie manieremaar—Ote kijken.
INTERMEZZO Nadenken over -0

Manier 1 Delenis het omgekeerde varermenigvuldigenLaten we-0dus in

verband brengen met een vermenigvuldiging.
Hoeveel is% ? Datis 4, want 84 = 12.

Dat gaan we nadoen voe¥.

* Hoeveel is0? Dat is 4, want 04 = 0.

* Hoeveel is0? Dat is -5, want @}5 = 0.

* Hoeveel is0? Dat is 0,123, want 00,123 = 0.

Je kunt dus uitOalles krijgen wat je maar wilt.

Manier 2 Met grafieken.

Bekijk de functiey = — , bijvoorbeeld
op de GR. Hiernaast staan een tabel e

=z

=
=
=]
=

[ECTEYTPTTRLY,, TPTTPT)

n
een grafiek. Alx = 0, krijg jey = -0 :
I‘

-2

Kennelijk moeten we voorOde waarde | #=
3 nemen.

Zo kunnen we ook starten met de fungt're%x of mety = —=
Steeds zullen we op deze wijze een andere waaate-9@rijgen.

Je kunt ook andere functies kiezen. Weer kun jeQstles krijgen wat je maar
wilt.

Manier 3 Met een context.

Een hoeveelheid groeit. In 0 uur neemt de hoevakirauurlijk met 0 kg toe.

Hoe snel groeit het goedje dan?

Anne redeneert: "Allicht neemt de hoeveelheid in iedsbestek van 0 uur niet toe.
Dat is altijd zo. Dus dat gegeven vertelt me hel@méets. Hoe snel dat goedije groeit,
kan ik dus niet weten: de groeisnelheid kan aligs.z
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De wiskundige berekening die leidt t%tlevert dus niets op.

Hoe moet het dan wel?

De winnaar van de 100 meter op de Olympische
Spelen van Peking was de Jamaicaan Usain Bolt.
De vraag is wat zijn snelheid was tijdens de
finalerace op tijdstip = 9,69 sec.

Hieronder staat de fotofinish. Usain Bolt lijkt

op de foto stil te staan. Als de foto op tijdstip

t = 9,5 sec was genomen, had hij daarop ook
stil gestaan. En ook op een foto die op tijdstip

t = 9,0 sec was genomen. Hij zal op iedere

foto stilstaan. En toch loopt hij de 100 m

binnen 10 seconden!

Uit zo'n foto is de snelheid niet te halen. Maanaé de sluitertijd van de camera groter
maken en instellen op bijvoorbeeld 0,2 sec krijgereen ‘viek’op de foto. Bolt ‘beweegt’
dan op de foto. We kunnen nu wel een schatting m&a&a zijn snelheid: uit de foto lezen
we af hoeveel meter hij aflegt tijdens de 0,2 sf@én andere gekozen sluitertijd). En dat
kunnen we omrekenen naar een afgelegde afstarigefgeseconde. Dus weten we dan de
snelheid in m/s.
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Opgave 30
Twee foto's van dezelfde auto: stilstaand en rijd&e rijdende auto werd gefotografeerd
met een sluitertijd vart sec. De auto is 4,37 meter lang.

Maak op basis van de rechter foto een schattingdeasnelheid van de auto (in km/u).

In de foto van opgave 30 kun je zien (schatteny&ekemeter de auto aflegde 40 seconden

(de sluitertijd). Die afstand kun je omrekenen rfa@veel de auto zou afleggen in een heel
uur, aangenomen dat zijn snelheid een uur langléézzou blijven. En dan ken je zijn
snelheid in km/uur.

De werking van een luspaal is relatief eenvoudigzifa
twee lussen in het wegdek weggewerkt. Wanneer @ten a
over een lus rijdt, wordt een signaal gestuurd eaar
computer. De computer berekent de snelheid dotijdde
nemen die de auto erover doet om beide lussehkea.ra
Aangezien de afstand tussen de beide lussen békdah
de computer precies berekenen hoe snel de auto rijd

Opgave 31
Twee lussen liggen 1 meter van elkaar. Een autbaijer
de lussen. Er wordt een tijdsverschil van 0,08 sdeo
geregistreerd.

Hoe hard reed de auto?
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Opgave 32 (facultatief)

In de zomer van 2009 werd door Cliff Diver van 2&ter hoogte in de Zaan gesprongen. De
sprong duurde 2,4 seconden. We zien Cliff acht kpeate foto. Neem aan dat de kiekjes met
gelijke tussenpozen zijn gemaakt.

Maak een schatting van de snelheid waarmee ChéiChet water raakt.

We hebben nu een aanpak gevonden osndéheid op een tijdstig achterhalen.
» Bekijk de plaats op dat tijdstip en de plaats eamektijd later.
* Dan ken je de afgelegde weg in die korte tijd.
» De afgelegde weg reken je om naar een heel utelefminuut, of hele seconde,
aangenomen dat de snelheid niet verandert; dé gedhiddelde verandering.
» Dat geeft (bij benadering) de snelheid op hettijpds

Opgave 33
lemand laat een kogeltje van een toren van 110ret®gte vallen. Uit de natuurkunde
weten we dat de hoogte haeconden vallen wordt gegeven dber 110 - 5

Benader met bovenstaande methode de snelheidet&odeltje na 4 seconden.
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Berekening van de groeisnelheid als je de formald k

2 De centrale vraag: Hoe berekenen we de groeisiallbg een gegeven
niet lineaire formule. als de grafiek geen redijteis?

Probeer voordat je verder leest deze centrabgviebeantwoorden.

Opgave 34
We gaan de groeisnelheid berekenen van de bacitne& van opgave 22.

15

10

Gegeven is de formul®& = 2, tin uren erBin mg.

De vraag was: Hoe snel groBibp het tijdstip 3?
Probeer voordat je verder leest deze vraag maadpak van de vorige bladzijde te
beantwoorden.

Idee: We herleiden een toename Baover een (klein) tijdsinterval tot de toename Ban
over een heel uur.

Hoe doe je dat herleiden?

Bij het tijdsintervalAt = 0,02 uur is de toename vBnAB = 2*%2- 2 = 0,11675... mg.
Omgerekend naar een heel uur is dat 50 keer zalezbhngeveer 5,837... .

Om te herleiden tot 1 uur moet je dus vermeniggddimet 50. In plaats daarvan kun je

ook delen door 0,02. Dit kun je dus ook z6 berehen%? = QL1675 5,837.

We berekenen hier dus in feite de gemiddelde veramgl op een kort tijdsinterval; hier het
interval [3;3,02] ; zie bladzijde 18.

Opgave 35

a. Welke groeisnelheid vind je op tijdstip 3 alé\je= 0,002 neemt?

b. Bestudeer onderstaande figuren waarin zichtlvaedt dat een kleinert een betere
benadering geeft voor de helling van de raakliingdes voor de groeisnelheid.
En als jeAt = -0,002 neemt?
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Het omrekenen naar een heel uur is hieronder ge'élerd voor het gevak 3 enAt = 0,1.

14 7

A
12
groei-
snelheid
10
g tAB '
3 31 32 33 34 35 36 37 38 39 4
At=0,1

De omrekening naar een heel uur ziet er vtor 0,5, voorAt = 0,3, en voont = 0,1, z6 uit:

toename per heel uur‘x/
15
A
a0
vYvvyy
5
0
g a2 3.2 3.4 3.6 z.8 4
-+

—At= 0,::—»
+—At=0,f——
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Opgave 36
Bereken de groeisnelheid van de bacteriekolonieetpijdstip 1,5 door een voldoende
kleine waarde vant te nemen.

¥ De groeisnelheid berekenen als we een formule kemmeConclusie

Als we van een groeiproces de grafiek kennen, kummeop elk moment door tekenen en/of
meten de groeisnelheid bepalen. Dat gaat meestakzoierg nauwkeurig.

Als we van een groeiproces de formule kennen, kumeeop elk moment door rekenen de
groeisnelheid bepalen: we berekenen dan de gentddetrandering op een Kklein tijds-
interval en rekenen die om naar een heel uur (asde tijd in uren rekenen). Dat gaat
meestal nauwkeuriger, maar helemaal precies vindejgroeisnelheid niet, hoe klein je het
tijdsinterval ook neemt. Eigenlijk zou je een fijdsrval van lengte 0 moeten nemen. Maar
dat werkt ook niet.

Toch is het bij een heleboel formules mogelijk detprecieze groeisnelheden te vinden. In
de volgende paragraaf doen we dat voor y*= x

Wanneer is het tijdsinterval voldoende klein? Dait ke niet bij voorbaat weten.

In het voorbeeld van de vorige bladzijde vind je:

- op het tijdsinterval [3;3,1] de gemiddelde veranithg 5,74187..

- op het tijdsinterval [3;3,01] de gemiddelde vedaning 5,56444...

- op het tijdsinterval [3;3,001] de gemiddelde vedaring 5,55470...

Op grond hiervan kunnen we de exacte groeisnelbigtd= 3 schatten op 5,55.

[De GR levert 5,545...]

Dus: als de gemiddelde verandering niet meer zoweeindert als je hem op een kleiner tijds-
interval bekijkt, zullen (meestal) dicht bij de grenelheid zitten.

INTERMEZZO: de paradox van de vliegende pijl

Wanneer men een vliegende pijl op één ondeelbaanenb beschouwt,
bevindt hij zich op een bepaalde plaats in de rain@p dat ene moment
verplaatst de pijl zich niet. Maar wanneer hij di enoment in rust is, dan
is hij gedurende de hele vlucht in rust. De pijwWeegt zich dus niet. 4
Deze redenering is afkomstig van de Griek Zenobaa (ca 490 — ca 430 /|
v Chr.) i
Wij kennen de paradox niet uit geschreven werkZemo zelf, want daar is |
niets van bewaard gebleven. Al wat we hebben Ziaten bij andere ”
schrijvers, zoals Aristoteles.

Zeno's paradox lijkt vandaag misschien triviaalamze vormde een groot
probleem voor de filosofen van de oude tijd en dédeleeuwen. Pas in de
17e eeuw vond men een bevredigende oplossing meitvdeding van de
differentiaalrekening.

De Grieken waren zeer exacte denkers. De filosdfemngen iedereen zich
heel nauwkeurig uit te drukken. Bij de differentraiening neemt men een
tijdsduur die "willekeurig dicht tot nul nadert"ek Griek zou onmiddellijk
vragen: 'hoe dicht tot nul? Druk je precies uit!
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5. De groeisnelheid van tweedegraadsfuncties

Z Centrale vraag: wat is de groeisnelheid van ¥ bij een gegeven x-waarde?

De zijde (in meters) van een vierkant groeit irtiitex (in uren). Zeg dat er elk uur 1 meter
bij komt. De oppervlaktg (in m?) groeit meey = X%.

t=0,5 t=1 t=1,5 t=2 t=2,5 t=3 t=3,5

We gaan de groeisnelheid als 3 op vier manieren bepalen.
Manier 1: met de rekenmachine

TI 83

MATH / 8: nDerive(/ ENTER
Voer in: X"2,X,3)

ENTER

De GR geeft de waarde 6. Dat is de groeisnel-
heid vané alsx=3.

Casio

Table

Voer formule in

Via Set Up derivative on

Stel via rang (F4) de tabel in: var 0 tmx=10.
Je krijgt nu een tabel waarin bij iedetale y-
waarde en de groeisnelheyd) @egeven wordt.

Opgave 37

a. Laat de GR zo ook de groeisnelheid xfabij x=0, 1, 2, 4, 5 berekenen.
b. Ook bijx=-1, -2, -3, -4 en -5.

c. Enbijx=2,5. En bix = -1,2345.

Opgave 38

Gezien de antwoorden bij opgave 37 kunt je nu zorelenmachine wel voorspellen wat de
groeisnelheid zal zijn vaxf bij x=11.

a. Wat zal de GR als antwoord geven.

b. Wat is de groeisnelheid vahbij een gegever-waardex=a?
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WB

De manieren 2 en 3 laten zien hoe je Kegrijpendat de groeisnelheid van= »° als functie
vanx preciess is, alsx=3. Je hoeft deze manieren niet van buiten te leren.

INTERMEZZO

Manier 2: met een slimme truc
Deze manier is een redenering, die bestaat uiteijikstappen. In de volgende opgave vragen
we je die denkstappen een voor een te begrijpen.

Opgave

De truc is de functig = (x-3)° te bekijken.

Hiernaast staat de grafiek van die functie.
Schrijf op het werkblad bij elke denkstap 8
op waarom hijjuist is.

® De formuley = (x-3)* kun je ook
schrijven als/ = 2 - &x + 9.

(s3]

@ De grafiek vary = (x-3)* is een parabool.

i

® De grafiek vary = (x-3)? raakt dex-as in
het punt (3,0), dwz. dewaarde bix=3
is 0 en de helling aldaar is O.

@ Bekijk de functiey = -6x + 9.
De groeisnelheid van=-6x + 9 is bij
elkex gelijk aan -6.

]

=]

® De groeisnelheid bi=3 vany = Xis
gelijk aan 6.
Bedenk dat de groeisnelheid war x? en van
y = - & + 9 bijx = 3 opgeteld de groeisnelheid
vany = x° - 6x + 9 geverx = 3.

Denkertje: Kun je op deze wijze ook de groeisnelvéiden vary = 2 bij x=4?

Manier 3: met opperviakte

Een vierkant groeit; als de zijde(cm) is, is R R AR
ziin oppervlaktey = % (in cnf). Het hoekpunt :
linksonder houden we vast. Het vierkant groeit
aan twee kanten: naar rechts en naar boven.

Als x bijvoorbeeld met 0,01 cm toeneemt komt
er aan de rechterkant ongeveer 0,01 maal de
zijde van het vierkant bij. Evenzo aan de
bovenkant. Dus de opperviakte neemt met
ongeveer 20,01- x toe alsAx =0, 01.

De groeisnelheid van het vierkant is dus
2.0,01x
0,01
de opperviakte van het vierkantje 0,01 bij 0,01

verwaarlozen).

= 2x (twee keer de zijde, waarbij we
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Zo'n slimme truc als in Manier 2 heb je toevalligde functiey = x?, maar niet bij elke
functie.

In de redenering van Manier 3 is het woord "onggeveen zwak punt. We kunnen de rede-
nering precies maken met een differentiequotiéaveBdien werkt de uitleg met het vier-
kant alleen voor positieve getallgnen de functig = X* bestaat ook negatieve getallen
We gaan nu een manier behandelen die altijd werkt.

Manier 4: met een differentiequotiént

We willen weer de groeisnelheid var= x*in x =3 berekenen. Daarvoor gebruiken we nu

de “sluitertijd-methode” die we ook gebruikt hebl@phet bepalen van de snelheid van de
auto in het vorige hoofdstuk. In dat voorbeeld feadde vooraf een kleine sluitertijd (0,01
sec) gekozen.

Opgave 39
WB a. Probeer onderstaande vier denkstappen tewo&chrijf op het werkblad bij elke
denkstap op waarom hij juist is.

® Het beginpunt ix=3 eny =9; als eindpunt kiezen wex=3,01 eny = 9,0601.
@ Ay=0,0601
® De gemiddelde verandering op het kleine intenva%?—/ =6,01

X

@ De groeisnelheid op=3 is (ongeveer) gelijk aan 6.

WB b. Probeer weer onderstaande denkstappen tervdBghrijf op het werkblad bij elke
denkstap op waarom hij juist is.

® Het beginpunt ix=3 eny=9; als eindpunt kiezen wex=3+Ax en y =9+ 6 Ax+ (Ax)
@ Ay =6Ax+ (AX)

® De gemiddelde verandering op het kleine interwaﬁ—}é= 6 +AX.

@ De groeisnelheid op=3 is gelijk aan 6.

Opgave 40

Als je de groeisnelheid bix =4 wilt berekenen, kun je vergelijkbare denkstappen
opschrijven als in opgave 39b

a. Ga na welke uitkomst je voor de groeisnelhgidklz 4 krijgt.

b. Op welke groeisnelheid by=7 kom je uit?

c. Welke groeisnelheid zou je vinden bij een gegeveaardex = a?

Bij de volgende opgaven gebruiken we deze formate de groeisnelheid vap= x°.

\Z De groeisnelheid vay=x* een gegever-waarde is £

We weten nu de helling van de grafiek wemx in elk van zijn punten. Deze kennis gaan we
in het vervolg toepassen.
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2 Centrale vraag: wat is de groeisnelheid van g¢+bx+c bij een gegeven x-waarde?

Opgave 41

Hiernaast staat nog eens de grafiek yané.

a. Vergelijk daarmee de groeisnelheden
inx=aenx=-a?
Wat is het verband tussen die groeisnelheden?
Klopt dat met de formule voor de groeisnelheid?

b. Bereken voor welke de groeisnelheid 9,4 is?
En bij welkex is hij -1,234?

c. Is er eerx waarin de groeisnelheid 1 miljoen
bedraagt?
En is er eex waarin de groeisnelheid — 1
miljoenste bedraagt?

d. Welke waarden kan de groeisnelheid aannemen?

We bekijken nu hoe we de groeisnelheid van andere
tweedegraadsfuncties kunnen berekenen.

Opgave 42

Hiernaast staan in één figuur de grafieken

van de functies

y=5+x

y=2+x

y=x

y=-2+x

y=-5+x

a. Leg uit dat al deze functiesxr 2 dezelfde groeisnelheid
hebben. Hoe groot is die groeisnelheid?

b. En hoe groot is de groeisnelheid van deze fesdtij een
gegeverx-waarde ix=a?

Opgave 43

Hierr;aast staan in één figuur de grafieken van

y=X

y = 0,5¢

y= 1,5(2 2

y=%

y = -0,5¢

y= _1,5(2 0

a. Hoe groot is de groeisnelheid wan x° in x=2?

b. Hoe kun je nu de groeisnelheid van de anderetifes
in Xx=2 vinden? Wat zijn die groeisnelheden? ‘2
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c. Hoe groot is de groeisnelheid war X in een
gegeverx-waardex=a?

d. Wat zijn de groeisnelheden van de andere
functies in een gegeverwaardex=a ?

Opgave 44
We weten dat de groeisnelheid war »° in een gegever-waardex = a celijk is
aan2a.
Je hebt in opgave 42 gezien wat er met de groéisineany = x* gebeurt, als je bij die
functie een constante optelt. En in opgave 43 leegezien wat er met de groeisnelheid
gebeurt, als je de functie met een constante vegwadigt.
Formuleer je conclusies:
a. Als je bijy = x* een getat optelt (je krijgt dany = x* + c),
dan is de groeisnelheid in een gegexevaardex=a gelijk aan ...
b. Als jey = x* met een getal vermenigvuldigt (je krijgt day = ¢x®),
dan is de groeisnelheid in een gegexavaardex=a gelijk aan ...

Opgave 45
Wat is de helling van de grafiek bij een gegexevaardex= a als
y=15+3°
y =10¢ + 40
y=-0,5 -x°
y=-2+ 108

y =45 (3000 + £)

De groeisnelheid van tweedegraadsfuncties

Opgave 46
In opgave 33 liet iemand een kogeltje van een teaen110 meter hoogte vallen. De hoogte
van het kogeltje na t seconden vallen wordt gegeleemh = 110 — 5 (meter). Er werd
gevraagd de snelheid van het kogeltje na 4 secaedagpalen.
Vany = t* weet je de groeisnelheid ats 4.
a. Beredeneer hiermee de groeisnelheidyarit?, alst=4.
En van 110 - &?
Klopt je antwoord met het resultaat van opgave 33?
b. Controleer je antwoord met behulp van de GR.

Opgave 47

We bekijken de functig = x* + 0,5x + 4 en willen weten wat de groeisnelheibijs= 6.
a Beredeneer wat de groeisnelheid is yarn0,5 + 4 bijx=6.

b. Wat is de groeisnelheid vgre x° bij x=6?

c Beredeneer nuwat de groeisnelheid iswané + 0,5 + 4 bijx=6.

d. Wat is nu de groeisnelheid vam x* + 0,5 + 4 bij een gegevexrwaardex=a?

We verdubbelen de functie= x*+ 0,5¢ + 4 en krijgery = 2¢ + x + 8.

e. Beredeneer nu ook wat de groeisnelheidyam + x + 8 is bij x=6.
f. Wat is nu de groeisnelheid vaie 2¢ + x + 8 bij een gegevexwaardex = a?
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Opmerking
In de laatste opgaven heb je drie regels gezien.
= Als we de groeisnelheid van een functie kennenp&amwe ook de groeisnelheid van
de functie die 2 (of een ander getal) groter isgieisnelheid verandert niet.
= Als we de groeisnelheid van een functie kennenn&erwe ook de groeisnelheid van
de functie die 2 (of een ander getal) keer zo gimoDe groeisnelheid wordt ook 2
keer zo groot.
= Als we de groeisnelheid van twee (of meer) funckesnen, kennen we ook de
groeisnelheid van de som van die functies (diegk\j door de twee functies op te
tellen). Je moet gewoon de groeisnelheden optellen.
Dit laatste lichten we nog even toe. Stel dat weyaeisnelheden vayl, y2 eny3
bij een gegever (zegx = 8) kennen en dat die respectievelijk 3, 4 en¥. Als we
nu kijken naar de grafiek van de sgn¥ yl+y2+y3, zal de groeisnelheid b= 8
gelijk zijn aan 3+4+7 (immers, aksl groter wordt, zayl stijgen met 3y2 met 4 en
y3 met 7, dus het totaal met 3+4+7).
Deze drie regels gelden algemeen, dus niet alleentweedegraadsfuncties.

We oefenen nog even in de volgende opgaven.

Opgave 48

Wat is de groeisnelheid in een gegexemaardex= a van
a.y=-0,1x

b. y=7x+8x+9

c.y=8&-10

d.y=8¢-10

e.y=12-5x+3¢

Opgave 49

Wat is de groeisnelheid een gegexemaarde irx= a van
a. y = 7(¢-6x-1)

b. y = 3(x+2y

c. y=3(4x)

WWe kennen nu de groeisnelheid van elke tweedediaad®:

Voorbeeld
De groeisnelheid vap= 7 - 3x + 8 voor een willekeurige waarde vais
« 7 keer de groeisnelheid vah
plus
» de groeisnelheid van x3 8.
Dus is de groeisnelheid(2x + -3 = 14« — 3.

Om te onthouden:
De groeisnelheid vay = ax’ + bx + cvoor een willekeurige waarde varis
« akeer de groeisnelheid vah
plus
» de groeisnelheid valox + c.
Dus is de groeisnelheid /2x + b = 2ax + b.



Samenvattingvan de hoofdstukken 3, 4 en 5 aan de hand van de
functiey = 15 + 1,5¢+2.

tabel

y
21

28,5
39
52,8
69

AIWIN|R|O[X

grafiek

80,

60

40

20—

context

Een auto heeft 21 meter
afgelegd en trekt op.

Na 1 sec heeft hij 28,
meter afgelegd.en na 3 s
52,5 meter.

y is de afgelegde weg in |
x is de tijd in sec.

Gemiddelde verandering
vany ten opzichte var op
[1.3] =

differentiequotiént op [1,3
begin: x=1 - y=28,5

Helling van de lijn tussen
(1;28,5) en (3;52,5)

beginpuntx=1 - y=28,5

Gemiddelde snelheid tussen
tijdstippen 1 en 3 seconden
bereken je als volgt:

In 2 seconden worden 24

de

j

eind: x=3 - y=525 eindpunt: x=3 - y=52,5 | meter afgelegd.
Dat is gemiddeld 12 m/s.
w8y 24 _ 4, &y _24 _qy J
S| A 2 Ax 2
e
Groeisnelheid (momentaneHelling van de grafiek De snelheid na 3 seconden.
snelheid) bix=3 in het punt (3 ; 52,5) Dat is de afstand die per
< seconde zou worden afgeleg
) als vanaf=3 de snelheid niet
< meer zou veranderen.
Groeisnelheid bij elke De afgeleide functie De snelheid van de auto op
0 willekeurig tijdstipx.
B
e

een

3¢



6. De afgeleide van tweedegraadsfuncties en econsche
toepassingen
Als we van een functie de formule kennen, is erelamsnelle manier om de groeisnelheid in

zo maar een punt van de grafiek exact te bepalen2d&ken als het ware een formule
waarin we de waarde (vag) maar hoeven in te vullen en de groeisnelheidenoitit.

formule van de functie formule van de groeisnelheid

]

Van twee type functies weten we al hoe dat gaatefigk van lineaire functies en van
tweedegraadsfuncties.

formule van de groeisnelheid:
groeisnelheid = a

formule van de functie
y = ax+b

formule van de functi

y=x

formule van de groeisnelhei
groeisnelheid= 2x

formule van de functie
y = aX+bx+c

formule van de groeisnelheid:
groeisnelheid= 2ax+b

JUU

Je ziet dat we bij deze functies snel de groeigmédfiunctie kunnen bepalen. Later zullen we
zien hoe we ook bij andere functies snel die gredieidsfunctie kunnen bepalen.
We zullen daarbij de volgende begrippen en notagdsuiken:
- de groeisnelheidsfunctie heet in de wiskundafdeleide functie
- het bepalen van de afgeleide functie (de groeisi@dfunctie) bij een gegeven
functie heetifferentiéren
- we gebruiken een accent om de afgeleide fuaetiete geven, dus
H(t) is de afgeleide functie vaift) eny'(x) is de afgeleide functie vaiix)
- in plaats van de afgeleide functie spreken we kaaiveg over dafgeleide

Je moet de volgende zinnen begrijpen:
- Om de helling van de grafiek van de fungife) = x° in x = 4te vinden, kun je eerst
y'(X) bepalen en dam =4 invullen.
- De waarde van de afgeleide van de fungtied¢ + 4x + 6 bij x = 6 geeft de helling
van de grafiek bix=6.

Soms hebben functies namen. Als een furictieet, wordt de afgeleide functie daarvan
genoteerd met'.
df (x)

Vaak wordt voor de afgeleide ook de nota%xk of i

gebruikt.



2 Centrale vraag: wat zijn marginale grootheden @e bereken je deze met behulp van
wiskunde?

In de economie wordt de afgeleide functie gebraiktmarginale grootheden te benaderen,

zoals de marginale kosten en de marginale opbrelbgsharginale kosten zijn de extra kosten
die gemaakt worden als je één extra product madgt.dezelfde wijze is de marginale

opbrengst de extra opbrengst als je één extra preddkoopt.

Hieronder zullen we dit in een voorbeeld uitleggen.

In de economie werkt men vaak met modellenTas= -5 + 60q, waarbij TO staat voor de
totale opbrengst eq voor het aantal producten dat een producent mzakfiguur hieronder

*)-

200
180}
160
140}
120
100}
aof
B0}
ol
20l

(1 2345667 8810111213 q

We bekijken de marginale opbren®40 bij q = 3, dat wil zeggen de extra opbrengst als de
producent vier producten maakt in plaats van drie.

Bij q=3isTO= 135 en bijg=4 isTO= 160. Dus de marginale opbrentD bij g= 3 is

160 — 135 = 25.

De marginale opbrengst wordt in de economie vaakderd door de afgeleide functie VED.
Dus spreekt men valMO =-10qg+ 60 (ga na dat dit de afgeleide va@ is). In dit geval levert
dat bijg= 3 een benadering die nogal afwijktO = 30, terwijl volgens de definiti?O = 25.
Hieronder in opdracht 50 zie je dat in ‘echte’ Jueelden deze afwijking vaak verwaar-
loosbaar is.

Als we spreken over marginale grootheden, zullenirwdit boekje de benadering van de
marginale grootheden met behulp van de afgeleidegfdeisnelheidfunctie) bedoelen, tenzij

anders vermeld wordt. Deze marginale groothedengagen eindexamenstof. We gebruiken
deze als voorbeeld om met groeisnelheden te resleeerrekenen.

(*) Als gtoeneemt, kan de prijs dalen, en daardoor ookptieesagst.
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WB Opgave 50 (facultatief)

In deze opgave bekijken we waarom d¢ 200
marginale opbrengst goed te benaderen qgp
met de afgeleide. 160

Hiernaast staat de grafiek van het voorbee 140
van de vorige bladzijde nog eens. Het stu 120
ervan rondg = 3 staat sterk vergroot op het 4

werkblad.
a0

1l
40
20

L1 23 4567 8 910111213

a. Geef daarin het verschil aan tussen de ‘echaegimale opbrengst en de benadering van de
marginale opbrengst met behulp van de afgelejdg=h8.

b. Bereken met behulp van de formdl® = -5¢ + 60q het verschil tussen de ‘echte’ margi-

nale opbrengst en de benadering van de margipalergst met behulp van de afgeleide bij
q=3.

Het verschil tussen de ‘echte’ marginale opbrerggstde benadering van de marginale
opbrengst met behulp van de afgeleide is in detiikalerwaarloosbaar klein. Dat komt omdat
het in de praktijk altijd gaat om een groot aaptalducten dat geproduceerd wordt.

Hieronder zie je een voorbeeld van zo’n opbrengstfa: TO = -0, 004¢f + 60

£ 330000
£ 300000
L 270000
C 240000
C210000
C 150000
C 150000

kosten (in euro)

2000 4000 BOOO 8000 10000

aantal producten ()

c. Ga na dat het verschil tussen de ‘echte’ malgiopbrengst en de benadering van de margi-
nale opbrengst met behulp van de afgeleidg$000 nauwelijks zichtbaar kan zijn.

d. Bereken met behulp van de formdl® = -0,004q + 60y het verschil tussen de ‘echte’

marginale opbrengst en de benadering van de naegopbrengst met behulp van de
afgeleide bijg= 6000.
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2 Centrale vraag: hoe bereken je een maximale oimaile functiewaarde?

In de economie zoekt men vaak naar optimale sstatiemaximaleopbrengst, deninimale
kosten, demaximalewinst. Als er formules bekend zijn, kan met behutm de afgeleide
functie snel de hoeveelheipgevonden worden, waarbij dit optimum (minimum abamum;
als we niet vermelden dat het om een minimum ofimar gaat spreken we over extremen)

optreedt.

Opgave 51

Gegeven is een formule voor de totale
opbrengst TO als functie van het aantal
producterq:

TO=-10¢ +160g- 25(.

Hiernaast staat de grafiek van deze functie

TO (euro'

-500
a0

562 4 B B1D121A\1E1B

q (aantal producten)

a. Wat is er te zeggen over de groeisnelheidiVaals de totale opbrengst maximaal is?

b. Maak een formule voor de groeisnelheid ¥&n(de afgeleide functie vanO).

c. Bereken met behulp van de afgeleide voor wellkarde vanq de totale opbrengst
maximaal is en vervolgens wat die maximale oplseisy

¥ De methode om het maximum te bepalen (zoals inga@morde opgave gebruikt) kan
bij iedere functie gebruikt worden. Hij kan ook geikt worden om een minimum te

bepalen. De methode gaat als volgt.
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Opgave 52

We bekijken vier functies. Denk maar dat het wingpbrengst- of kostenfuncties zijn.
Bereken voor alle vier de functies met behulp vanatheleide de maximale of minimale
functiewaardey.

Zeg ook of de gevonden functiewaarde een minimuma}imum is.

a. y=x -14x+ 34

b. y=-2x+50x- 30

c. y=0,02¢ - 4,%+ 415,

Opgave 53
Bedenk zelf een tweedegraadsfunctie en berekemhahetip van de afgeleide de maximale
of minimale functiewaarde. Doe dit voor twee voaioen.

Opgave 5Maximale winst

Een producent hanteert het volgende model:

de totale opbrengst i$0 = -4q” + 40q , waarbijq het aantal producten is dat wordt afgezet.
a. Bereken met differentiéren de formule voor @egimale opbreng#O.

b. Bereken de hoogst haalbare opbrengst.

Naast de opbrengst zijn er natuurlijk kosten. Wmere voor de

totale kosten de formulEK = 16q + 20.

c. Onderzoek met de GR bij welke produdi@ gelijk is aanTK
en zeg wat dit in deze context voor de producetgkent.

De producent streeft naar maximale winst. Dus gg§adp zoek naar het maximum van de

winstfunctie:W = TO — TK= -4¢f + 24q - 20.

d. Schets de grafiek valt en onderzoek bij welke productie de winst maxiniaGebruik je
GR.

e. Je kunt deze maximale winst ook vinden met geleitie vanV. Doe dit.

Opgave 5Marginaal denken in de economie
We bekijken een producent, nu met de totale-oplstémrtie TO=-0,7¢ + 57 en totale-

kostenfunctieTK =12+ 1, 2*; q is het aantal producten.

Bij g=10 is de marginale opbrengst groter dan de mamgkasten.
a. Ga dit na en beredeneer dat hieruit volgt datidst stijgt als de producent in plaats van 10
producten 11 producten gaat maken.

b. BerekerMO (marginale opbrengst) éviK (marginale kosten) b= 17 en onderzoek hier-
mee of de producent zijn winst ziet stijgen ajsriéer gaat produceren.

44



c. Beredeneer hoe je met behulp %@ enMK kunt bepalen wanneer de winst maximaal zal
zijn. Bereken op deze manier ook bij welk aantaldpcten in dit voorbeeld de winst
maximaal zal zijn.

Om de maximale winst te berekenen kunnen we duginaal denken (meé¥lO enMK), maar

we kunnen ook direct een formule voor de winst @fgst en daarmee de maximale winst

berekenen.

d. Stel een formule voor de winst op en berekenh deeafgeleide daarvan bij welk aantal
producten de winst maximaal is.

Opgave 56 euro
We bekijken weer een producent met ee [

. - 1400
totale opbrengst- en totale kostengrafiek zoa |
hiernaast staan. L1200
a. Lees de marginale opbrengst en de me - 1000 TO
ginale kosten af bipg = 30 en beredeneer 'BDD

hiermee of de winst bijj=30 maximaal is
of dat de producent meer of minder moe L s00
produceren om maximale winst te behalen i

TK
~400
b. Onderzoek met de methode van vraag a. | -
welke productie de winst maximaal is. - 40
We kunnen ook eerst een schets van 20 40 B0 B0 100
grafiek van de winst maken. q

c. Maak een schets van de grafiek van de
winst in de figuur op het werkblad en lees
af bij welke productie de winst maximaal
is.

De formules bij bovenstaande grafieken Zlj@ = -0,27 + 30 enTK = 0,197 + 12.

d. Bereken formules vodO enMK en bereken bij welke producti¢O = MK.
Controleer je antwoord in de figuur.

e. Bereken met behulp van de afgeleide van detfwimgie bij welke productie de winst
maximaal is.

Merk op dat de antwoorden op de vragen d en &gsjlij. Hetzelfde heb je (hopelijk) ook bij
opgave 55 c en d opgemerkt.

In de economie wordt de wet van de "toenemenddremende meeropbrengsten™ gebruikt.

Deze zeqt ‘iets’over het verband tussen de exizatiman productiefactoren (zoals arbeid en
kapitaal) en de opbrengst: als je de inzet vanrddygtiefactoren vergroot, zal de opbrengst
eerst steeds harder toenemen, maar na een zeketezah de opbrengst steeds minder hard
toenemen.

De schrijver van dit boekje had daarbij het volgebdeld: stel dat je een groentetuin hebt en je
teelt aardbeien. Een extra uur besteden aan imgjetudijvoorbeeld om onkruid te wieden, zal
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in het begin de opbrengst steeds meer laten toememaar na een zekere inzet zal de
investering van een extra uur steeds minder eptreengst opleveren.

WB Opgave 57

De opbrengt van een productie hangt af van een

factoren A. De inzet van A is variabel.

a. Schets op het werkblad een grafiek waarin je
de wet van de toenemende en afnemende
meeropbrengsten illustreert: neem op de
horizontale as de productiefactor A en op de
verticale as de opbrengst.

b. Zeg in eigen woorden wat deze wet zegt in
termen van groeisnelheid.

opbrengst

productiefactor A

We hebben gezien dat in de economie de afgeleidbeuige wordt om de marginale
opbrengst en marginale kosten te berekenen. Weriddn de groeisnelheid va en van
TK. Deze afgeleide kan gebruikt worden om de ‘plazs’ de maximale of minimale waarde
van de functie te vinden.
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7. De afgeleide functie vay = x°

Z Centrale vraag: Wat is de groeisnelheid van y*bikeen gegeven x-waarde?

Hiernaast staat de grafiek van de fungtiex®. We willen de
groeisnelheid weten in bijvoorbeeldxm 5.

Manier 1: met de rekenmachine

Opgave 58
a. Bepaal met behulp van de GR de groeisnelheiy waxt bij de
volgendex-waarden:

X 3|-2]-1,0| 1| 2| 3| 4| 5
groeisnelhei

De functiey = x° heeft dezelfde groeisnelheid bij twee gegeven
tegengestelde waarden varzegx= aenx= -a.
b. Hoe zie je dat aan de grafiek?

c. Probeer een formule voor de groeisnelheid bia te vinden
aan de hand van de tabel.

formule van de functie formule van de groeisnelheid:
y=x y'=?

Net als bij de functig =x* kun je goed begrijpen wat de groeisnelheid yan< is als
x=5. Op de volgende bladzijden gaan we drie manibeéijken. De tweede en derde

manier hoef je niet van buiten te leren.
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WB

INTERMEZZO
Manier 2: Bewijs met een slimme truc

Deze manier is een redenering, die bestaat uitdmstitstappen. In de volgende twee opgaven
vragen we je die denkstappen een voor een te pexgyrij

Opgave
De truc is om de functigs= 6(x—5)* eny = x(x-5)° met elkaar te vergelijken. Hieronder
staan de grafieken van deze functies.

n
o
-1

1 z 3 4

We vergroten het stuk rond het punt (5,0) uit.

.

Schrijf op het werkblad bij elke denkstap op waatj juist is.
® Als x tussen 4 en 6 ligt, is© x(x-57°< 6x-5.
@ De grafiek vary = x(x-5)° ligt tussen de x-as en de grafiek yen 6(x-5)°.
® De grafiek vary = 6(x-5) raakt aan d&-as in (5,0).
@ De grafiek vary = x(x=5)* raakt aan dg-as in (5,0).
® De groeisnelheid bi{=5 vany = x(x-5) is gelijk aan 0.
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Nog drie denkstappen en we zijn er.

WB Opgave
Probeer weer elk van de volgende denkstappergrggeEn. Schrijf op het werkblad bij
elke denkstap waarom hij juist is.
® De formuley = x(x-5)? kun je ook schrijven alg = X% — 10¢ + 25x.

@ De groeisnelheid van -+ 25 bij x=5 is -75.
De groeisnelheid vayn=x bij x=5 is 75.

Denkertje: Kun je op deze manier ook de groeisniéliaden vary = x bij x=4?

Manier 3: met inhoud

Een kubus groeit; als zijn ribbecm is, is zijn inhoud/ = x* cnt. Het hoekpunt linksachter-
onder houden we vast. De kubus groeit aan drieekantar rechts, naar voren en naar boven.

- -

Als x bijvoorbeeld met 0,01 cm toeneemt, komt er aanedbterkant ongeveer 0,01 maal de
opperviakte van het rechtergrensvlak bij. Evenzo @&abovenkant en aan de voorkant. Totaal
dus 30¢ [0,01.

3[x* 01

De groeisnelheid van de inhoud van de kubus is = 3¢ (dus 3 keer de opper-

vlakte van een grensvlak).

Het woord "ongeveer" is een zwak punt in bovensteardenering. We kunnen de redenering
precies maken met een differentiequotiént. Bovendierkt bovenstaande uitleg met de kubus
alleen voor positieve getallenen de functig = x° bestaat ook voor negatieve getaben

Manier 4: met een differentiequotiént
We willen weer de groeisnelheid vare X bij x="5 berekenen. Daarvoor gebruiken we nu
de “sluitertijd-methode” die we ook gebruikt hebd@phet bepalen van de snelheid van de

auto in een van de vorige hoofdstukken. In dat weeld hadden we vooraf een kleine
sluitertijd (Ax sec) gekozen.
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WB Opgave 59
Probeer weer onderstaande denkstappen te v@géanijf op het werkblad bij elke
denkstap op waarom hij juist is.
® Het beginpunt isx=5 en y=125; als eindpunt kiezen wex=5+Ax en

y =125+ 73Ax +1§A ¥ +(Aa ¥’
@ Ay =750x+15A%)° +(A%)°
® De gemiddelde verandering op het intervalg%:: 75+ 15(\x )+(Ax)2.
@ De groeisnelheid op =5 is gelijk aan 75.

We hebben de exacte groeisnelheid bepaald/vaxt alsx=5. Dan kunnen we net zo doen
voor andere waarden vanWe vinden dan:

% De groeisnelheid vayn= x° een gegeverwaarde is/' = 3¢.

Met andere woorden:
formule van de functie formule van de groeisnelheid:
y=x y' =3

Opgave 60

Hiernaast zie je de grafiek vgre xX°

a. Bereken de groeisnelheidxna en inx=-a. 4
Leg uit hoe je in de grafiek var= X3 ziet dat deze twee
uitkomsten gelijk zijn.

b. Bij welkex is de groeisnelheid gelijk aan 6?
En bij welkex is hij 1,237

c. Welke waarden kan de groeisnelheid aannemen?

De afgeleide van derdegraadsfuncties

Opgave 61
Bereken de afgeleide functie van
y=-0,5¢
y=-2+x
y=-12 + 163
y = -5(3 =X

y=6-2x+3%+0,1°
y =4 + 8¢ - 9 + 2009
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Opgave 62
Geef een formule voor de afgeleide functie van

a. y=x(x-3)
b. y=2x(¥-3X)
C. y=x(x+1yY

WWe kennen nu de groeisnelheid van elke derdegraactss:
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Historie

Eind zeventiende eeuw werd het differentiéren dikeld door Leibniz (in
Duitsland) en Newton (in Engeland), ongeveer ggjliig.

Differentiéren is een machtig hulpmiddel geblekemijvoorbeeld de natuur-
kunde en economie. Je overdrijft niet als je zegtd® moderne maatschappij
zonder de kennis van differentiéren onmogelijk zpu geweest.

Gottfried Leibniz (1646-1716) Isaac Newton (1643-1727)
standbeeld te Leipzig standbeeld te Cambridge
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8.Wat moet je weten en kunnen van hoofdstuk 1 t/m

= Bereken de gemiddelde verandering op een gegeveteirval als de formule of grafiek
gegeven is.
Voorbeeld
Gegeven: de grafiek van de funct(g) (zie hiernaast)
Vraag: de gemiddelde verandering weop het interval [-2,4]

Antwoord:
begini x=-2 - y=55 \ B A /
eind: Xx=4 o y=-95 '\ T
2
toenameAx= 6 Ay =-15 . /
- -3 -2 Il 2z 2 |y, 9
gemiddelde veranderin% = ?15: 2,5 i \ Ay/
\
6|
° \\ /
10 N
Opmerking 1

Deze gemiddelde verandering is gelijk aan deingstoéfficiént (of helling) van de lijn
door de punten (-2;5,5) en (4;-9,5).

Opmerking 2

Als een formule bekend is van de functie, kun jg-eeaarden bijx=-2 en bijx=4
berekenen.

= Bepaal de groeisnelheid in een punt als de grafigjegeven is (of bepaal de helling van
de grafiek in een gegeven punt).
Voorbeeld
Gegeven: de grafiek van funcié). 1
Vraag: de groeisnelheid varin het punt
(-2;5,5)
Antwoord: teken de raaklijn aan de grafiek
in het punt (-2;5,5) en lees de richtings-
coéfficiéent van deaaklijn af ; deze is
(ongeveer) —-12

rc

[
(<o BN N =S \S 1 I K= \C B o)

(

= Bereken de groeisnelheid in een punt als de
formule gegeven is (of bereken de helling van de afiek in een gegeven punt)
Voorbeeld
Gegeven is de functig(x) = 2
Vraag: bereken de groeisnelheid yain x=3
Antwoord
begin: x=3 - y=8
eind: x=3,001 - y=8,00555

toename:Ax = 0,001 Ay = 0,00555
0,00555_

0,001
Dus is de groeisnelheid vagnn x=3 ongeveer 5,55.

gemiddelde veranderin%.x = 5,55
X
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Bereken de afgeleide functie bij een gegeven eerstisveede- of derdegraadsfunctie.
De afgeleide functie vap=ax+ b isy =a.

De afgeleide functie vay= x? isy' = 2x.
De afgeleide functie vay= x2isy' = 3%.

De afgeleide functie vayi= ax + bx + cisy' = a /2x + b, ofwely' = 2ax + b.
De afgeleide functie vay= ax® + bx? + cx + disy' = a /3x*+ b [2x+ ¢, ofwel
y = 3ax’+ 2bx+ c.

Voor andere functies zoals 2*, y= +/x eny:E hebben we nog niet de formule voor de
X
afgeleide behandeld.

Opmerking 1

Met behulp van de afgeleide functie kun je bij elkaarde vanx de groeisnelheid
(helling) bepalen. De formule van de afgeleides de groeisnelheidsformule van de
functiey.

Opmerking 2
Het bepalen van de afgeleide functie bij een gegdéunctie heedifferentiéren.

Opmerking 3

Principes bij differentiéren

- Als we de groeisnelheid van een functie kennenpkn we ook de groeisnelheid van
de functie die 2 (of een ander getal) groter saian is de groeisnelheid hetzelfde.

- Als we de groeisnelheid van een functie kenkenpen we ook de groeisnelheid van
de functie die 2 (of een ander getal) keer zotggodaarvan is de groeisnelheid ook 2
keer zo groot.

- Als we de groeisnelheid van twee (of meer) fuagkennen, kennen we ook de groei-
snelheid van de som van die functies (dat is detfe die je krijgt door de twee
functies op te tellen). Je moet daarvoor gewoogrdeisnelheden optellen.

Hoe zie je de afgeleide terug bij natuurkunde en enomie

Bij natuurkunde:

Gegeven is een tijd-afstand-functie; die zegt égiglstip (van een tijdsinterval) hoeveel
km is afgelegd. De afgeleide hiervan is de tijdHseiel-functie; die zegt op elk tijdstip
(van het tijdsinterval) wat de snelheid is.

De gemiddelde verandering van de afstand op edsirtigrval is de gemiddelde snelheid
op dat interval.

Bij economie:

Gegeven is een hoeveelheid-kosten-functie; dieliggtke hoeveelheid producten wat de
productiekosten zijn. De afgeleide hiervan is degmale-kostenfunctie; die zegt bij elke
hoeveelheid producten wat de extra kosten zijul@lgroductie met één toeneemt.
Evenzo wordt gesproken van marginale-opbrengsdiitiea marginale-winstfunctie.

Op de GR

De grafische rekenmachine heeft een optie om ddeiétg in elkex te berekenen.
Zie bladzijde 32.
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Opgave 63
Bereken in de volgende situaties de gemiddeldendering op het interval [3,7] (dus begin-
punt bijx = 3 en eindpunt bix = 7 ) als gegeven is
a. de grafiek
5 -

41

I

I | 12345678910

b. de tabel
X 0 1 2 3 4 5 6 7
y 120 110 105 93 86 88 90 75

c. de formuley = 3¢ - 5x

Opgave 64
In 1990 is de omvang van een bevolking 20 duizendf08 is de omvang 26 duizend.

a. Bereken de gemiddelde toename per jaar.

In januari 1990 groeide de bevolking met 30 mensen.
b. Wat zou de bevolking begin 2008 geweest zijrdae hele tijd even hard was gegroeid
als in januari 19907

Opgave 65
Hoe groot is de groeisnelheid ki 3 als gegeven is:
a. de grafiek

5

41

S
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b. de formuley = 3x* - 5x
c. de formuley = 3"

Opgave 66

Bereken eerst zelf de afgeleide en controleertwaord met de GR (zoals bij opgave 37)
a y=4x+3

b. y=6x+7

c. y=6xX*+5xX+10

d y= 42x23— 51x3 ) 1

€. y=-3X —2X +X-

f. y = x0&+3X)

Opgave 67
De groeisnelheid van de functie= 3‘in x=1 is ongeveer 3,3
a. Controleer dat met de GR.

b. Beredeneer met deze 3,3 hoe groot de groeistiédhean de volgende functiesxr 1.
- y=2[3

- y= 2 +%

- y=3+4x

- y = 3(+ X3

Opgave 68

Een vuurpijl wordt op tijdstip 0 vanaf de grond tiesal omhoog geschoten. Zijn hoogtén
m) als functie van de tijti(in s) wordt gegeven door de formiie 40 — 5.

a. Geef een formule voor de snelheid van de vdwpitijdstipt.

b. Met welke snelheid werd de vuurpijl afgevuurd?

c. Na hoeveel seconde is de vuurpijl op zijn ho®gsint? Hoe hoog boven de grond is de
vuurpijl dan?

d. Wat was de snelheid van de vuurpijl toen hip¥&er boven de grond was?

Opgave 69

Bij een zeker productieproces kunnen de koktem g stuks te maken berekend worden met
de formuleK = 37 + 16q (K in euro)

a. BerekerK'(5). Wat betekenK '(5)in deze context ?

b. Toon met behulp vaK 'aan dat een grotere productie altijd meer kosterme

Opgave 70

Gegeven is de functig= -4¢ + 3000« - 15200.
Bereken met behulp van de afgeleide voor welkeaeeanx de functiewaardg
maximaal is.
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Opgave 71
Gegeven is de grafiek van een fung(ie).

¥

a. Lees af voor welke waarden vade afgeleide negatief is.
b. Wat is de minimale waarde van de groeisnelh@ti@zen in de figuur.)
c. Lees af bij welke waarden vame groeisnelheid gelijk aan 1 is.

Opgave 72

Bij een productieproces worden de totale opbremystde totale kosten bij productie-

hoeveelheid| gegeven doofTO = -0,5f + 60y enTK = 1,5 + 10.

a. Stel een formule op voor de winstfunctie en kememet behulp van differentiéren de
maximale winst.

b. Geef formules voor de marginale opbrengst emdsginale kosten en bereken ook hier-
mee bij welke productiehoeveelhejdie winst maximaal is.

c. Leg uit dat je bij a. en b. eigenlijk dezelfoerekening maakt.
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9. Het gebruik en de betekenis van de afgeleide amdere
vakken (toepassingen)

In de vorige hoofdstukken hebben we gezien daijdlafstand-bewegingen aanleiding waren
het begrip afgeleide in te voeren. Maar de afgelesdook in andere gebieden bruikbaar
gebleken. Immers, we willen naast informatie ovemearde van een grootheid ook vaak iets
weten over hoe en hoe snel de grootheid verandert.

In dit soort toepassingsgebieden kijken we ook damensies (*).

Voorbeeld uit de natuurkunde:

De afgelegde wegvan een auto in km is een functie van dextijd uur.

Dan is de verandering van de afgelegde wegok in km en de verandering van tijat ook in
uur.

Het quotiént% is de gemiddelde snelheid. Willen we de snelhgideen zeker moment

weten, dan kijken we naar de afgeleyilep dat moment; deze geeft de snelheid in km per u
(km/uy).

Voorbeeld uit de economie:

De opbrengsy in euro is een functie van de geproduceerde htresidex in bijvoorbeeld kg.
Dan is de verandering van de opbrerigsbok in euro en de verandering van produttieok
in kg.

Het quotiént% is de gemiddelde stijging van de opbrengst. Willende marginale opbrengst

bij een zekere productie weten, dan kijken we daaafgeleide/ bij die productie; deze geeft
de marginale opbrengst in euro per kgk@).

Voorbeeld uit de scheikunde:

De concentratig van een oplossing in gram/kg is een functie vatijdle in seconde.

Dan is de verandering van de concentrAsi®ok in gram/kg en de verandering van de Aijd
ook in seconde.

Het quotiént% is de gemiddelde toename van de concentratieelMille de reactiesnelheid
X

weten op een zeker moment, dan kijken we naargideadley’ op dat moment; deze geeft de
reactiesnelheid in gram/kg per seconde.

Op de volgende bladzijden gaan we nader het gelbankde afgeleide buiten de wiskunde
bekijken.

(*) Van Dale: De dimensie van een grootheid is de smotheid waarin de grootheid kan worden uitgedrukt.
Voorbeelden: de dimensie van afstand is metdifafkm)
de dimensie van tijd is seconde (of bijv. uur)
de dimensie van temperatuur is graden Celsius
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De afgeleide in de natuurkunde

Opgave 73
Een auto trekt op vanuit stilstand. Neeconden heeft hij 1{5meter afgelegd.
De afstandsfunctie is duS= 1,5t

S 1sp

100

50

a. Toon aan dat de gemiddelde snelheid op heintiggal vant = 4 tot en met = 8 gelijk is
aan 18 m/s.

b. Met behulp van de raaklijn kan de snelheid©g uit de grafiek geschat worden. Doe dit.

c. Deze snelheid o= 4 is ongeveer gelijk aan de gemiddelde snelheidebpijdsinterval van
t=4 tott=4,001. Bereken deze gemiddelde snelheid.

d. De snelheid op=4 is ook te berekenen met de afgeleide. Doe dit.

e. Teken de grafiek van de snelheid op het tijdsiai van O tot 10.

De afgeleides’ van de afstandsfunctie geeft de snelheid. Ddeiftpegeeft hoe snel de grafiek
vanSin een punt stijgt; dit is precies de helling wengrafiek in dat punt.

Opgave 74

We schieten vanaf een hoogte van 5 meter e
vuurpijl recht omhoog. ledere halve seconde
wordt een foto genomen en met deze gegeve
is de tijd-hoogte grafiek hiernaast gemaakt.

a. Bepaal met de grafiek de gemiddelde
snelheid (in m/sec) van de vuurpijl tussen
t=0ent=2.

b. Bepaal met behulp van de grafiek de snelh
waarmee de vuurpijl afgeschoten werd
ook de snelheid waarmee de vuurpijl
grond raakt.

c. Wat is de gemiddelde snelheid op het tijd:
interval [0;4,4]? Vreemd?

hoogte in meter

tijidin sec
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De hoogteh op ieder tijdstip kan berekend worden met de fdenfu= —5t* + 22t + 5 mett in
seconde eh in meter.

c. Bereken met de formule de snelheden die in derdelen a en b gevraagd werden.

d. Bereken met de formule de maximale hoogte ereudirpijl bereikt.

Uit tijd-afstand-grafieken kun je de gemiddeldelseil op een tijdsinterval vinden door de
gemiddelde verandering op dat tijdsinterval te kemen. Deze is gelijk aan de helling
(richtingscoéfficiént) van de rechte lijn tussen beginpunt en eindpunt bij het tijdsinterval.
Als de tijd-afstand-grafiek kromlijnig is, vind pe snelheid op een moment door de raaklijn in
het betreffende punt te tekenen en de helling daare bepalen. Of, als je een formule kent,
kun je de snelheid via differentiéren berekenen.
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De afgeleide in de economie

We zagen al eerder dat in de economie de afgeladdt gebruikt om marginale grootheden te
benaderen, zoals de marginale kosten en de ma@phtengst.

Opgave 75

We bekijken een model waarin het gedrag beschreedt van een producent die streeft naar
maximale winst.

We nemen voor de totale opbrengst de forniile= -4g? + 40 en voor de totale kosten de
formule TK = 0,2, Hierbij isq het aantal producten dat de producent afzet.

a. Zoek met de GR bij welke producti® gelijk is aanTK
en zeg wat dit in deze context van de producerekbat.

b. Stel een formule op voor de winst en zoek neeGR bij
welke productie de winst maximaal is.

c. Je kunt deze maximale winst ook vinden metfdeleide
vanW. Doe dit.

In economieboeken staat dat de maximale winst egitigij die productie waarvo®iK gelijk
is aanMO.
d. Controleer of dit hier klopt.

Deze regel uit de economieboeken kun je verklamor de winstfunctie te differentiéren.
OmdatW = TO-TK kun je laten zien dat de maximale winst optre&dt/i® gelijk is aarMK.
e. Laat dit zien.

Opgave 7@et verloop van de opbrengstfunctie
Vraagfuncties geven het verband tussen de gevraagde .
hoeveelheid en de prijs van een product. PFAS P
In de economie heeft men de gewoonte om de prifcaal
uit te zetten en de hoeveelheid horizontaal.
a. Waarom is het bijzonder dat de prijs langseatéoale as

komt te staan?

1’102% C;

Neem bijvoorbeeld) = -0,5 + 20, waarbijq de gevraagde
hoeveelheid is ep de prijs.
b. Teken de grafiek zoals economen dat doen.

De opbrengst bereken je dgor g ( prijs X hoeveelheid).
c. Kiesq = 16 en bereken de opbrengst.

De opbrengst bifj = 16 (die je in vraag ¢ berekend hebt) kan bigddiek van b weergegeven
worden als oppervlakte van een rechthoek.
d. Teken deze rechthoek.

Je kunt bij elke hoeveelhetpzo'n rechthoek tekenen.

e. Hoe zie je aan de rechthoek dat de opbrengst ikl bij heel hoge prijzen en bij heel lage
prijzen?
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Met differentiéren kun je nu de maximale opbrengsten en de hoeveelheid die dit maxi-

mum oplevert.

f. Maak een formule voor de opbrengst en berek¢nwblke hoeveelheid de opbrengst
maximaal is en hoe groot deze maximale opbresgst i

WB Opgave 7'Het verband tussenTO enMO
In economieboeken worden naast berekeningen odkgragieken gebruikt.
We bekijken een totale opbrengstfundii@ = -g° + 80g en TK = 20q+ 50C.
a. Welke is in de eerste figuur de grafiek ¥a&, welke vanTK en welke van de totale winst
TW.Schrijf op het werkblad de juiste naam bij elk ekngrafieken.

In de tweede figuur staan de grafieken W@ (marginale opbrengst) eMK (marginale
kosten) etMW (marginale winst).
b. Welke van de grafieken in de tweede figuur hbipMO, welke bijMK en welke biiMW?
Leg uit hoe je dit enkel met de grafieken van elste figuur dit kunt bepalen.
Schrijf in deze tweede figuur op het werkbladustg naam bij elk van de grafieken.
bedr bedrag .

1500

50

1000

500]

-50

c. Lees de antwoorden van de volgende vragert dediguren. Welke figuur gebruik je?
Zeg ook als het antwoord uit beide figuren isediezen. Geef duidelijke toelichting.
1. Hoe groot is het break-even-point? Dat is hetadgroducten waarboven (voor het
eerst) winst wordt gemaakt.
2. Hoe groot is de productieomvang met maximalest®in
d. Beantwoord de twee vragen in onderdeel c odleteulp van de formules en algebra.
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WB Opgave 78
Op basis van de marginale kosten kun je de totadtek bij elke productie schatten, als je
tenminste de totale kosten kent bij één productie.
Stel je weet daTK =50 bijg=0 en dat een grafiek vaiK is gegeven. Zie hieronder.

marginale kosten kil
ototale kosten TK

. T2 3 4 &5 B 7
productie g productie g

a. Schets op het werkblad de grafiek ¥&n

Zo kun je ook op basis van de grafiek WA@ de grafiek varmO schetsen, als je tenminste de
totale opbrengst kent bij één productieomvang.
Stel dat je onderstaande grafiek Wa@ hebt en weet dat bij=0 de totale opbrengst 0 is.

_3|:| ~

- 25 i
. .
L] E L
T =l
] q»
e a5t
@ & L
= 21
m 1 1 B B
= 26 A0 i

5 10 15 20 25 30
__1|:| L
productie g productie g

b. Schets op het werkblad de grafiek ¥&h

Stel dat je weet dat ddO = -x + 20.De totale opbrengst bg =0 is gelijk aan 0.
c. Bedenk een formule vodO die hieraan voldoet.
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De afgeleide in de biologie

De grafiek hieronder is de oudste gepubliceerdéistwan de groei van een kind. De
metingen werden verricht door graaf Philibert dentbéliard bij zijn zoon, tussen 1759 en
1777. Er blijkt duidelijk dat de lengtegroei natdeeede verjaardag afneemt. Rond de

14-15 jaar treedt er een groeispurt op. (Taillatstaor lengte)

Les courbes de croissance

. 22r
2i}|}r Fils de De Mantbeillard 20
1807 17591777 “‘g 18 F
= 1601 % 16
$ 140] B 4f
= 100} 7 2f
- b B 5
I - E 10F
10 i i g
B0 G 6 f
L il
Gl::llrlill.llllllljlllll.l :l_:_.l.-.""llll-l—.—t...'lllll
B 2 4 6 B 10 12 14 16 18 B 2?2 4 & & 10 12 14 16 18
fge jannees) fge lannées)

De groei verloopt natuurlijk niet bij elke jongenepies hetzelfde, maar je ziet wel bij alle
jongens hetzelfde patroon.

Hierboven is ook de grafiek van de lertgenamegetekend.

Opgave 79

a. Leg uit dat de grafiek van de lengtetoenambdnpdering de grafiek van de afgeleide van
de lengte is.

Na het negende jaar beginnen de veranderingentiméeselijk lichaam pas goed. Hoewel
ook dit niet voor iedereen op hetzelfde moment gebés er wel weer een vast patroon te
zien.

Bij meisjes is de borstontwikkeling meestal hetseeiteken van de pubertijd (SS = start
puberteit). Daarna zal het moment van de eerststnetie komen (M).

Hieronder zie je bij de grafiek van de groeisnalldg® momenten SS en M.

a
o
3

ctn/ (33t

N NS

b
T

;’:oe\sm’thc'\et h !
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b. Rond welke leeftijd vindt bij een meisje de gspert plaats?

Op grond van deze groeisnelheidgrafiek kan eentsckian de lengtegrafiek in de
leeftijdsperiode van O tot 18 jaar gemaakt worden.
c. Welke van de volgende schetsen geeft het besterdh van de lengtegrafiek weer?

In de opgaven in dit hoofdstuk zijn we geinteressée de veranderingen van een functie.
Het lijkt erop dat we altijd de beschikking heblmmer een formule of grafiek van de functie.
In de praktijk is vaak helemaal geen formule offigia bekend. Wel hebben we soms
informatie over de veranderingen. Zie voor een leeld uit de biologie opgave 80b, waar
we de beschikking hadden over de groeisnelheid.vd@ een voorbeeld uit de economie
opgave 79, waar we de beschikking hadden over deimade opbrengst en marginale
kosten. Dan kunnen we op basis van de afgelgidenclusies trekken overzelf.

Opgave 80

In de natuur zie je groeiprocessen waarbij de toenafhankelijk is van het aantal individuen
dat op dat moment aanwezig is. De groei van eenlate is afhankelijk van het geboorte-
en sterftecijfer in de populatie. Beide worden eitgikt in aantallen per 1000 mensen/dieren.
Het verschil tussen beide wordt het geboorteovetsgenoemd en wordt ook uitgedrukt in
een aantal per 1000 mensen/dieren. We nemen medaadit positief is (er worden meer
individuen geboren dan dat er dood gaan).

We nemen aan dat het aantal nakomelingen dat eemv\krijgt niet afhangt van de grootte

van de populatie. Dit betekent dat ‘hoe groter dputatie, des te meer kinderen er bij

komen'. De groei is dus groter naarmate de pogutabter is.

a. Maak een globale schets van het aantal mensesridin de populatie. Zeg ook wat dit
voor de afgeleide betekent.

Zulke groeiprocessen kunnen natuurlijk niet eindsldoorgaan. Als de populatie te groot
wordt, neemt de groei door ruimtegebrek en milietdfeen af.

Het is mogelijk dat de groei van een populatie

beschreven wordt door de grafiek hiernaast. Hierin

zZie je dat een populatie eerst steeds snellertgeoei

later steeds minder snel.

b. Maak een globale schets van het aantal mensen/
dieren in de populatie. Wat kun je zeggen over
de afgeleide die bij de populatiegrafiek hoort?

grosi populatie

tiyd
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Het is ook mogelijk dat de groei van een populatie

beschreven wordt met de figuur hiernaast.

c. Maak weer een globale schets van het aantal
mensen/dieren in de populatie.

groel populatie

tijd

Opgave 81

lemand wordt de lichaamstemperatuur genomen met edektronische digitale koorts-

thermometer. Die werkt als volgt.

- Hij begint bij 32 °C.

- De temperatuur die de thermometer aangeeft stijget begin erg snel.

- Zodra de temperatuur in een periode van 8 sexomadinder is gestegen dan 0,02 °C,
wordt gedurende 4 seconden een pieptoon uitgenombg betekent dat de temperatuur
kan worden afgelezen.

- Daarna zou de temperatuur weliswaar nog enigsaptopen, maar die toename is zeer
klein.

Hierboven wordt een stopregel geformuleerd; degéwanneer de thermometer klaar is.
a. Waarom is zo'n stopregel ingebouwd?

Stel dat de temperatuur die de thermometer aangeeftverlopen zoals in de grafiek

hieronder, als er geen stopregel zou zijn ingebou®ul de horizontale as staat de tijd in
seconden, op de verticale as de temperatuur véredmometer in °C.

38

14 16 13 20 22 24

b. Wat is de lichaamtemperatuur van de patiént?
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Uit de grafiek kun je slecht aflezen wanneer dentimneter zijn meting stopt. Daarom
hebben we het laatste stuk van de grafiek vertimpgérekt:

c. Wanneer stopt de thermometer de meting? Welkpdeatuur geeft de thermometer dan
aan?
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De afgeleide en de geschiedenis

Hugo Brandt Corstius, alias Piet Grijs, schrijfdi@ jaren 70 in zijn bundel ‘Piet Grijs is gek’
het volgende stukje.

In hoog intellectueel gezelschap kwam het gespveied gebruik van kranten in het
geschiedenisonderwijs. Ik maakte toen de opmedimgnderaan dit stukje staat. Er
viel een stilte. Even dacht ik dat ze stil warerdatimijn opmerking zo voor de hand
liggend was. Maar even later werd duidelijk dat g@eens wist wat differentiéren en
integreren was. U weet het ook niet, en ik ga hatleggen.

Differentiéren.

Kijk u eens naar de tekening links boven. Dat islaersnee van een berg. Bovenop
loopt het bergpad. Hoe hoog de berg is, staat et bnij. De wandelaar op het pad is
alleen geinteresseerd in de steilte van de berghétidt bij elke stap bij hoeveel de
helling is (de helling is het aantal meters dabjehoog moet om een meter vooruit te
komen). In het begin, aan de voet van de berg retllng het grootste. Aan het eind,
op de top, is een klein vlak stukje: de hellingus Op de grafiek linksonder is de
berghelling aangegeven zoals hij daalt naar nult pi®ces dat van de bovenste
grafiek (die er best anders mag uitzien) naar ddevste grafiek (die er ook anders
uitziet) heet differentiéren.

U kunt de grafiek linksboven ook zien als de siedineeter van een auto die op gang
komt. Die snelheid stijgt in het begin het hardstsrdt op het eind constant. In de
grafiek eronder staat dan de versnelling van dimau

Bij differentiéren let je er niet op hoe groot iegsmaar hoe snel iets van grootte
verandert.

Integreren.

Kijk nu eens naar de tekening rechtsboven. Heeisrween doorgesneden berg. De
helling op het pas verandert niet. Maar de wandelan links naar rechts is nu in
iets heel anders geinteresseerd. Hij wil weten éekevan de berg er bij zijn
wandeling onder zijn voeten doorgaat. In het begis hij nog hoog is, komt er bij
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elke stap een hoop betreden berg bij. Maar aarehnt, waar de berg laag is, neemt
ook de hoeveelheid grond waar hij overheen heédpga niet zo hard meer toe. Op
de grafiek rechtsonder is de betreden grond uitgeze

U kunt de grafiek rechtsboven ook zien als de sidtimeter van een auto die remt.
In het begin is de snelheid nog groot, aan het &rak snelheid nul. Kun je uit die
standen van de snelheidsmeter de stand van dedtéoiller afleiden? Als je weet
op hoeveel hij stond kan dat inderdaad, en dielafgke afstand is in de grafiek
rechtsonder te zien.

Bij integreren let je niet op hoe groot iets nurigar hoeveel er tot nu toe bij elkaar
IS.

Een merkwaardige ontdekking

We hebben nu differentiéren en integreren onafHgkke&n elkaar uitgevoerd. Maar
kijkt u nog eens naar die vier tekeningetjes. lojkee twee linkse niet veel op die
twee rechtse? Zijn integreren en differentiéren setkaars omgekeerde zoals
optellen en aftrekken, huren en verhuren, man eaw? Of is het toevallig bij ons
voorbeeld zo?

Newton en Leibniz vonden driehonderd jaar geledsrhdt niet toevallig is: die twee
processen zijn inderdaad net elkaars omgekeerde.

Hadden ze dat niet ontdekt dan was u nu veel arveed,dommer en ging u eerder
dood.

Zijn er misschien grafieken waarvan de gediffeesiile (afgeleide) precies dezelfde
vorm heeft (en de geintegreerde dus ook)?

Ja, een exponentiele groeicurve heeft deze eigapsch

Nieuws en geschiedenis

Nieuws is de gedifferentieerde van de gebeurtemisdkeen wat verandert staat in de
krant. Niet dat Nixon gisteren 3000 bommen op Vetigooide is nieuws, maar als
hij het aantal verdubbelt of ermee ophoudt. (*) Gesdenis is het totaal van alle
gebeurtenissen. Niet dat er gisteren 3000 bommevietpam vielen staat in het
geschiedenisboekje, maar dat er in de Vietnamedegpoveel miljoen bommen
vielen. Geschiedenis is dus de geintegreerde vaebeurtenissen.

Combineren we deze feiten met bovengenoemde \dardbtijkt: Nieuws is de
tweemaal gedifferentieerde van de geschiedenis.

*) Dit stuk werd begin jaren 70, ten tijde van de ¥éghoorlog geschreven. In 2010 zou je als voorbeeld
kunnen geven ‘niet het feit dat Nederlandse miktaiin Afghanistan zitten is nieuws, want die zitte
er al even, maar wel nieuws is of er besloten worndtdaar te blijven of weg te gaan’)

Opgave 82

a. Aan de hand van de laatste alinea kun je oragerdtcitaat aanvullen. Doe dat.
‘De afgeleide van de geschiedenis geeft ...... ; aldemedm de afgeleide nemen dan
krijgen we ......

b. Beschrijf in eigen woorden wat ‘integreren’ is.

c. Wat krijg je als je de functg = -x + 10 integreert?
d. Zoek in deze paragraaf de opgaven waarin & fie¢t integreren gebeurt.
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