Il (vervolg) Lineaire Transformatiesin R?

111.7% Opmerkingen over dit hoofdstuk

Oorspronkelijk waren de volgende paragrafen deelhaofdstuk 1ll. De bedoeling ervan is
om na te gaan hoe binnen het kader van de linalgebra ovecongruentietransformatias
het platte vlak kan worden gesproken.

Hierbij bleek echter dat het begrip affiene transfatie eigenlijk niet valt te vermijden. Het
lijkt daarom beter eerst de affiene transformaeesespreken en daarna pas de congruentie
transformaties, i.p.v. andersom zoals 8lII.9.

Hoe de affiene transformaties zouden kunnen wogeémroduceerd wordt geschetst in het
aanhangsel 8lI1.9. Echter zolang dit alles nieetr leerlingentekst is omgewerkt blijven de
volgende paragrafen in de huidige nogal onbevredige/orm.

Na de gewenste omwerking is er sprake van een rieafdstuk onder de voorlopige titel

Affienetransformatiesin R?. (Bij deze omwerking moet ook de notatie voor de
determinant in overeenstemming moeten worden gbebnaet die in 81.7 en 8l11.6.)

Misschien is de hier gesuggereerde benaderingag egrepen voor Wiskunde D VWO,
maar het blijft de moeite waard te onderzoekenexatel mogelijk is.



[11.7 Isometriebij lineairetransformatiesin R?

Bij beweging van een vast lichaam verandert detigosan de punten waaruit het lichaam is
opgebouwd, maar niet de onderlinge afstand van pleaten. Ook als zo’'n vast lichaam

wordt gespiegeld verandert de onderlinge afstanddeae punten niet.

Er is hier sprake van een transformatie waarbyeatplaatsingsvectoren tussen de punten niet
van lengte veranderen. Dit heetidemetrie(iso=gelijk; metriek=afstandsmaat) of de
lengtetrouwan de transformatie. Deze beschouwing leidt éota@gende definitie.

Definitie
EenisometrieZ? in R? is een lineaire transformatie waarbij norm varveetoren niet

verandert, dus waarbij voor vectorangeldt
(D(@),2(a)=(aa

Doel van deze paragraaf is om te bewijzerrd@tie enspiegelingisometrische lineaire
transformaties zijn en dat er verder geen andeggdgetrouwe lineaire transformaties
bestaan.

Ook detranslatie de verschuiving van een lichaam, is lengtetraangformatie, maar de
translatie is geen lineaire transformatie (zie @pegalll.0.1 en 111.0.2)

Voor het bewijs van deze uitspraak over rotatis@rgeling hebben we de volgende stelling
nodig,

Stelling
Bij een isometri¢?? in geldt voor alle vectored en b
(D(@),D(b))=(a b

Bewijs

We beschouwen de vectorén-b en 22(a-b). Vanwege de isometrie geldt
(D@-b),D@-b)=(a-ba b

Omwerken van het linkerlid levert

(D(G-Db),D(a- D) =(D(A-2(D,2(3-2(H) lineariteit van”
=(Da( R a0y (L a(R bOID b(R b} )bilineariteit van inproduc

Omwerken van het rechterlid levert

(a-b,a-b=(aa-Aab+(hb bilineariteit van inprodu

Gevolg

(D(@), D(8)) - 22D (8),2 (b)) +(2 (b),2 (b) =(3a-27a b+( h b
Vanwege de isometrie geldt odi(a), 27(a)) =(a, & en(Z?(b),Z2?(b)) =(b, by met als
resultaat AP @), b)=-23,b
en hieruit volgt de formule in de stelling.

Opmerkingen: Hoektrouw als meetkundige betekenis van de stelling

1) Volgens 81.7 wordt de hoek tussen twee vectorerefyg@derd vanuit het inproduct
volgens



2)

cosll @ b ):<|?”E‘> met |a=(a 3 en ‘5‘=«/(5, b)
a
Uit de stelling volgt
- (D(@), D) _(ab -
cos1 @ @) 2 6)= 2D LON (8D _ ooq up
[2@)|2®) [4]H
Dus bij een isometrische lineaire transformatieamelert de hoek tussen twee vectoren
niet qua grootte. Dit heet d@ektrouwbij isometrie.
Ook zuiver meetkundig, d.w.z. zonder inproduant vectoren, valt deze hoektrouw
eenvoudig in te zien.

In R2ondergaan de vectoren en b een isometrische lineaire transformafie

In de twee figuren rechts zija en b getekend als positievectoren. De lineaire
transformatieZ”? voert de driehoeldOAB
over in de driehoeldOA' B'. Bij deze
transformatie veranderen de lengtes van de
zijden van de driehoek niet omdat

OA'=|2(3)|=|4= O~
OB':\D(B)\ =\q = OF
A'B' :‘D(é— B)\ =\a— ﬁz AE
Dus zijn de driehoekeAOA' B' en AOAB
congruent, met als gevolgA OB =1 AOE.

Toch is er een verschil tussen beide
figuren.

In de eerste figuur geldt] a(- b 9y en
0(D(3) - 2(b)) =y, dus
D(2@) - 2(b)=0(a- b
In de tweede figuur geldt
0@ - b)=y en
0(Db) - D(@)=y = 0@ @) - 2(b))=-y, metals gevolg
0(2@) - 2(b)=-0(a- b
In de eerste figuur is de georiénteerde hoek tudsarectoreré en b niet veranderd
door de isometrische lineaire transformati&

In de tweede figuur is de georiénteerde hoek tudserectoreré en b van teken
veranderd door de isometrische lineaire transfae@ . De oriéntatie van de

vectorenZ2(a) en 2(b) is tegengesteld aan de oriéntatie van de vect@emb .

Het zal blijken dat een isometrie waarbija@ntatie niet veranderenrotatie moet zijn en
dat een isometrische lineaire transformatie waabgriéntatie wel veranderenspiegeling
moet zijn. Dit volgt uit

Stelling
7 is een lineaire transformatie iR?> met matrix D.
Er geldt dan



2 is een isometrie - D:(p _qj of D{p qj met'p ‘&
q p q —-p

Bewijs
(=) Stel2is een isometrische lineaire transformatie.
We passen de vorige stelling toe op de vect@&esn €, van de standaard basis

(DE)2(@E)y=(s9=1
- De vectorZ)(€) = pg+ e heeft dus norm 1. Uitgedrukt in kolommatrices staer

py(p) (1 . 1 2, 2 _
(Q}[QJ_[ONOJ = prasd
(D), 2E€)=(8, =1

- Dus ook de vecto?)(g,) heeft norm 1.
- Ten slotte geldt

Verder geldt

(DE).2()=(88=0
Inproduct nul betekent dat de vector#i(€) en £'(€,) onderling loodrecht staan. Omdat
beide dezelfde lengte 1 bezitten moet de één esmniector van de ander zijn.

i} v (P _(-q
D 7 =7 = =
o e (]
of DE)=D(®) = D(8) =2D(6) =-2(9
) .. (P) _(a
0 -7 - =
- 28z
- Resultaat D:[ﬂ(él),ﬂ(g)]:(z _r?j
~ . P q
f D=|(2E€),2 =
0 (D). D(®)] (q _pj
(O0) StelD= (g _F?j met p’ +¢° =1. Voor iedere vectod = a & + 3 ggeldt

waom=of] o35 T 5HE L)

a,) \a) la pla/la pla
_(pa-da)(pa-aa)_  _
(W paj[qaﬁ p@j 0a - ga )+ ga+ pa?)
=p’a’- paa+da’+dg+2 pgaa+r p4
=p’a’+fa’+ pPa’+ da’= (F+ d )+ (B+ 4)a

2 2 al al = =
= + = o ={(a
e o)

DusZ’ is een isometrie.
P q

Het gevaID=(
q -p

j met p? + g> =1 gaat analoog (zie opgave I11.7.4.)



Combinatie van de laatste stelling met de volgdek tot de conclusie dat de enige
isometrische lineaire transformatieslif de rotatie en de spiegeling zijn.

Stelling

De lineaire transformati¢? in R* met matrixD :(p - en p®+¢° =1 is een rotatie

De lineaire transformati¢”? in R*> met matrixD = ( P4 J en p’+g°=1iseen
-p

lijnspiegeling

Bewijs

Laat & de richtinghoek zijn van de vectdP(g) = j met dex -as. Omdat?’(€)

p
q
lengte 1 heeft, dus een eenheidsvector is, betekef(€) =

uitgedrukt:
p) _(cosd
q | sing

In het eerste geval geldt daarom
D= (cos@ - sirﬁj

€. In kolommatrices

sind co¥
Volgens §ll11.2 is dit de matrbR,van de rotatieX, in R* over een hoeld
Volgens aanhangsel 1 in 8l11.4 heeft I’k van de spiegeling; in de lijnk de matrix
=i(kf—k: 2k k, ]
\Rr 2kk, k- K

2

waarbij k = (Ejeen vector is langs de lijan Met een meetkundig argument zullen we deze

kentallenk, enk, uitdrukken in de kentallep enq van de matrixD :(z _qu en
vervolgens zullen we aantonen dat met deze uitdngkk inderdaad uit de matrl8 deze

matrix D ontstaat. *e
Het meetkundige argument gaat uit van een veagarwaarbij

een nader te bepalen geschikt reéel geis| die gelijk of
tegengesteld gericht is aan de ve@ovan de standaard basis.

OmdatZ’ een isometrie is heeft de beeldvec#(ng) dezelfde

lengte alsng. Als 22 een lijnspiegeling is dan moet de vector
k = ng +22(ne)

langs de spiegellijik liggen, omdat dan vanwege deze gelijke

lengtes voor de hoeken geldi(ng — k) =0(k — Z2( ne)) =« . Uitgedrukt in kentallen geldt

o L G G




en voor de norm vak (met gebruik vanp? + ¢? =1) betekent dit
K[ = (@ 2+ o) = fae2pr B+ d)= e 29
Met deze uitdrukkingen moet, als het goed is, vasheimatrix S, de matrixD ontstaan

k?-k’ _n*@+p)’-n’q _1+2p+ - ¢
‘lgr n?(2+2p) 2+ 2p

_p’+2p+ P _ p2+2p)_
2+2p 2+ 2p
oKk _ M+ Plng_ (2+2p
W n(2+2p) 2+ 2p

Dit betekent inderdaa&, = D.

De volgende stelling hangt samen met het gegevievoitzens 81.7, en ook volgens de
vorige paragraaf, ifR? het volgende verband bestaat tussedederminantA(&, b) van
twee vectorerd en b met deoppervlakteO(d, b) van het parallellogram opgespannen door
deze twee vectoren: O(a,b)=A(ab als 0O@E-b)>0

O(a b)=-A(a b als 0O - b)<0

Stelling

Als een isometri€? in R? een rotatie is, geldt voor alle vectorénen b
N(D (&), 2 (b)) = A3, b)

Als een isometri#? in R? een lijnspiegeling is, geldt voor alle vectoraren b
N(D(&), 2 (b)) = -A(a, b)

1° Bewijs (met behulp van de determinant van de liegaansformatie)

Volgens de vorige paragraaf geldt bij iedere lire#iansformatieZ? in R*voor het

verband tussen de determinants¥?(a), 22 (b)) en A(&,b) van twee vectored en b
A2 (@), 2 (b)) =| 2| (B(3,b)

- In het geval van een rotatie geldt

P —q

2l=pl=

‘ =p’+qg°=1
- In geval van een spiegeling geldt

R I

2° Bewijs (zonder hulp van de determinant van de iregaansformatie)
p

- Stel Z) is een rotatie dan geldt voor de matri}:(q

—QJ met p®>+ g® =1. Er geldt dan
p



ﬂ(a):D(alj:(p —qj(alj:(pq-qazj e ﬂ(ﬁ):(pQ—qu
a) \qa p)la qa+ pa qh + ph

Dus A(ﬂ(a),ﬂ(ﬁ)):"Dai_qa2 P~ qj
ga+ pa qh+ p

= fa—-9a )b+ ph > @&+ pa)(pk qb)
=pgah+ Fab- dab- paak (pgab *q,ab “p,ab pga
=p’ab+dab- fab-dab (pr ap (P 9 ab

a b -
:albz—azq:‘ =0 D)
a b
- Stel 2 is een lijnspiegeling dan geldt voor de matm:(z _qu met p®+q° =1.

Op analoge manier wordt afgelei{Z22(a), 22(b)) = -A(3, b)

Opmerkingen: Meetkundige betekenis van de stelling
1) In R? geldt, in het geval ddfi(a — b) >0, voor de determinan(&, b) van twee

vectorena enb en het oppervlalo(, b) van het parallellogram opgespannen door
deze twee vectoren O(3, b) =A(3 b)
Uit de stelling volgt dan dat iiR? bij een rotatie&, resp. een spiegeling; geldt

O(a, b)=A(a B =A(%,(3.%,(9)= X, (3%, (H)

O(&,b) =A(a B =-A(5.(3, 5. (B)= A5 (3.5()

De oppervlaktes van de parallellogrammen opgespedoer twee vectoren
veranderen bij rotatie en bij spiegeling niet quaogie.

2)  OmdatA(a,b) = A(Z,(3), &, (b)) hebben het vectorpaar b en het vectorpaar
733(3),733(5) dezelfde oriéntatie, wat betekent dat de georiédéckeoeken
0(a - b)en O(&,(d) — &, (b)) hetzelfde teken hebben.
OmdatA(d, b) = -A(S; (3),.5, (b)) hebben het vectorpaai b en het vectorpaar
Sk(é),fk(B) een tegengestelde oriéntatie, wat betekent datdeémteerde hoeken

0@ - b)en O(s. (@) - .S’k(B)) een tegengesteld de teken hebben.

Vanwege de hoektrouw verandert bij een isometrifickeaire transformatie de
georiénteerde hoek tussen twee vectoren niet quatgr De stelling leidt derhalve tot

O(&,(8) - R(b)=0(a~ b)  bij een rotatiez, in R?
0(S.(a) - S (b)=-0(a~ b)  bij een rotaties, in R?



Opgaven

.7.1

l.7.2

l.7.3

l1.7.4

1.7.5

Bewijs het volgende:
De determinant van een rotatie is gelijk aan 1.
De determinant van een spiegeling is gelijk aan -1

De lineaire transformatie$ en 2/ in R?>worden algebraisch gekarakteriseerd door

de resp. matrices
_1 _22 1 _2
3 T3 en M :{ 2 ]

22 1 _1
3 3 V2 2
a) Leg uit welke van de twee transformaties eeatimts en welke niet.

b) Bereken de rotatiehoek bij de draaiing.

C) Er geldt ¥/ = AL . Hoe blijkt dit uit de matrices? Berekeh

d) Bij één van de transformaties is er sprake wandraaiing eeen echte
schaling. Welke draaiing en welke schaling?

De lineaire transformatie$ en 2/ in R?>worden algebraisch gekarakteriseerd door
de resp. matrices
_1 22
| 3 3 _ ‘% V2
L= 25 1 en M= 2 1
3 3 2 2
a) Leg uit welke van de twee transformaties eeaggting is en welke niet.
b) Bereken de hoek die de spiegellijn maak mexdas
C) Er geldt 4/ = AL . Hoe blijkt dit uit de matrices? Bereken
d) Bij één van de transformaties is er sprake \wanspiegeling eeen echte

schaling. Welke spiegeling en welke schaling?

2 is een lineaire transformatie IR* met matrix
D :(p a j waarbij p>+¢° =1
q -p
Bewijs datZ? een isometrie is, dus dat voor iedere veétera g + g ggeldt
(P@),2@)=(aa

2 is een lineaire transformatie > met matrix
1(-5 12
D=—
13112 5
a) Laat zien dat”? een spiegeling is
b) Geef de kentallen van een veckodie gericht is langs de spiegellijn.



111.8 Congruentietransformaties

Aan het begin van de vorige paragraaf leverde @efmg van een star lichaam de

motivering om inR?* deisometriete definiéren. Nu vormt deze beweging een voorbeah

wat in de wiskunde eetongruentietransformatibeet. Immers de afstanden tussen de punten
van een star lichaam veranderen niet bij de bewegjivan en in het geval van behoud van
afstand heten wiskundige figuren congruent.

Echterisometrie alleen is niet voldoende om alle congtieéransformaties te beschrijven

Als een star lichaam alleen verschuift en niet ilrdas als het lichaam een zuivere translatie
ondergaat, verandert de afstand tussen de punten eiet. Omdat volgens de vorige

paragraaf een isometrie IR alleen een rotatie of een lijnspiegeling kan zjeen translatie
geen isometrie, maar wel een congruentietransfoemat

In deze paragraaf is de centrale vraag wat deftianaties inR? kunnen zijn die de
congruentietransformaties in het platte vlak begadn, waarvoor geldt

Definitie
LaatC een transformatie zijn in het platte vlak, d.w.at d" ieder puntA (het origineel) van
dat vlak afbeeldt in een put (het bijbehorende beeld) van dat vliak
Al ?, - A
C’ heet eerrongruentietransformatials €' deafstand tussen de punten behoudt
Dit betekent dat al& enB twee willekeurige originelen zijn bij de afbeeldid™ met resp.

beeldpunterA enB er voor de afstand geldt
AB= AB

Om de gedachten te bepalen eerst een

Voorbeeld
Gegeven In een plat vlak met standaard assenstelgek,) ontstaat een transformatie

¢ door eerst een spiegeling _, in de lijn x, = X uit te voeren en

vervolgens een translat@ over de vaste vectaf = (_ j .

Gevraagd
a) Teken in een assenstg], x,) de lijn x, = x, en AABC, met voor de hoekpuntek B

o) +~(3)

b) Door de spiegelings, ., ontstaat uit driehoeRABC de driehoeABC. Teken ook

2) -
en Cde resp. positievectoreﬁ\:(l), b

deze driehoek in de figuur en lees de kentallen.$an, (a) , 5x2:x1(6) ens, . (C)

af, de positievectoren van resp. de punfenB enC.

c) Door de translatie ga&tABC over in AABC. Teken ook deze driehoek in de figuur
en lees de kentalled’(a) , C’(b) en C(€) af, de positievectoren van resp. de punten
A, BenC.

d) Toon met de antwoorden uit b) en c) aan dattgeld



C@=5,.,(8)+d
C(b)=5,.,(b)+d
C(€)=5,-,(©)+d

e) Bereken ‘C(B) —C(é)‘ en ‘6 - é‘
C@©)-C () en [c-a
c®)-c@©  en [p-3

Wat is de meetkundige betekenis van deze resahate
01
f) De spiegelings, _, wordt vastgelegd door de matr _, = (1 OJ

Toon met behulp van deze matrix aan dat geldt

—_

Sy (AB) = AB
S5, (AG)= AC
S, (BC)= BC

Oplossing
a) Zie figuur
b) Positievectoren voor
~ (1
PuntA S=x (@) = )
~ - (1
PuntB = (D) = c
~ . (3
PuntC S$=x (€) = 4 L |
C) Positievectoren voor i 17 i,
- -5 1
PuntA c@= 1
A _ (-3
PuntB C(b)= 3
~ . [-5
PuntC (@)= 4
= (1) (-6 -5
d S _ @+d=| |+ = =('(8
) e @rd=| e =l T=0@
_ 1\ (-6 -5 -
S _ (b)y+d=| |+ = =C'(b
=B +d=| |+ =) =00
-~ (3) (-6 -3
S @©+d=| |+ = =('(¢
= @d=| e = =0

10



e) AB= \C(b) C(a)\ (SJ ( :‘ gj‘:\/o%sz:s
en AB= \b U g =J?+0?=3

4
|
AC=|C(®)-C(3)|= ‘( ;j ( = 3‘ J22+22 =202
o s
CB=|C(b)-C (9= (3 [ [ﬂ:J(—sz:ﬁs
G e

Er geldt dusAB= AB, AC= AC enCB=CB, gevoIgAAéé OAABC, d.w.z.
dat AABC en zijn (" -beeld AABC congruent zijn.

0 ——=

j= AE

: e G S
2) ==
= AE

e 2 01
N

en CB:‘B—d:

Opmerkingen

1) Een spiegeling is een congruentietransformatieen translatie ook. Beide behouden
dus de afstanden tussen de punten. De opeenvolgimgen translatie na een
spiegeling zal dus ook de afstanden bewaren. Vadlystreert dat dit inderdaad het
geval is.

2) Door het aanbrengen van een standaard assehgtels,) in het platte viak wordt
ieder punt vastgelegd door een positievector. Dge@ntietransformati€” in het
vlak kan hierdoor worden beschrevenRA met een transformatie van vectoren. In
R? wordt voor de congruentietransformatie hetzelfgratsool ¢ gebruikt. Zo wordt
in vraag d) bij de congruentietransformatie vodrlieeld van de vectdigeschreven

C@=35 . (+ d
Hierin is @ de positievector van het pustin het viak enC’(a) de positievector van

puntA, het €’ -beeld vanA.

3) Strikt genomen zou men in het viak moeten sprefem een meetkundige
transformatie die in R?wordt beschreven door een algebraisoperatie Wij zullen
echter zowel in het vlak als IR spreken van een congruentietransformatie, en niet

van een congruentieoperatielRf . Ook zou strikt genomen de meetkundige
congruentietransformatie en de algebraische coneaperatie met twee

11



4)

5)

verschillende symbolen moeten worden aangegevplaats van met eenzelfde
symbool (.

Eenlineaire transformatién R?, zoals de spiegeling”xzzXl in het voorbeeld, kan in
het vlak met een standaard assenstelsek,) zowel worden toegepast op de
positievectoren als op de verplaatsingsvectoren

Door de lineariteit is dsehoud van verschiZo geldt voor de vectored en b uit het
voorbeeld

S, (0-8)=5_ (b+(-1)3) definitie verschi
=S, 8 ¥, ., €« B) behoud optellin
=S, 8 ¥ €15, &) behoud schalin

—

=8 05, @) definitie verschi
Het is juistdoor dit behoud van verschil dat de spiegelinet alleenmag worden
toegepast op positievectoranaarook op verplaatsingsvectoren
In het voorbeeld zijré en b positievectoren en ook, _, (a) en .S;Z:Xl(f)) zijn
positievectoren. In het linkerlid wordt de operameegeling toegepast op de
verplaatsingsvectoAB = b— a waardoor de VeCtO.lfxzle(B — @) ontstaat. De formule

stelt dat deze vectofxfxl(ﬁ —3a) ook een verplaatsingsvector is en wel de

verplaatsingsvectoA—B: SXZ:XI(B) -5, - (d van de gespiegelde punten.

Kort gesteld geldt dus dat de spiegeling van eeplaatsingsvector de
verplaatsingsvector van de gespiegelden oplevert..

Eentranslatie 7 in R?wordt in het platte viak met een standaard assieeste
(X, %,) alleen toegepast op de positievectoeen

nooit op de verplaatsingsvectoren. *
De reden is ddtij translatie er geen sprake is van | {
behoud van verschilwat duidelijk zal worden
gemaakt aan de hand van de figuur rechts.

De positievectoretd en b van de punte/ enB
hebben als beelden

7 @)=a+d
7,6)=b+4,
die de resp. positievectoren van de puieen B'

zijn, die door verschuiving over de vectbruit de
punten A resp.B ontstaan.
Voor de verplaatsingsvectoren geldt

7,(b)-7,(8)=(b+d)-(a+ 9

+d-a-d
=b-a

D.w.z. AB = AB. Bij detranslatie blijven de verplaatsingsvectorgnsonveranderd

terwijl de positievectoren wel veranderais d # O.
Dit betekent ook dat er geen behoud van verselnilijn alsd # 0, want

(ox}

12



6)

7

8)

9)

7. 6-3)=b-a+ dz b-
wat samen met het vorige oplevert
7,6-8)%7,(5)-7,(3
Dat er geen behoud van verschil bestaat maakeopnduidelijk dat de translatie een
niet-lineaire transformatie is iR (zie ook de opgaven bij §111.0).
Bij de translatie val\ABC naarAABC in het voorbeeld betekent het voorgaande dat
de verplaatsingsvectoren niet veranderen. Dus géldiorbeeld AB= AB.
Dit levert tevens de meetkundige verklaring vamegeiltaten bij f).
Want AABC ontstaat door de spiegeling, ., uit AABC. Voor de

verplaatsingsvectoren bij deze driehoeken bet&ﬂdebijvoorbeeldﬁé= 5X2:X1(‘AT3) .

Vanwege het niet veranderen van verplaatsingsvattaif translatie ontstaan ook de

verplaatsingsvectoren vabABC uit de spiegelings, _, van de verplaatsingsvectoren

van AABC. Dit argument levert het resultaat dat bij f) berekening is gevonden
AB=S,..(AB

Wegens het feit dat een verplaatsingsvectorveeschil is van twee positievectoren

kan deze laatste formule omgeschreven worden raschillen van positievectoren.
In het rechterlid wordt de operatie spiegeling &gt op de verplaatsingsvector

AB=b-a waardoor de vectas, ., (b-3) ontstaat. In het linkerlid is de
verplaatsingsvector het verschil van de positiewect van congruentiebeelden, en wel
KE= C(b)-C(3). Uitgedrukt in termen van verschillen tussen peséctoren geldt
dus in het voorbeeld
Co)-C(@ =5, (b-3
Zou men op de verplaatsingsvecsB = b— ade congruentietransformati€ hebben
toegepast dan ontstaat er een andere vectof, algb — &) wegensd # 0
Cb-a)=5,_ (b-3+dzs,_ (b-3
Bij combinatie van beide bovenstaande formulea mie dat er bij deze
congruentietransformatie geen behoud van verdudstaat
Cb-3)zC(b)-C(3
Mede hierdoor zien we dat deze congruentietrangibenmiet-lineair is. En dit
betekent verder dat @a®ngruentietransformatie in het platte vlalet een standaard
assenstelselx, x,) alleen mag worden toegepast op positievectereniet op

verplaatsingsvectoren.
Formeel gezien is het in 6) en 7) beargumengeegsultaat een gevolg het behoud van
verschil bij de spiegeling, _, en het feit dat bij translatie van positievectoeemgeen

effect is op de verplaatsingsvectoren
C(b)-C(8)= (8., (D)~ d) (S, (B~ 9 definitieC’
=S8, A yd-5,_, @yd  haakjes weghale
:‘g;zzxi t( )-szzxi a )
=5, (b-3) behoud verschil
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De congruentietransformati€’ is niet-lineair omdat het de samenstelling is @an
lineaire spiegelings, _, gevolgd door de niet-lineaire translaﬁ’%

In het vervolg van deze paragraaf wordt een comgieteansformatie uitgedrukt in termen
van positievectoren. Verschillen tussen positiemext zijn verplaatsingsvectoren. Aldus

Definitie
Een transformati€” in een plat vlak met standaard assenstefgglx,) heet een
congruentietransformatials €’ delengtes van de verplaatsingsvectoren behoudt
Dus alsa en b twee willekeurige positievectoren zijn en de-beeldenc’(a) en € (b) zijn
ook positievectoren dan geldt

C(6)-C(3)|=|b- 4

Voor het vervolg is het handig om met het volgebegrip te werken

Definitie
Een transformatie#” in R* heet eemffiene transformatials _# de samenstelling is van

eenlineaire transformatieZ” gevolgd door een translatie over een vaste vedtor
Dit betekent dat voor alle vectorénin R? geldt

F@=L(a+d

Opmerkingen

1) Voor eergffiene transformatie# in R? wordt vaak deotatie # = (£, d) gebruikt,
waarbij £ het lineaire deeVan de transformatie heet enhet translatiedeel

2)  Bij het lineaire deelt is er sprake van behoud van verschifb - a) = £ (b) - £(3)
(zie opgave 111.8.6). Dit betekent in het plattak/inet standaard assenstelsg]x,)

dat £ zowel toegepast mag worden op positievectoreamigerplaatsingsvectoren.
3) Echter vanwege het translatiedeel is een affiemesformatie niet lineair (behalve als

d =0). Behoud van verschil geldt in dit geval niet, lsose na de volgende stelling
zullen zien. Dit betekent dat bij toepassing inatte viak met standaard assenstelsel
(X, %) de formule in de definitie alleen betrekking hexdtpositievectoren en niet op

verplaatsingsvectoren. Dus in het vlak zijn zo@ehls _#'(d) positievectoren.

4) Vanwege behoud van schaling geldt voor het iieedeel van # =(£,d) dat
£ (0)= £ (0D)= 0 (0)= C. Dus bij toepassing van een affiene transformathet
platte vlak met standaard assenste{gglx,) is bij het lineaire deel het beeld van de

oorsprong opnieuw de oorsprong. Het is alleen tiebtranslatiedeel dat de oorsprong
wordt verschoven;# (03 £ (@)d= #®d=d
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In een plat vlak met standaard assenstelsek,) zijn verplaatsingsvectoren verschillen van

positievectoren. In de volgende stelling wordtdféen zijn van een transformatie alleen
uitgedrukt in termen van verschillen van vectoduns meetkundig gezien alleen in termen
van verplaatsingsvectoren

Stelling
Laat _# een transformatie zijn ilR*. Er geldt dan
Er bestaat een lineaire transformati€  zodanligt voor alle

F is affien < - _ _
vectorenaenb inR*> geld ( - F(CEL( b )a

Bewijs
(=) Stel Fis affien, dus_# =(£,d) met lineair deels" en translatiededl . Voor alle
vectorena en b geldt dan_#(a) = £(3) + d resp._#(b) = £(b)+d en dus
Fb)-F(@=(L(D)+d-(L(J+ d definitieF
=/ H¥yd-£L %¥d haakjes weghalen
=L yL 4q)
=/ H-a) behoud verschil bij/’
(0) Stel er bestaat een lineaire transformafiezodanig dat voor alle vectorénenb in
R? geldt _#(b)-_#(a) = £(b- 3. Dit geldt dan ook voo& =0 en dus geldt voor alle
vectorenb
Fb)y-FO0)=£Lb) = Fb)=L by 70

Dus ¥ is een affiene transformatie met lineair de€len translatiedeed = _#(0).

Opmerkingen
1) Toegepast in een plat vlak met standaard asdselgix , x,) betekent de stelling dat
het affien zijn kan worden uitgedrukt in termen \edleen de positievectores en

_F(d) volgens_#(a) = £(3) + d, maar ook alleen in termen van
verplaatsingsvectoreb— a van de originelen en verplaatsingsvectoren
F(b)-_F(a) van de beelden volgeng (b) - #(a) = £L(b-3).

2) Uit de stelling volgt direct dat voat # O er bij een affiene transformatie geen sprake
is van behoud van verschil. Per definitie gefdtb —a) = £ (b- 3+ d# £(b-3 en
dit levert samen met de stelling

Fo-a)z F(b)-_#(3

De centrale vraag in dit hoofdstuk is wat de tramsfties inR* kunnen zijn die de
congruentietransformaties in het platte vlak begam. Volgens de twee volgende stellingen
zijn de enige congruentietransformaties die affiearsformaties waarvan het lineaire deel
een isometrie is.
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Stelling
Als het lineaire deel?? van de affiene transformati€ = (22,d) in R?een isometrie is dan
is ' een congruentietransformatie

Bewijs
Omdat 2 een isometrie is geldt behoud van lengte voonatgorena in R?, dus
|2(8)| =|a|. Vanwege de vorige stelling geldt voor alle veetod enb in R*dat

C(b)-C(3) =2(b- 3. Dit heeft als gevolg
C(6)-C(a)|=|2(b-3)

=p-3
Er is dus behoud van lengte van de verschilvectales isC’ een congruentietransformatie.
O

Het omgekeerde geldt ook

Stelling
Als " een congruentietransformatie is RY dan isC een affiene transformatie
C =(2,d) waarvan het lineaire deef? een isometrie is

Bewijs
Zie aanhangsel 1 van deze paragraaf

Opmerkingen

1) Volgens de vorige paragraaf zijn de enige isolé@ in R*de rotatie en de
lijnspiegeling. Deze stellingen betekenen daarotrddanig mogelijke
congruentietransformaties in het platte vilak matndaard assenstelse], x,) zijn een

rotatie om de oorsprong gevolgd door een transiditike spiegeling in een lijn door de
oorsprong gevolgd door een translatie.

2) Omdat vanwege de lineariteit geld?(0) = 0 verandert de oorsprong niet door de

isometrie van plaats, dus niet door rotatie ofgglieag. Alleen door de translatie
verandert de oorsprong van positie.
3) Bij een translatie in het platte vlak met stardeassenstelsek , x,) over de

nulvector, dus bid =0, is een congruentietransformatie lineair, duslleka een
rotatie om de oorsprong of alleen een spiegeliregmlijn door de oorsprong.
4) Als in het platte vlak met standaard assenstelsex,) de rotatie de identiteit is, dus

als de vectoren niet door draaiing veranderen omdaver een hoek vadf wordt
gedraaid, is een rotatie gevolgd door de transiatieite een zuivere translatie.

5) Bij een assenstelsel in het platte vlak datohergen is vanuit het standaard
assenstelsel ontstaat een andere oorsprong itattaDe positievector van een punt in
het vlak is de verbindingsvector van de oorspraaay wlat punt. Door keuze van een
andere oorsprong wordt een congruentietransfornaatienet vlak beschreven door
andere positievectoren. Dat dit interessante madige gevolgen heeft wordt in
aanhangsel 2 besproken.
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Als afronding van deze paragraaf een voorbeeldrhwaaijkt dat twee congruente
driehoeken in een plat vlak met standaard asdseebkt® , x,) de congruentietransformatie in

dat vlak geheel vastleggen.

Voorbeeld
Gegeven In een standaard assenstelsglx,) wordt een congruentietransformatie

C = (D,d)uitgevoerd waardoor de drieho&ABC , waarvan de hoekpunten

2) - (6 7
A, BenCde resp. positievectoreﬁl:(s), b =(4J en c:(gj hebben, wordt

afgebeeld in de driehoeXABC, met voor de hoekpunteﬁl, B enC de
1 4
resp. positievectored’(8) = ( 6) C(b)= ( 8} en C(é):(—YJ

Gevraagd
a) Teken in een standaard assenstek,) de driehoeke®MABC en AABC
b) Toon door berekening aan dat inderdaad de ceng’mgelthAf%é OAABC

C) Bereken de matri® van de isometrie¢Z2? met behulp van de Gauss-Jordan methode
uit twee verplaatsingsvectoren VARBC en de twee ermee samenhangende

verplaatsingsvectoren van het beAlABC. i N
d) Leg uit dat de isometrig’? een rotatie is.

Bereken de rotatiehoek. v \
e) Door de isometri¢Z2 wordt de driehoek N

AABCafgebeeld in de driehoekABC. | Y
Bereken de kentallen van de positievectoren 5\ K

D(@), D(b) en 2(c) van. de resp. punten A \ e

A, BenC. I
) Teken AABC in het assenstelsel. Teken ook de” D2 Nt

cirkelboog waardoor pu wordt overgevoerd Ees,

in punt A en teken de translatievectdr

waardoor het punfA wordt overgevoerd in het e -

punt A. Teken ook de positievectoren van

AenA. ) : >“a/

0) Geef de kentallen van de translatieveator

NS

>
&8
\

o),

Oplossing

a) Zie figuur

b) AB=|C(B)-C(3) :‘(ZQ-(:Q =‘ _32] = [F+ (-2 =13
en AB= ‘b ( j @jz‘ 2 =3 +22 =13
AC |C(C) C(a)| (4-7) (:2 :‘ _S:J‘: /82+(_12 :\/35
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d)

g)

o oot I -
o=l -co]=( G- 4= 5 i -va
o cosloge| 5 1] | - Ve -vas

Er geldt dusAB= AB, AC= AC enCB= CB, gevoIgAAI:%é OAABC, d.w.z. dat

AABC en zijn C -beeld AABC congruent zijn.
Het verband tussen de verplaatsingsvectorendsak isometrieZ? gegeven. Zo

geldt C(O)-C(@A=2D(b-8 en CE€)-C(A)=D(c-3
3) . _ (3

2} is C((b)-C(3) _(—ZJ

4 . o (8

7) is C(@©)-C(3 —(_J

Voor de Gauss-Jordan procedure betekent dit

Het 77 -beeldvan b-a= (

Het 27 -beeld van ¢- é=(

3 4) ] 13 0Y] 1 . i 10 ]
2 7 | '=7 - 2l 0 -13 ! 13 0

3 8 '=4 -3i 5 -12 I ,,__i”, 1 5 1
| -2 -1)| | -12 -5 ] 13 113 -12 5
Il IR | . [
5 12
De isometrieZ? heeft de matrix D=i
13\-12 5
5 12
13

De determinant val? is |$| =

dus is 77 een rotatie.

cosg - sirnd 5 1
Bij rotatie over een richtinghoefl . -1
sind co¥ 13\ -12 5
Dus cosf=p2 = 6=cos ¥ 67,40 6=~ cos - 67
Omdatsingd < 0 is de rotatiehoek 0=-67,4.
Positievectoren voor
- 3 5 12\( 3 513+ 1212
PuntA p@E=p|°|=L 1 _
2) 13\-12 5)\ 2 13 € 12)13 5] -
~ — 6 5 12\( 6 qle+ 1214
Puntd DE)=D|  |=—= -1 _
4) 13(-12 5)\ 4 13 € 12)16+ 5l -
~ 7 5 12\( 7 514 1219 1
PuntC ﬂ(é) = D = — i
9) 13(-12 5){ 9/ 13 € 1210A 5] -

Zie bovenstaande figuur.

d=C@-2@=C(H)-2(h=C(9-2(3 =(:ZJ

18




Aanhangsdl 1. Bewijsvan delaatste stelling

Wat in dit aanhangsel wordt bewezen voor congragatnsformaties in het platte vliak steunt
uiteindelijk op de zogenoemdkiehoeksongelijkheid

Bij de formulering van deze ongelijkheid wordt begripgesloten lijnstukussen twee
punten gebruikt.

Als A enC twee punten in het vlak zijn dan is het lijnstuwt btuk van de rechte lijn doéren
C dat tussen deze punten ligt. Het lijnstuk heeloges als de uiteindeA enC ook tot het
lijnstuk behoren. Voor het gesloten lijnstuk wolnékr de notatiAC gebruikt, dus dezelfde
notatie als voor de afstand tussen de puAtenC.

Stelling (driehoeksongelijkheid)

In een driehoeldABC is de som van twee zijden AB en BC groter dareddgedzijde AC, dus
AB+ BC> AC, behalve als punt B op het gesloten lijnstuk i§€C In het laatste geval geldt
de gelijkheidAB+ BC= AC

Bewijs
Geval De loodrechte projectié van puntB op de lijn .
doorA enC ligt op het gesloten lijnstukC. E

Wegens Pythagoras geldt in dat geval
AB+BC=+ AE + EB + EB+ EG

>~/ AE® +4 EC* = AE+ EC
=AC
Het gelijkteken geldt alleen alEB =0, dus alleen alB op het gesloten lijnstuk AC ligt.
Geval 2 De loodrechte projectié van puntB op de lijn doorA enC ligt buiten het
gesloten lijnstulAC.
In het geval van de figuur rechts geldt

AB+ BC=+ AE + EB ++ EB+ B¢

>\ AE® +V EC* = AE+ EC

=AC+ EC> AC

3

In dit aanhangsel werken we nu verder met een cengjetransformati€’ in het platte viak.
Voor de punten die de originelen zijn gebruikenouesieve Latijnse hoofdletters, dAsB,

C, .... De overeenkomstigg -beeldpunten worden verder met een “dakje” aangagelus
A, B,C,..

Om de laatste stelling te bewijzen moeten we voeeafaantal andere stellingen bewijzen
over het gedrag van verplaatsingsvectoren in la¢tepvlak onder de transformat(€ .

Stelling
Als voor de verplaatsingsvectoren in het platt&k\gavormd door de punten A, B, en C de

schaling geldtAC = A AB dan geldt voor de verplaatsingsvectoren gevornat de
congruentiebeelden in het viak, B en C dezelfde schaling , dusC =1 AB
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Bewijs

We bekijken het geval dat <0, dus het geval dabC en AB
tegengesteld gericht zijn.

Dan ligt puntA op het gesloten lijnstuRC en geldt er volgens
de driehoeksongelijkhei@A+ AC= BC.

Verder is de vectorAC in Iengte':—cB: keer de lengte van de

vector AB, wat leidt tot

KE::—&AB dus A=-2>
AB AB

De congruentietransformatie behoudt de afstandetusmyeldt ook voor de beeldpunten
BA+ AC= BC. Volgens de driehoeksongelijkheid ligt het beehﬂpa daarom op het

gesloten IljnstukBC En dit betekent dat ook de vectore‘kc en AB tegengesteld gericht
zijn. Dit leidt weer tot

AC=- e‘gAB dus 4=-2C
AB AB
Het behoud van afstand leidt ten slotte tot
j=-2C__AC_)
AB AB

Stelling
Als in het platte vlak twee verplaatsingsvectorelijlgzijn dan zijn na de
congruentietransformatie de twee verplaatsingsvectopnieuw gelijk.
Dus als voor de punten A, B, P, en Q geldt

AB=PQ “
dan geldt ook voor de beeldpuntén B, Pen Q |

Bewijs
Laat S het snijpunt zijn van de rechte lijn dooeAQ en de
rechte lijn door B en P. Door de gelijkheid vanteeen

AB= PQ ontstaan er hierbij tegengesteld gerichte vectoren

SA=-S( ,
SB=-SF *
Vanwege de vorige stelling zun er dan ook bij @eldpunten tegengesteld gerichte vectoren
SA=- SC
SB: - SF

met als gevolg
AB= 5B Sa-"8P(-
=50- SP= PO
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Opmerkingen
1) Door het standaard assenstetsglx,) in het platte vlak worden de puntanB, P en

Q in de laatste stelling vastgelegd door de resgitipgectorend, b, peng. Voor

de C -beeldenA, B, PenQ zijn dan de resp. positievectorénd) , C'(b),
C’(p)en C'(G) . De verplaatsingsvectoren in de stelling zijn darschillen van deze

positievectoren. BijvoorbeeldB = (b)- (3.
2) In termen van positievectoren luidt de stelli@arom:

Stellin
Als in gen plat vlak met standaard assenstetgek,) voor het verschil van
positievectoren de gelijkheid geldt

b-a=g-p
dan geldt bij een congruentietransformatié deze gelijkheid ook voor het verschil
van de( -beelden van deze positievectoren

Ch)-C@=C(@-C(D

3) De betekenis van de stelling is dat door de ngergietransformati€’ in het platte
vlak met standaard assenstelge] x,) ieder verschib — avan positievectoren

eenduidig wordt afgebeeld in een versahib) - (2) van ¢ -beelden van deze
positievectoren. Deze afbeelding wordt genoteesd’al en er geldt in pijinotatie
b-a O %@ C (b)-C (a)

Het bovenstaande leidt tot

Definitie

In een plat vlak met standaard assenstelgek,) wordt door een congruentietransformatie
C’ een afbeelding?? gedefinieerd voor het verschil van ieder tweetalifievectorerda en

b volgens
C(b)-C(3a)=2D(b-3)

Met deze definitie is bijna ons doel bereikt. Dabgurt door de volgende

Stelling
De afbeeldingZ? in de definitie is een isometrie

Bewijs
We moeten bewijzen daf? lineair is, dus dat voor ieder tweetal vectoreny in R*en
voor iedere scalad geldt

D(X+Y)=D(XN+2D(V) behoud optelling
D(ARX) = AD(X) behoud schaling
en ook D) =|X behoud norm
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Behoud optellingLaat X en y twee willekeurige vectoren zijn iR?.

Kies in het platte vlak een puAten plaats de staart vanin dat punt. Het punt van de kop
van X wordtB genoemd en plaats de staart wain dat punt. Geef het punt aan de kop van

¥ metC aan. Aldus geld& = AB, y=BC enx+y= AC.
Voor de C -beelden van deze punten geldt bijvoorbe®Mx) = C'(b) - C(3) = AB.
Aldus
D(X+7)= AC= AB+ BC
=DE}Y2D )

Behoud schalingLaat A een willekeurige scalar

zijn. Kies puntD in het vlak zodanig datX = AD.
Volgens de tweede stelling in dit aanhangsel geldt g

D(A%) = AD= 1 AB
=12 &)

Behoud normVanwege het behoud van afstand bij
de congruentietransformatt€ geldt

[2(9) = Afj=| Ad =¥

Uit de definitie en de laatste stelling volgt dira@ar het ons om te doen was

Stelling
Als " een congruentietransformatie is RY dan isC een affiene transformatie
C =(2,d) waarvan het lineaire deef? een isometrie is

Bewijs
Voor alle vectorerd enb in R2dat C'(b)-C(a) = 2(b-3), waarbij 22 een isometrie is.
Dit geldt dan ook vood =0 en dus geldt voor alle vectorén
Ch)-CO)=2(b) = Cb)=2 ©)+C(0)
Dus geldt voor het translatiedeel = *(0).

Aanhangsel 2: Raster schuiving en congruentietransfor maties

Een standaard assenstelgg| x,) in het platte vlak kan ook worden

gezien als eeliinenrasterdat men op dat vlak legt. Zo ligt in de figuur
rechts het punP4, 3) op het snijpunt van de rasterlijnen=4en ’ Pea

X, = 3. X, =
Een tweede assenstelsg[, x, ) in het platte vlak dat door verschuiving
uit het standaard assenstelegl x,) ontstaat, kan ook worden gezien

i e by y Xl

,(l:( x=1 z‘v_n x=u
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als een tweede raster dat op datzelfde viak waaldipgl. Er is aldus sprake van een

zogenoemdeasterschuiving

Door een tweede raster op het platte alplaatsenerandert er meetkundig gezien niaén
de figuren in dat vlak. Watel veranderis de beschrijving inR? door positievectoremnan

deze figuren. Hierbij geldt de volgende

Stelling

Als @ de positievector is van een punt A in het plati& gezien vanuit het standaard
assensteltx;, x,) en @’ is de positievector van datzelfde punt gezien ivéuet verschoven

assenstelselx , x, ) dan geldt

da=a-3
waarbij §= OO0 de verplaatsingsvector is van de oorsprong O \en h
standaard assenstelset,, x,) naar de oorsprond@’ van het

verschoven assenstelselj', xz')

Xq

*

0

/
2

Bewijs
Uit de figuur rechts blijkt voor purk te gelden

O'A= OA- 00 °
Dus inderdaad a=a-3

Opmerking

De rasterschuivingn het platte vlak over een vectérvan het standaard assenste{sglx,)

naar een assenstelsg/ , x, )wordt in dit aanhangselenoteerdls

04,%) O [ (X,%)

Hoewel een congruentietransformatie in het plat& meetkundig gezien niet verandert door
de andere beschrijving iR” die een gevolg is van de rasterschuiving, geeft dexlere

beschrijving toch meetkundig nieuwe inzichten.
Dit wordt hieronder nader uitgewerkt aan de hanmihet volgende

Voorbedd

Gegeven In een plat vlak met standaard assenstelsel d
(%, %,) wordenAABC en AABC A

vastgelegd door de positievectoren

T
4 2 4 -6 )
C(b) = (looj enC(c) = (ij voor de resp.

puntenA, B, C, A, B enC. Zoals uit
opgave 111.8.1 blijkt leggen deze driehoeken
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een congruentietransformate = (Sk,ﬁ) vast waarvan het lineaire deel een

3
spiegeling is met matrisg, :é(4

- (6
eldtd =
oed =)
Gevraagd

a) Bepaal met behulp van de vectotena en ' (b) - '(a) een vectok die gericht is
langs de spiegellijk door de oorspron@.

4 N .
j en waarbij voor het translatiedeel

Een assenstels¢k, , x, ) ontstaat door een rasterschuiving vanuit het stadda

assenstelsék , x,) . Hierbij is de nieuwe oorspron@ midden tussen de punt8ren B

gekozen.
b) Teken een nieuwe figuur met daarin het oudenassksel(x,, x,) met streepjeslijnen

wordt aangegeven en het nieuwe assenstétsek, ) met ononderbroken lijnen.

Teken ook de driehoekehABC en AABC .
De congruentietransformatie van de positievectordret nieuwe assenstelsel wordt
aangeven met "’

C) Bereken de kentallen van de positievectatenb’, ¢, ¢"(&), C'(6)en C'(€') voor

de resp. punteA, B, C, A, B enC in het nieuwe assenstelsel.

d) De puntenA’, B' enC' hebben positievectores] (a), .5, (b") en 5, (€) . Bereken de
kentallen van deze positievectoren.

e) Teken in de figuuhA' B C . Teken ook de lijrk’ van de spiegeling vaAABC naar
AAB C . Teken verder met een streepjeslijn de oude skhjegle

f) Driehoek AA'B' C gaat door een translatie over in de driehAdBC , die het( -

beeld is vanAABC. Geef de kentallen van de translatievecioren teken deze als
verbindingsvector tussen de overeenkomstige hog&pun
0) De translatie uit f) is evenwijdig aan de spliige k' . Hoe blijkt dit uit de gevonden

translatievectod' ?

Oplossing

S2e CBD
a) Stel in het platte vlak met standaard asseme$tels x,) is een

verplaatsingsvectop bekend en ook zijn beeld, (p) in
spiegellijnk , dan is de vectop+ 5, (p) een vector gericht 4
langs deze spiegellijn, als ten mingieen S, (P) geen tegengestelde vectoren zijn.

. 6 _ - 2
Aldus is de som van de vectorbr-a= (—2) enS,(b-a)=C(b)-C(Q= (6) zo'n

vector. Ook de vectok :%(5— a+C(b)-C(3) =%((_62j+(3) =(3 is een

vector gericht volgens de spiegellkn
b) Zie figuur rechts
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d)

e) Zie figuur.

f)

0) Er geldt

O
]
Ol
II

g( =g(;°; S
so=s(7)-4{2 -

=5 (B)-B= 5k(*¢)—*c=@

- (4 2 ~ -
d = (2] = Z(J =2k en omdat de vectdr die gericht is langs de

spiegellijnk' is ook de translatie gericht volgens deze spiggell

Opmerkingen

1) Door de rasterschuivingg, x,) [ §D_> (X , % ) in het platte vlak verandert ook de

beschrijving van de congruentietransformatie ¥a&BC naarAABC in R?van

C =(5;,d) naarC" =(,,d"), hoewel meetkundig gezien deze driehoeken
onveranderd blijven. Het lineaire deel is bij beldschrijvingen onveranderd en blijft
de spiegelingsoperataf, . Bij het translatiedeel is er een verandering sawectord

naar een nieuwe vectal' . Dit laatste hangt samen met de verplaatsing ean d
spiegellijnk naar een andere spiegelliki , die wordt veroorzaakt door de keuze van
een nieuwe oorspron@’ .
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2) Door de speciale keuze van de nieuwe oorsp@nmidden tussen een pudten zijn

congruentiebeel® is de nieuwe spiegellijk’ zodanig dat de
congruentietransformatie wordt gezien als gigapiegeling Een glijspiegeling in een
plat vlak bestaat uit eespiegeling in een lijn gevolgd door een translatiele

richting van dezelfde lijn

Dat een spiegeling gevolgd door een translatie kneeig ook kan worden gezien als een
glijspiegeling, is in dit voorbeeld duidelijk gevan door de speciale keuze van de
rasterschuiving.

Wat zo’n schuiving algemeen betekent voor eenradfieansformatie in het platte viak, en
daarmee ook voor een congruentietransformatie, wg@frmuleerd in de volgende

Stelling
Als een affiene transformatie van het platte vlakapzichte van het standaard assenstelsel

(X, %,) wordt beschreven iR door
F=(£,d)

dan wordt bij een rasterschuiving,, x,) U §D_> (% , % ) dezelfde affiene transformatie ten

opzichte van het assenstelggl, x, ) in R* beschreven door

F=(£,d)

waarbij

Bewijs
Bij de affiene transformatie in het platte vlakdjeloor de vectored en _# (&) in R?, die
resp. de posities van een willekeurig origineeltpuan het N
bijbehorende beeldpuAt vastleggen gezien vanuit het
standaard assenstelge], x,) ) A ey
F@=£(@+d ¢

Gezien vanuit het verschoven assenstdlgelx, ) zijn de

A
A

»

positievectoren varA en vanA resp.d en #'(a), waarbij
het volgende verband bestaat met de positievect@eien

vanuit (X, X,)

ol

S

d=a-3% . .

S@=r@-s ’

Dit alles heeft als gevolg
J@)=rF(@-3 rasterschuiving

=L E)y}d-3% affiene transformat
=L@y LBWA+L B)TS
=L 6-3pd+L (538 behoudverschil

=L @ wd rasterschuiving
met
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O
Opmerkingen
1) Door de rasterschuiving verandert niet het liredeel £ bij de overgang van
F =(£,d) naar_F'=(£,d'), maar is er wel een verandering van het translegie
vand naard’.

2) Voor congruentietransformaties betekent de rasteiving (x, x,) 0 §D_> (X, %)

C =(D,d) gezien vanuit (X, %)
C'=(D,d") gezien vanuit (%, %)
met d=d+2(9-%

De isometrieZ? verandert hierbij dus niet.

De eerste toepassing van de stelling op congruearisformaties laat algemeen zien dat een
lijnspiegeling gevolgd door een translatie altjen worden beschouwd als egijspiegeling
wat in het voorgaande voorbeeld al aan de ordekergen.

Stelling
Als een congruentietransformatie van het platté Westaat uit een lijnspiegeling gevolgd
door een translatie, die dus opzichte van het stamtlassenstels€lx , Xx,) wordt beschreven

in R?door
C=(S,.d)
dan wordt bij een rasterschuiving,, x,) U §Da (X ,% ) , waarbij de oorsprong’ midden

tussen een origineel punt B en een beeld;ﬁmbrdt gekozen, dezelfde congruentie

transformatie ten opzichte van het assenstdgglx, ) in R® beschreven door
C'=(S5. A ()

waarbij 2(6) de projectie is van de translatievectdop de spiegellijn k.

Bewijs
Bij aj' =d+.5,(9 - tgeldt nus= 00 =1 (b+ (D), waarbijb en C'(b) de resp.
positievectoren vaB en B zijn. Omwerken vars levert
s=3(b+C(b)
=3+, (b)+d) definitie C
=Ib+35 (b)+1d haakjes wegwerk
Bij het omwerken vans, (S) gebruiken wes, (S, (b)) =b

(zie ook opgave l111.8...). De meetkundige achtergrisndat
als in het platte vlak een punt wordt gespiegelden lijn en
het beeldpunt wordt in dezelfde lijn gespiegeld kiamt
men weer in het oorspronkelijke punt terug.
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503 =5Gb+is5(H+3d
=35 0 )35 6 0)+35, @) lineariteit 5,
=15 b)yib+is @) dubbele spiegelir
Na het invullen van deze twee uitdrukkingen in aterfule voord' wordt bij de omwerking

gebruiktd + 5 (d) = 222 (d). De figuur rechts maakt duidelijk dat de som van eector met

zijn lijngespiegelde een vector oplevert die gdriadigens de spiegellijn en die gelijk is aan 2
keer de projectie van de eerste vector op de djjjege

d=d+5(3-5
=d+ (S5 (b)+3b+ 35 (d)- G b+ LS5 (D+3 0
=15 d)+3d=3S (d)+d) buiten haakjes haler
=2 d) verband met projecti

O

Eeneffect van een rasterschuiving epn congruentietransformatie die gezien vanuit het
standaard assenstelsel bestaat uiretie en vervolgens een translatiederzoeken we
eerst aan de hand van een

Voorbeeld
Gegeven De driehoekelMABC en AABC in het platte vlak waarvan de hoekpunter
enC ten opzichte van een standaard assenste{sel) de resp.

2) -~ (6 7 A A
positievectorerﬁ:(s} b =(4} encz(gj hebben en de hoekpuntén B

A -4 . (-1 4
en C de resp. positievectorafi(a) =( 6]’ C'(b) :(—SJ en C(c) :(_J

Uit opgave 111.8.2. blijkt dat hier sprake is vagnecongruentietransformatie
C= (]\’H,&) waarvan het lineaire deel de matrix voor een iotateft

3 -4 w7
R, :%(4 3] en waarbij voor het translatiedeel gemt( 4}

De richtinghoek voor deze rotatie #5= 53,1 .

Gevraagd
a) Teken in een standaard assenstek,) de driehoekedMABC en AABC

b) Teken met een stippellijn de middelloodlijn vd@@punter en A. Doe dit ook voor
de punterB en B. Noem het snijpunt van deze lijn&h.

. (-7
(Als het goed is blijkt dat voor de positievectan O' geldts = 00 =(_4j )

C) Teken het assenstelgg] , x, ) dat ontstaat door de rasterschuiving

04,%) O - (%,%)
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d)

)
g)

h)

)

Geef van de puntel B enC ten opzichte van het assenstelsgl x, ) de kentallen

van de resp. positievectored , b’ en ¢ . Doe dit ook voor de positievectoren

C'(@), C'(B) enC'(©) van de resp. punteA B enC.
Bereken de kentallen van de vecto&(d’), ]eg(b) en &,(C).

Wat is de meetkundige betekenis van de resultaited) en e)?

Teken in de figuur met behulp van een passetreepjes de cwkelboog vamaar A,

waarbij het middelpun©’ is. Doe dit ook varB naarB en vanC naarC .

Teken ook in streepjes het lijmst@XA en O' A. Meet de hoek tussen beide

lijnstukken op.

Bereken de kentallen van de vec#(s).
Toon hiermee aan dat gelslit- &, (3) = d

PuntD heeft ten opzicht van het standaard assenste{sal, ) de positievectorX,(S).

Teken in de figuur dit punt en deze positievector.
Teken in de figuur met behulp van een passeraegjes de cirkelboog vdhnaar

O', waarbij het middelpun® is. Teken ook de vectddO' en geef deze vector aan

metd .

Oplossing

a) b) c)Zie figuur. ¥ is het midden tussen de punten 1

d)

f)

en A, N het midden va® en B )

o=a-se(2)-( )]
SHEE

cmscn-s{ 343
C'(B) =C(b)-3= 2 —(:ZJ:@
conc{1 (1
o342 3[4
a4
ze=r[ )40 -4

Uit d) en e) blijkt C"(&) = ,(a ’),C(b’)
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Dit betekent dat de rotatie o over =53, de driehoekAABC doet overgaan in

AABC. Vanuit het assenstels@t, , x, ) gezien is er alleen een rotatie nodig en geen
translatie om de gegeven congruentietransformatehet platte viak te beschrijven.

0) Zie figuur.
-4

) %(§)=F€g(:ﬂ=é(j ‘5‘)(_3:%(53
S-,(9 =(:ﬁ-[:;j=(:3 = d

)] Zie figuur.

Het voorbeeld is een illustratie van de volgende

Stelling
Als een congruentietransformatie van het platté vianuit het standaard assenstelggl x,)

gezien wordt beschreven R® door een echte rotatie gevolgd door een trans|aties als
geldt

C =(R,,d) met 6%0 (en 180 < 6 < 180)

dan bestaat er een rasterschuiving, x,) O §D_> (X ,% ) , waarbij vanuit het

assenstels¢k , x, ) gezien er alleen sprake is van de rotatie oven@zkd om de oorsprong
O', dus waarbij dezelfde congruentie transformagie ¢pzichte van het assenstelsel

(x/,%, ) in R?wordt beschreven door

C'=(%,,0)

Bewijs
Algemeen geldt in dit geval bij de rasterschuiving x,) O gD_, (% ,% ) dat(" = (.733,6')
metd’ = d+2&,(3) -5 De keuzed' =0 leidt tot de vergelijking voor de schuifvector
s=00

s-&,(9=d
Deze vergelijking heeft voof # 0 (en —180 < 8 < 180) altijd een één oplossing voor de

vector S. (Voor details zie opgave 111.8.3)
O

Opmerking

Meetkundig valt de benodigde vect®r OO direct te vinden. Uit het voorbeeld blijkt dat
O’ het snijpunt is van de middelloodlijn van een pAi@n zijn congruentiebeel%l met de
middelloodlijn van een pur en zijn congruentiebeeﬁi. Het algebraisch oplossen van de
vergelijking S — A, (%) = dis wat minder eenvoudig. (Zie hiervoor opgave 18)8
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Het volgende geeft het effect van een rastersahgiop eerzuivere translatie

Stellin
Als eeg congruentietransformatie van het platté& vianuit het standaard assenstelggl x,)
gezien wordt beschreven R* door alleen een translatie, dus als geldt
C =(7,d)
waarbij / = &, de identiteit is (dus een rotatie ovet) dan wordt bij iedere rasterschuiving

(X, %) O gD_, (% , %, ) de congruentietransformatie ten opzichte van keeastelsel

(xl', xz') in R? beschreven door deze zelfde translatie, dus ook
C'=(7,d)

Bewijs
Gegeven = (7,d) gezien vanui(x,, x,) dan geldtc” = (7,d’) gezien vanui(x,,x, ) met
d'=d+7(3-5 Omdat/ & =3 betekent ditd’ = d

Het uiteindelijke doel van de hier besproken rastenivingen is om het volgende te bewijzen
met behulp van affiene transformaties.

Stelling
De enige congruentietransformaties in het platekwijn de glijspiegeling, de rotatie om een
punt of de translatie.

Bewijs
Gezien vanuit het standaard asserfgtex,) wordt een congruentietransformatielii

volgens het voorafgaande alleen beschreven dosi(2,d), waarbij voor de isometrig?
alleen de lijnspiegeling of de rotatie mogelijklis.combinatie met de drie voorgaande

stellingen leidt dit tot het hier geformuleerdeulésat.
O

Opmerking

Er bestaan ook meer meetkundig getinte bewijzem depe stelling.

Bij het voorbeeld van de spiegeling in dit aanh@ahgan men van een zuiver meetkundige
constructie van de lijik’ uitgaan.

Bij het voorbeeld van de rotatie vormt de consiaugtet de middelloodlijnen een meetkundig
uitgangspunt.

Een andere mogelijkheid vormt de zogenoeuhte spiegelingen stelling

Echter hier was het de bedoeling een bewijs tergbireen het kader van transformaties van
vectoren.
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Opgaven

111.8.1 In een standaard assenstelsglx,) wordt een congruentietransformatie
C = (D,d)uitgevoerd waardoor de drieho&ABC , waarvan de hoekpunténB en

-2) - (4 3
C de resp. positievectore@:( 4 ) b :( j enc =(4} hebben, wordt afgebeeld in

2

de driehoekAABC, met voor de hoekpunteﬁl, B enC de resp. positievectoren

C(a) = (:2} , C(b) = (10()) en C(c) = ( ij

a)

b)
C)

d)

f)

9)

Teken in een standaard assensigk,) de driehoekedMABC en AABC

Toon door berekening aan dat inderdaad de ceng’eugelthAéf: OAABC
Bereken de matrik van de isometrie¢Z? met behulp van de Gauss-Jordan
methode uit twee verplaatsingsvectoren YBC en de twee ermee

A A A

samenhangende verplaatsingsvectoren van het hé&q.
Leg uit dat de isometrig? een lijnspiegeling is. Geef de kentallen van een

vectork gericht langs de spiegellijn
Door de isometri¢Z? wordt de driehoeldAABCafgebeeld in de driehoek

AABC. Bereken de kentallen van de positievectaf@(d) , Z2(b) en 2(c)
van. de resp. punteA, B enC.

Teken AABC in het assenstelsel. Teken ook de cirkelboog vemanduntA
wordt overgevoerd in punA en teken de translatievectdrwaardoor het punt
A wordt overgevoerd in het punﬁ. Teken ook de positievectoren van A

en A.

Geef de kentallen van de translatievector

1.8.2 De driehoekemABC en AABC in het platte vlak waarvan de hoekpungemi enC

. " 2
ten opzichte van een standaard assenstel{sel,) de resp. positievectores= (3)

b=

6 7 A A A
(4} enc:(gj hebben en de hoekpuntédn B en C de resp. positievectoren

(@)= (::j CO)= (:;j enC(©)= (_‘;j

Zoals hieronder zal blijken is hier sprake van eamgruentietransformatie

C =(&,d)

a)

b)
c)

d)

Teken in een standaard assenstek,) de driehoekedMABC en AABC
Toon door berekening aan dat de congruentid g\ﬁﬁéé OAABC
Bereken de matriR,van de rotatieX, met behulp van de Gauss-Jordan
methode uit twee verplaatsingsvectoren ¥a&BC en de twee ermee

samenhangende verplaatsingsvectoren van het DASC .
Leg uit dat%, inderdaad een rotatie is. Bereken de richtingh®ek

32



111.8.3

11.8.4

e) Door de rotatie®, wordt de driehoeldAABCafgebeeld in de driehoeXABC.
Bereken de kentallen van de positievecto#a) , .7\’3(5) en A, (c) van. de
resp. punten, B enC.

) Teken AABC in het assenstelsel. Teken ook de cirkelboog vemanduntA
wordt overgevoerd in punA en teken de translatievectdrwaardoor het punt
A wordt overgevoerd in het punﬁ. Teken ook de positievectoren van A
en A.

9) Geef de kentallen van de translatievector

Deze vraag gaat over hoe de vergelijkBrg %, (S) = duit aanhangsel 2 algebraisch
kan worden opgelost, die.

< d ) . . (P =q 2, 2
Laatd = q zijn en de matrix van de rotatie, = q p met p°+q° =1

2

a) Toon aan dat voor de onbekengem s, uit S = (2] geldt

L)l
q 1-p) \4,
b) Gebruik het inproduct van deze vergelijking methevenvector vaEwl? pj

om aan te tonen dat
8= 1-p)d - ad,
2-2p
1_
C) Gebruik het inproduct van deze vergelijking methevenvector vaEw _qu
om aan te tonen dat
s, = qd, +(1- p)d,
2-2p
(De hier gebruikte methode leidde in 81.9 tot dgetevzan Cramer.)

De vergelijkings -, (%) = d kan in het algemeen niet worden opgelost.

- (d
Laatd :(dlj zijn en de matrix van de spiegelilg) :(p g
q

2

J met p°+qg° =1

a) Toon aan dat voor de onbekendem s, uit S = [2} geldt

BIRRIH
—q 1+p) (4,
1_
b) Gebruik het inproduct van deze vergelijking miethevenvector vaEw _qu
om aan te tonen dat
0s+0s=qd+(1- pd
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[11.8.5 In aanhangsel 2 wordt gebruikt dat eerslgiegeling van een vector gevolgd door een
spiegeling in dezelfde lijn de oorspronkelijke \a@abplevert, duss, (S, (b)) =b.
Dit wordt hier algebraisch aan getoond.

Als voor de matrix van de spiegeling ge@tz(z a

5k(5k(6))=a(a[slj)=(z _qu((z _qp](%j)

Toon door matrixvermenigvuldiging aan dat dit @éeter b :(Ej oplevert.

) met p° + g =1 dan

111.8.6 Bij een lineaire transformatig” in R?is er sprake van behoud van verschil, dus voor
alle vectorend enb geldt£ (b-3)=2£(b)-£(3).
Bewijs dit.
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[11.9 Aanhangsel over de definitie van een affiene transformatiein R?

Hieronder volgt een schets van h@auit het natuurkundige begrip massacentrum een
affiene transformatié&an worden gedefinieerd. Hierbij worden voorbegrlda bewijzen
achterwege gelaten. Hoe dit doorwerkt bij de begelvagen 8§111.8 over
congruentietransformaties moet nog worden uitgetnaskleerlingentekst.

Definitie
Als m,..., mymassa’s zijn van puntdeeltjes in een plat viak r@gp. positievectoren
S....,§ dan wordt de positievector van meassacentrurd van dezen puntmassa’s
gedefinieerd als hehassagewogen gemiddeldn deze positievectoren:
g = m§+---+ Mm%\
m +.00 4 m1

Opmerkingen:

1) Natuurkundig zijn massa’s in deze formule alfigsitief. Wiskundig is het zinvol om
ook met negatieve massa’s te werken, en met massd'sDit leidt dan tot de
zogenoemdéarycentrische coérdinaténie opmerkingen hieronder).

De eisiswelm +---+ m, #0.

2) In natuurkundige toepassingen zijn de massaistaat en bewegen de deeltjes, d.w.z.
dat de positievectoren veranderen.
Bij wiskundige toepassingen als barycentrische dioéaten zijn juist de
positievectoren van de deeltjes constant en varideemassa’s.

Stelling
De positie van het massacentrum hangt niet af akedize van de oorsprong voor de
positievectoren in het platte viak.

Stelling voor twee massapunten

Bij twee massapunten ligt het massacentrum ogriedior de massapunten.

Hierbij verhouden de afstanden van dit centrund®imassapunten zich omgekeerd
evenredig met de absolute waarde van de massa’s.

Hebben de twee massa’s hetzelfde teken dan ligh&stacentrum tussen de twee
massapunten. Hebben de twee massa’s tegengesteddan ligt het massacentrum niet
tussen de massapunten.

Stelling van de massaver vanging

Als een systeem van puntmassa’s is onderverdeettschillende deelsystemen en de
puntmassa’s van één van deze deelsystemen wotdemealangen door één puntmassa die
gelijk is aan de totale massa van dat deelsysteeaiseverder die éne puntmassa wordt
geplaatst in het massacentrum van dat deelsyst@mblijft de positie van het
massacentrum van het gehele systeem onveranderd.

Opmerkingen

1) In het platte vlak zijn drie punten in een vasbsitie, niet op €én lijn liggend en met
variabele massa voldoende om via het massacengdaenel andere positie van het
vlak vast te leggen.
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2) Bij ligging van deze vaste punten A& B enC wordt een andere positie vastgelegd
door resp. drie massars,, m, enm.. Deze massa’s vormen Harycentrische

codrdinaten van het viak
3) De barycentrische codrdinaten ZiiomogeenDit betekent dat als drie resp. massa’s

m,, M, enm. een positie in het vliak vastleggen dan wordt ddeglositie
vastgelegd door de resp. masséis,, Am, en Am., waarbijA # 0 een willekeurig

reéel getal is.
Vanwege deze homogeniteit worden de barycentrisctiglinaten van een positie

genoteerd algm, : m,: m).
De homogeniteit is dan in deze notafe, : m,: m)=(A m:A mg: A )

Definitie
Een transformatie#” in R? heet eemffiene transformatials voor ieder tweetal
PLYAOLLVA®

m +m,

massapunten geldt FE,

Opmerkingen

1) Door aanleg van het standaard assenstetsed,) in het platte vliak kan deze
algebraische definitie voor een affiene transforen@egepast worden op de
positievectoren in dat vlak. In het vlak leidt it meetkundige verandering van de
punten die ook een affiene transformatie wordt gemben die ook wordt genoteerd

met _#
2) Door deze definitie gaat een lijn in het vlaleoin een lijn en is er behoud van de
verhouding van de afstanden langs de lijn.

Stelling
Bij een affiene transformatie# geldt voor het massagewogen gemiddelde

<) MF (D4 mF(Y)
F(e)=me

Stelling
Een transformatie # in R? is dan en slechts dan affien ajg de samenstelling is van een
lineaire transformatieZ” gevolgd door een translatie over een vaste vedtor
Dit laatste betekent dat voor alle vectorarin R? geldt
F@=L(a)+d

Opmerkingen

1) Voor eergffiene transformatie# in R? wordt vaak deotatie # = (£, d) gebruikt,
waarbij £ het lineaire deeVan de transformatie heet enhet translatiedeel

2) Als in een plat vlak sprake is van een affieaegformatie # =(£',d) dan
ondergaan de positievectoren deze transform#tienaar de verplaatsingsvectoren
ondergaan alleen het lineaire de€lvan de transformatie.
Meer precies: Alsi en b positievectoren zijn dan geldt voor de verplaatsiegtor

F(b)-F(8)=L(b-7
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